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Reseni pisemky

Uloha 1. Uvazujte funkci
T+ 2

f(@) = 22 +1

(1) Najdéte limity funkce f(x) v fo0.

(2) Vypoctéte f'(z).

(3) Urcete intervaly monotonie funkce f.
(4) Najdéte jeji lokalni a globalni extrémy.
(5) Napiste obor hodnot funkce f.

(6) Nacrtnéte jeji graf.

Reseni.
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(3) f je rostouci v intervalu (—oo,1/2], nebot v tomto intervalu je f" kladna. f je
klesajici v intervalu [1/2,00), nebot v tomto intervalu je f’ zdporna.

(4) Globélni maximum nabjvé funkce v bodé 2y = 1/2 a jeho hodnota je f(1/2) = /5.
Globalniho minima ani dalsich lokalnich extrémil funkce f nenabyva.

(5) Obor hodnot funkee f je f(R) = (—1;/5].
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Uloha 2. V R* jsou dany podprostory
U=1[1,210), (-1,1,1,1)], V =1[(2,-1,0,1),(1,—1,3,7)].

(Hranaté zavorky zna¢i linedrni obal.) Najdéte béazi pruniku a vypoctéte dimenzi
souctu téchto podprostori.

Reseni. Vektory generujici podprostory U a V oznaéme postupné uy, us, v1, va. Vektor
w lezi v U NV, pravé kdyz existuji realna cisla a, b, ¢, d takova, ze

w = au + bus = cvy + dvs.
Hled4dme tedy &isla a, b, ¢, d takova, ze ve vektorovém prostoru R* plati rovnice
auy + bug — cvg — dvg = 0.

Porovnanim souradnic dostaneme soustavu 4 homogennich rovnic o 4 neznamych. Tu
vyTesSime provedenim Gaussovy eliminace:

1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1
2 1 1 1 0 3 5 3 0 1 1 -1
1 1 0 -=3]171o0o 2 2 21710 0 -2 -6~
0 1 -1 -7 0 1 —1 -7 0 0 2 6
1 -1 -2 -1
0 1 1 —1
“10 0 -2 -6
0 0 0 0

Staci spocitat neznamé c a d:
d = —t, c=3t,
kde ¢ je redlny parametr. VSechny vektory w € U NV jsou tvaru
cvy + dvg = 3t(2,-1,0,1) — t(1,-1,3,7) = (5t, —2t, —3t, —4t) = t(5, —2, —3, —4).
Tedy prinik podprostort U NV mé bazi tvofenou vektorem (5,—2,—3,—4). Jeho
dimenze je tedy 1.
Dimenzi souctu spocitame ze vztahu

dim(U+V) =dimU +dimV —dim (UNV) =2+2—1=3.
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Uloha 3. Pii pisemce z matematiky fesilo 200 studentt 3 tlohy. Kazdy z nich vyiesil
aspon jednu ulohu, pfitom prvni tlohu vytesilo 128 studentii, druhou 156 studenti
a treti 126 studenti. Praveé dvé ulohy vytesilo 48 studentl. Kolik studentii vyftesilo
v8echny t¥i tlohy? (Zapiste postup vypoctu, samotny vysledek nestadi.)

Reseni. Ozna¢me postupné A;, As, A3 mnoziny studenttl, kteif vy¥esili tlohu 1, 2 a
3. Dale oznacme A;; = A; N A; mnozinu studentt, ktefi vyTesili soucasné tlohu i a j
a kone¢né ozna¢me Aj93 = A; N Ay N A3 mnozinu téch studenti, ktefi vytesili vSechny
t¥i tlohy. Podle principu inkluze a exkluze plati pro pocty prvki téchto mnozin

[A1 U Ay U As| = [Ay] + |As| + [As] — |Awa| — [Ass| — |Ass| + [Auas].

Nyni si stac¢i uvédomit, ze podle zadani
|A; U Ay U As| = 200
a ze pro pocet d = 48 téch, ktefi vyresili pravé dvé tlohy, plati
| Ara| + |A1z| + |Aaz| = d + 3| A1a3| = 48 + 3| A1)

Dosazenim do prvé rovnice dostaneme

200 = |A; U Ay U As| = |Ay| + |As| + |As| — (d + 3| A12s]) + | Aras]

= 128 + 156 + 126 — 48 — 2| A123].

Odtud uz je lehké spocitat, ze
‘A123| — 81
VsSechny tii tlohy vyftesilo 81 studenti.



