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Reseni pisemky

Ulohal. Uvazujte funkci

Inx

flr) =22
(1) Najdéte jeji defini¢ni obor.
(2) Najdéte jednostranné limity funkce f(z) v krajnich bodech de-

finiéniho oboru, pfipadné v +oc.

(3) Vypoctéte f'(x).
(4) Urcete intervaly monotonie funkce f.
(5) Najdéte jeji globalni extrémy.
(6) Napiste obor hodnot funkce f.
(7) Nacrtnéte jeji graf.

Reseni. (1) Defini¢ni obor funkce je Df = (0, 00).

(2) Protoze lim,_,o, Inz = —o0 a lim,_,o, % = 00, je
lim f(z) = —o0.
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Podle ’'Hospitalova pravidla dostaneme
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lim — = lim £ =0.
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(3) Derivace funkce je

1
oy pzr—Inz 1-Inz

f (.T) - xg - xg :
(4) Funkce f je rostouci v intervalu (0,e], nebot je v tomto intervalu
spojita a jeji derivace je v intervalu (0,e) kladna. f je klesajici v in-
tervalu [e,00), nebot je spojitd a jeji derivace je v intervalu (e, 00)
ZAPOrna.

(5) Globélni maximum nabyva funkce v bodé zo = e a jeho hodnota je
f(e) = e~!. Globalniho minima ani dal§ich lokalnich extrémt funkce f
nenabyva.

(6) Obor hodnot funkce f je f(R) = (—oo;e™ 1.



(7) Graf funkce f:
17




Uloha 2. Nechf n je libovolné piirozené é&islo. Najdéte soudet

P42 4374t (n—1)+n" =) 2
i=1
vite-li, ze pro vSechna cisla n je vysledek tvaru
a+ bn + en? + dn?,

kde ¢isla a, b, ¢, d nezéaviseji na cisle n. (Navod: Sestavte soustavu
rovnic pro neznamé a, b, ¢, d.)

ResSeni. Do rovnosti

Ziz =a+bn+cn® +dn®
i=1
dosadime postupné n = 1,2, 3,4 (Slo by rovnéz dosazovat n = 0,1, 2,3
a bylo by to jednodussi, zkuste sami). Dostaneme soustavu rovnic:
l=a+ b+ c+ d
5=a+2b+ 4c+ 8d
14=a+30+ 9c+ 27d
30 =a + 4b + 16¢ + 64d

Matici soustavy upravime na schodovity tvar:

11 1 111 11 1 111
1 2 4 8|5 01 3 71 4
13 9 27/14 7102 8 2613
1 4 16 64130 0 3 15 63|29
111 1|1 1 11 11
013 7|4 013 74
00 2 12| 5 0 0 2 121]5
0 0 6 4217 000 6|2
Odtud dostaneme
1 1
d——, 6_57 b—é, a=0
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Uloha 3. V roviné je dana ¢tvercova sit soustavou pi¥imek o rovnicich
x =n, y = m, kde n a m probihaji mnozinou vsech celych ¢isel. Necht
pro pevnd celd ¢isla p > 0 a ¢ > 0 ¢islo C(p, q¢) oznacuje pocet cest,
kterymi se z bodu [0,0] dostaneme do bodu [p, q] tak, Ze jdeme po
primkach sité vzdy jen nahoru nebo doprava. Necht C'(0,0) = 1.

(1) Cemu se rovna C(3,2)?

(2) Jaky je vztah mezi ¢isly C'(p—1,¢q), C(p,q—1) a C(p, q), pokud
p>lagqg>17?

(3) Vypoctéte ¢islo C(p, q) pomoci ¢isel p a ¢q. (Navod: Zakédujte
kazdou cestu pomoci 0 a 1 a pouzijte své znalosti z kombinato-
riky.)

(4) Necht 0 < a < p, 0 < b < ¢ jsou pfirozena cisla. Kolik cest z
bodu [0,0] do bodu [p, ¢] (jdoucich jen nahoru nebo doprava)
prochéazi pfes bod [a, b]?

Reseni. (2) Cesty vedouci do bodu [p, ] jsou dvojiho druhu; ty, které
prochéazeji bodem [p—1, q] a ty prochéazejici bodem [p, g—1]. (Nakreslete
si obrazek!) Proto

C(p,q) =C(p—1,9) +C(p,qg—1).

(1) Z pfedchoziho vztahu muzeme postupné spocitat, ze
C0,q9) =C(p,0)=1, C(l,g)=q+1, C(pl)=p+1
a dale
C(2,2)=0C(2,1)+C(1,2) =3+ 3 =6,
C(3,2) = C(2,2) + C(3,1) = 6 + 4 = 10.

(3) Kazdou cestu zakédujeme pomoci 0 a 1 takto: krok v siti doprava
je 1, krok v siti nahoru je 0. Cest do bodu [p, q] je tedy pfesné tolik,
kolik je posloupnosti p jednicek a ¢ nul. Téch je

(p+q! (pt+yq
_< )

plq! P

(4) Z bodu [0, 0] do bodu [a, b] vede C(a,b) cest. Z bodu [a, b] do bodu
[p, ] vede stejny pocet cest jako z bodu [0, 0] do bodu [p—a, ¢—b], tedy
C(p—a, q—>b) cest. Pocet cest z bodu [0, 0] do bodu [p, q] prochézejicich
ptes bod [a, b] je proto

Cla,b)-Clp—a,q—b) = (“+b) - (p+q_“_b).

a p—a



