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Reseni pisemky

Uloha 1. Uvazujte funkci
fl@) = (5[ —3[)e".
(|a| znaci absolutni hodnotu.)

(1) Najdéte mnozinu M = {z € R; f(z) > 0}.

(2) Najdéte bod, v némz f nabyva svého globalniho maxima, a bod, v némz nabyva
svého globalniho minima.

(3) Vypoctéte urcity integral funkce f pres mnozinu M.

Reseni.
(1) Protoze e* > 0, stac¢i pro nalezeni mnoziny M vyfeSit nerovnost

5—]z—3]>0.
Tedy M = [-2,8].
(2) Globalni maximum funkce f sta¢i hledat na mnoziné M. Na ni je totiz f kladna,
jinde je zaporné. Na intervalu [—2, 3] je:

flx) =06 —lr=3)e" =2+ur)e,
f'(x) =3+ xz)e" > 0.

Tedy f je na intervalu [—2, 3] rostouci. Na intervalu [3, 8] mame:
f(@) =06 —lz=3])e" = (8 —x)e”,
f'(x) = (T—2x2)e" > 0.

Na intervalu [3,7] je f rostouci, na intervalu [7, 8] klesajici. Proto svého globélniho
maxima nabyva v bodé 7.

Globéalniho minima funkce f nenabyvéa, nebot

lim f(z) = —o0.

Tr—00

(3) Integraci per partes dostavame:
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Uloha 2. Ve vektorovém prostoru Ry[z] polynomt stupné nejvyse 4 s realnymi koefi-
cienty najdéte bazi vektorového podprostoru

U= {p € Rylz]; p(i) =0, p"(-1) = 0},
kde i € C je imaginarni jednotka a p”(—1) je druhé derivace polynomu p v bodé —1.

Reseni. Polynom p z podprostoru U mé realné koeficienty, proto kromé kofene i mé
také koren —1i. Tedy p je tvaru

p(z) = (2% + D)(az? + bx + ¢) = az* + b2 + (a + )2 + bz + c.
Déle
p'(x) = 12a2® 4 6bz + 2(a + c).

Proto

p"(=1) =12a — 6b+ 2(a + ¢) = 14a — 6b + 2¢ = 0.
Zvolme a, b za parametry. Potom ¢ = 3b — 7a. Tedy

U = {az* + b2’ + (3b — 6a)x* + bx + 3b — Ta; a,b € R}

= {a(z* — 62* — 7) + b(z® + 32> +3); a,b € R}

= [2* — 62® — 7,2° + 32® + 2 + 3]
Tedy vektory z* — 622 — 7 a 23 + 322 + x + 3 tvori bazi prostoru U.
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Uloha 3. Ctvercovou tabulku s 5 fadky a 5 sloupci vyplnime pfirozenymi &isly 1, 2, 3,
...,24, 25 tak, ze v kazdém policku je jiné ¢islo. Sousednimi policky budeme nazyvat
ta policka, kterd maji spole¢nou stranu. Vypoctéte (samotny vysledek nestadi):
(1) Kolik je moznych vyplnéni tabulky, v nichz lich4 ¢isla sousedi pouze se sudymi
Cisly?
(2) Kolik je takovych vyplnéni tabulky, v nichz ¢isla 4 a 5 nejsou v sousednich
polickach?
(3) Kolik je takovych vyplnéni tabulky, v nichZ jsou nésobky 3 pouze v polickich
nad hlavni diagonalou a nasobky 4 pouze v polickach nad vedlejsi diagonalou.
Vysledky zapisujte pomoci kombinac¢nich ¢isel, faktoriali, mocnin a pocetnich operaci.

Reseni. (1) Pfedstavme si tabulku obarvenou jako $achovnici, kde v hornim levém
rohu je ¢erné pole. Pak je na Sachovnici 13 ¢ernych a 12 bilych poli. Tedy jedno z lichych
¢isel z mnoziny {1,2,3,...,24,25} je vzdy na ¢erném poli. Nemé-li tedy sousedit s
dalsim lichym ¢islem, musi byt vSechna licha ¢isla na ¢ernych polich. Takovych vyplnéni
tabulky, kde liché ¢isla jsou na ¢ernych polich a suda na bilych, je

13!-12!

(2) Obdélnik 1 x 2 mizeme na policka tabulky umistit 20 zptsoby horizontalné a 20
zpusoby vertikalné. Cisla 4 a 5 miizeme do dvou danych policek zapsat dvéma, zpiisoby.
Zbyvajici ¢isla do 23 policek zapiseme 23! zptisoby. Pocet vyplnéni tabulky, kde ¢isla
4 a 5 jsou sousedni, je proto (20 + 20) - 2 - 23!. Tedy pocet vyplnéni tabulky, kde ¢isla
4 a 5 nejsou sousedni, musi byt

25! — 80 - 23!

(3) Spoleéné nasobky 3 a 4, to jsou ¢isla 12 a 24, musi lezet nad obéma diagonalami.
Tam jsou ¢tyfi policka. Proto pocet jejich umisténi je

() a-r

Zbyvajici 4 nasobky 4 musime umistit do volnych 8 policek nad vedlejsi diagonélou,
zbyvajicich 6 nasobk ¢isla 3 musime umistit do volnych poli¢ek nad hlavni diagonélou.
Musime vsak rozlisit 3 pripady podle poc¢tu dalsich nasobkt 4, které jsou ve dvou
volnych polickach nad vedlejsi i hlavni diagonalou. Tam mohou byt 2, 1 nebo zadné z
téchto 4 ¢isel. Riaznych rozmisténi dalsich nasobkt 4 a 3 je tedy

060 - (v e

Zbyvajicich 13 ¢isel mizeme rozmistit na zbyvajicich polickdch 13! zptsoby. Tedy
celkovy pocet vyplnéni je

2(;1) ((2) +2(§) ((73) + (i) (i))~4!-6!-13!: 12-715-4!-6!- 13!



