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1. Polynomy, racionalni lomené funkce,
interpolace

Priklad 1.1. Uréete vSechny kofeny polynomu a napiste jeho rozklad na kofenové Cinitele v R.

1. pi(x) =x*—1

2. pr(x) =x*4+26*—3x—10
3. p3(x) = x* 4+ 2x° — 1327 — 38x— 24
4. pa(x) =122 +11x* = Tx -6
5. ps(x) = 2% +9x* + 6x° — 81
6. pe(x) = 6x° +29x* +31x° — 32x% — 102x — 72
Priklad 1.2. RozloZte na parcidlni zlomky.
3x% —6x+2 2x* —x+3
1. R = 2. R = - =
1) X3 —2x2+x 2(x) x3—x2+3x—3
3 2 5,4 3 2
X +3x"+x+1 X4+ x"=2x7 +6x" = 3x+1
3. Ri(x) = ——5—— 4. Ry(x) =
3() X34 x2+x 4() X3 —x24x
30437 — 1 X4+ 2x7 4 3x+ 1
5. Rs(x) = 6. Re(x) =
5() 2+ x3 4+ 232 +x 6(x) X422 +1
7. Role) = 2x% —10x° + 13x* — 57x3 + 522 — 75x — 18

x(x—=2)(x+1)(x%+3)?

Priklad 1.3. Najdéte Lagrangetv interpolacni polynom funkce dané tabulkou a pomoci né&j odhadnéte

hodnotu funkce v bodé xy = —5
| X 1] 1 |2
i) =9 =313
) X —1] 0 |12
1) 3 | =3]13]15
3 X —2|-1]0]|1
)59 7 | 1531
4 X -3 | =2|-1|0]|1 2 3 4
“| fa(x) | =591 (238 (33|61 —186|—927 | 718

Priklad 1.4. Najdéte Hermitedv interpolacni polynom funkce dané tabulkou a pomoci néj odhadnéte

hodnotu prvni derivace v bod¢ xo = 5

X 112 X 0(1]2 X —1]0] 1 2
LlAx) |[2]3 2. fo(x) |0 1|0 3. fsx) [ 4]0 ] 2] 2
A [ x ]2 A ol1]o AR x [x[=1]11




Priklad 1.5. Uvazujte nasledujici kratky experiment.
* Méfend velicina byla do okamziku zac4tku experimentu (tj. do Casu nula vCetné) konstantni
s hodnotou 4.
 Jakmile byl experiment zahdjen, probihalo méfeni kazdou minutu a byly naméfeny postupné
hodnoty 5 a 8.
¢ Poslednim uvedenym méfenim byl experiment ukoncen a bylo zjisténo, Ze méfend veliina se
dédle samovolné méni rychlosti +8 jednotky za minutu (tuto rychlost zmény lze povaZovat za
smérodatnou i pro okamzik posledniho méfeni).
Ziskejte z popisu experimentu dostatek informaci a namodelujte jeho priibéh pomoci polynomu Ctvr-
tého fadu. Polynom radné zapisSte v zdkladnim tvaru. Dale pomoci ziskaného modelu odhadnete hod-
notu métrené veliCiny a rychlost jeji zmény piil minuty po zahajen{ experimentu. Tyto hodnoty zapiste
jako jednoduché zlomky.

Priklad 1.6. Urcete pfirozeny kubicky splajn funkce dané tabulkou.

x | =111 ]2
fx)| 3 |-2|4

Priklad 1.7. Napiste sadu rovnic, pomoci kterych lze ziskat Gplny kubicky splajn funkce dané tabul-
kou, pficemz v levém krajnim bodé je poZzadovéana rychlost zmény +1, v pravém -1. Kolik je potieba
rovnic pro kolik nezndmych? Rovnice nefeste.

x [1[2]3]4]5
fxof1lol[1]o0




2. Limity a spojitost funkce

Priklad 2.1. Pfimo z definice limity posloupnosti dokazte.

—1)" 22n+1 4
Loaim S 2. lim — o 3. lim ot
n—o N n—oo 30 n—e 2 —3p
Priklad 2.2. Vypoctéte
L im n—2 > lim 1603 —9n° 3 lim 2—Tn?—6n°+3n
n—eo n2 4 1 " noeo 602 4+5n* —n " s n—3n3+48
3 2 ol ! n
4. tim Y sinnt 5. lim 2" 6. lim =
n—e  pn-4+1 n—eo 1 n—soo 7
(=243 | — . ——
1 n 1 6n 1 Tn+6
10. lim [ 1+ - 11. lim [ 1+ — 12. lim [ 1+
N—yo0 n n—yoo 3n n—yoo 2n+3
3n—1
13. r}gg(l—n_i_?’) 14. ’}gi;\/ﬁ
. T .o . .o . n\”n . 1
Pred dal§imi limitami pfipometime Stirlingovu formuli: n! ~ v27n (E) s relaticni chybou cca Tn’
n
vl
15. lim v/n! 16. lim ﬂ 17. lim v/2"+ 57
n—oo n—o n n—soo

Priklad 2.3. Vypoctéte

3 2 n
. X —4x"45x-2 . 1—x . (3 (x+4)(x+5)
1. 1 2.1 1
iy} x2—3x+2 xlg}l_xm,pron,meN 3 Fa x*+x—11
Ax* 43— 220 — 12x , 3x° 1 V2 —14+V2+1
4 i 7 + 8x2 + 6x + 3x3 > J}I—{Elo <1—|—x3+3x> 6. }1_{1; X
o 2—x+2 RV | . sin3x
7. hmzi 8. lim——— 9. lim
=2 x*—4 —0/x2+16—4 =0 X
tg(2 in(4 2 1)(si
10, Tim &Y 11, Tim 2resin(4) 12, fim (&7~ D(sin3%)
x—=0  S5x x—0 2x x—0 3x2
Vaxt+1-1
. 1 —+/cos2x .l —cos2x+tg’x ) 3—2x %
13. Im ———— 14. lim - 15. lim
x—0 x2 x—0 xsinx x—0 \ 2+ 5x
1
16. lim(x*> —4)3 cos?
lim —4) eos™{ T3



Priklad 2.4. Najdéte body nespojitosti a urCete jejich typ.

X 1+x -1
L AW = 2 p) =15 3 =537
11 .
i—h _ sing 1 xeQ
4. f4()€)—ﬁ_% 5. fs<x>_)€—4ﬂ' 6. X(X)_{O XER\Q

2sin?x — cos2x

y
Priklad 2.5. Jak je tfeba dodefinovat funkci f(x) = a1 v bodé x = < aby v ném byla
sinx —

Spojita?



3. Derivace funkce a Tayloruv polynom

Priklad 3.1. Z definice odvod’te derivace funkci v libovolném bodé€ xy.
I. f:y=x"neN 2. g:y=+/x 3. h:y=¢" 4. i:y=sin(x)
Priklad 3.2. Urete f'(2), je-li f(x) =x*-sin(x—2).

Priklad 3.3. Spoctete derivace nésledujicich funkci a upravte je do co nejjednodussiho tvaru.

2

l. filx)=e"" 2. falx) = lntg%
1—x
V2

Jo(x) =[x+ m

3. f3(x) =2tx 4. f4(x) = arccos

5. fs(x) =Inlnlnx 6.
7. fi(x) =xV 1 +x? 8. fs(x) =x-(sinlnx — coslnx)
X sinx —xcosx
9. = 10. =—
folx) (1—x)2(14x)3 fiol®) cosx +xsinx
In3)sinx +cosx I+x
1. fii(x) = (In3) 12. fia(x) = arctg ——
3x 1—x
11X 1 —sinx
13. fiz(x) = aresin ;—— 14. fia(x) =1In T sinx
Priklad 3.4. Zderivujte a dale neupravujte.
3xlog,(3x)
f(x) = ¢/Insinarctg(x*) - arcsin ————
T ()
1
Priklad 3.5. Urcete 759. derivaci funkce f(x) = e

Priklad 3.6. Urcete rovnici teény a normaly ke grafu funkce f(x) = e *cos2x v bodé T'[0;?].
Piiklad 3.7. Urlete viechny body, ve kterych je te¢na ke grafu funkce f: y = 24 x — x* rovnob&zné

1. sosou x; 2. s osou prvniho kvadrantu.

Priklad 3.8. Je dana funkce f: y = xInx a pfimka p: 2x — 2y + 3 = 0. UrCete rovnici normdly ke
grafu funkce f rovnobézné s piimkou p.

Priklad 3.9. Urcete diferencidly danych funkei v libovolném bodé xo.

Inx

1. fi(x) =xe* 2. falx)=2"+

Priklad 3.10. Urcete pribliznou hodnotu arctg 1,1 pomoci diferencidlu a porovnejte ji s presnéjsi
hodnotou na kalkulacce.



P¥iklad 3.11. Rozviiite polynom P(x) = x* — 3x> — 10x 4 11 do Taylorova polynomu se stiedem 2.
Priklad 3.12. Pomoci vhodného Taylorova polynomu tietiho stupné pfiblizné urcete 1/0,98.

Priklad 3.13. Urcete Taylordv polynom 3. fadu se stiedem v xo = 1 funkce f(x) = xInx. Poté pomoci
n&j odhadnéte hodnotu f(1,1) a urCete, s jakou presnosti je odhad proveden.

(Polynom vypocitejte pomoci derivact, neni nutné ho rozndsobovat. Vyslednou hodnotu i chybu napiste
Jjako jednoduché zlomky.)

Priklad 3.14. Pomoci co nejjednodussiho Maclaurinova polynomu (tj. Taylorova polynomu se stie-
dem v nule co nejniZsiho radu) funkce

flx)=¢'

1
odhadnéte hodnotu Eulerova ¢isla e s chybou mensi nez Too" Vysledek zapiste jako jeden jednoduchy

zlomek.



4. L’Hospitalovo pravidlo a lokalni
extrémy

Priklad 4.1. Vypoctéte

3 2 n
x> —x x-—2x X' —x
1. lim —— 2. 1i i
e T 3 — 210 i 8 —x3 3. Im o
X" 1— 2 tg3
4. lim = 5. lim — % 6. lim £
x—>o0 X x—0 x2sinx? x> tgx
1 1 1 1
7. lim | — — 8. lim | — — 9. lim(e* —x)
—=0\x e —1 =1 \Inx x—1 x—>00
10. lim InxIn(1 —x) I1. lim x“Inx, kde a >0 12. lim x*
x—1- x—=0t x—0t
1 X
13. limxrs 14. lim (tgx)&> 15. lim <ln>
x—1 x—>% x—0t X
. Lz ¢ %
16. lim (cotgx)*™* 17. lim (Smx) 18. lim (gx>
x—0t x—0 X x—0 X
1
2
19. lim (amgx)
x—0 X

Z predmétu IB002 zndte asymptotickou notaci (pro kladné posloupnosti f, g):
F€0(g) (f <asr g) &L 360 >0 Ing €N Vi > ng f(n) <ci-g(n)

FEQ(g) (f>asr8) <5 3, >0 Ing eN Va>ng f(n) > ca-g(n)

Srovnejme s definici limity posloupnosti:

limf(n) — &L Ve >0 dng e N Vn > ng f(n)L} <€
n=e g(n) g(n)
Rozepsanim posledni nerovnosti dostaneme:
L—g < f) < L+e¢
8(n)

(L—g)-g(n) < f(n) < (L+e)-gn)

Volbou ¢; = L+ € pro L < oo, resp. ¢ = L — € pro L > 0 a dostate¢né malé &, obdrzime:

L=0 = fe€0(g) f<asr g
Le(0,0) = f€0(g)NQ(g) =0O(h) f=asrg
L=oo = feQg) S >asy g

Pred prikladem dodejme, Ze neexistence limity nic nefikd, a Ze pokud predpisy f a g umoZiuji
nahrazeni posloupnosti za diferencovatelné funkce, 1ze k vypoctu uvaZované limity podilu pouZit
i I’Hospitalovo pravidlo.



Priklad 4.2. Asymptoticky srovnejte funkce f a g.
L filn) = +Inn, gi(n) = n? 2. foln) = Inn, ga(n) = v/
3. f3(n) =1n"n, g3(n) = n%, kde m € N, @ > 0 (pro jednoduchost mizete zvolit m =3, = 1)
4. fi(n) = Vinn, g4(n) = Inlnn

Priklad 4.3. Najdéte lokdln{ extrémy danych funkci.

1 2

L filx) = x4~ 2. fz(x):ﬁxxz
2

3. fS(X):lnTx 4. fy(x) =e"sinx



5. Prubéh funkce

Pfi vySetfovani pribéhu funkce f miZeme postupovat podle nasledujictho schématu:
* f: defini¢ni obor D(f), parita, periodicita, priseciky s osami a znaménka funkce;
* f’: intervaly monotonie, lokdln{ extrémy:;
« f": zakf¥ivent, inflexni body;
* asymptoty — bez smérnice, se smernicf;
* (limity do =4-o0), graf, globalita extrémd, obor hodnot H(f).

Priklad 5.1. Vysetfete pribéh funkce.

4
Lof)=x'+7
2
2. f(x):xgx_
2
3 f(x)_);Jrl
—1

6. f(x) =
1

7. fx) = Sinx

8. f(x)=ex



6. Globalni extrémy - slovni alohy

Priklad 6.1. Ze vSech obdélniki, které maji obsah S, urCete ten s nejmensim obvodem.

Priklad 6.2. Pro jaky polomér podstavy r a vysku v bude mit vdlec s danym objemem V nejmensi
povrch.

Priklad 6.3. Do koule o poloméru r vepiste vilec s co mozZnd nejvétsim objemem. UrCete polomér p
tohoto vilce.

Priklad 6.4. KuZel ma vrchol ve stfedu kulové plochy s polomérem r a podstavna kruznice lezi na
povrchu koule. Urcete, jaky nejvetsi objem miiZe tento kuzel mit.

Priklad 6.5. Drat délky a mame rozdé€lit na dvé ¢asti. Z prvni ¢asti chceme vyrobit ¢tverec, ze druhé
kruh. Jak velkou ¢dst mame pouZit na Ctvrec, aby soucet ploch obou ttvari co mozna nejmensi. UrCete
tento soucet obsaht. Jak se zmén{ situace, budeme-li chtit soucet ploch co mozna nejvetsi.

Priklad 6.6. Z ostrova vzdaleného 5 km od rovného biehu jezera se chceme dostat v nejkratsi dobé
do mésta na biehu jezera. Ve kterém misté na biehu mdme lodi pfistat, je-li rychlost lodé 4 km/h
a rychlost chodce 6 km/h.

Priklad 6.7. Urete vzdalenost bodu A = [1,1] od paraboly p: y* = 2x.

Piiklad 6.8. Urcete rozméry pravothelniku, ktery je vepsan do elipsy o rovnici 9x* +4y* = 72 tak,
aby mél maximalni moZny obsah. Vypoctéte i tento obsah.

Priklad 6.9. Z obdélnikového plechu o velikosti 80 cm x 50 cm se mé po odstfizeni stejné velkych
¢tverct v rozich plechu vyrobit krabice bez vika. Jak velké ¢tverce je tieba odstfihnout, aby vznikla
krabice méla maximalni objem, a jak velky bude tento objem?

Piiklad 6.10. Hodlime koupit obdéInikovou parcelu o rozloze 200 m?, jejiz jedna strana bude ohrani-
¢ena jiz hotovou zdi, zatimco ze zbyvajicich tif stran bude nutné parcelu oplotit. Dokazte, Ze obdélnik
1ze zvolit tak, aby plot mél minimalni délku, a najdéte délky piislusnych stran.

Priklad 6.11. Obdélnikova parcela o rozmérech 5a x b se ma oplotit a pak jesté ploty kolmymi na
prvni stranu rozdélit na 5 (shodnych) parcel o rozmérech a x b. Dokazte, Ze pifi dané celkové délce
plotl ¢ Ize a a b zvolit tak, Ze rozloha P = 5ab parcely je maximalni. UrCete takové rozméry a, b a P.

Priklad 6.12. Dokazte, ze do trojuhelnika, jehoZ nejdel$i stranou je strana c, 1ze vepsat obdélnik
se zdkladnou obsaZenou v ¢ a s maximdlnim obsahem. Najdéte vztah mezi obsahem trojihelnika
a vepsaného obdélnika.

10



7. Neurcity integral 1

Priklad 7.1. Zintegrujte — parcialni zlomky
1. /<l_x>2dx 2. /dex
x v
1
4. /x—2dx
1
Es=t

1
10/ X+ dx
x+1 x—l

2
5. ——dx
/(3x+4)3
2. /1~|—x
X
11.
/x3—1dx

Pfed dal$imi integrdly pfipomeiime rekuretntni vzorec

dx 1 X

Inlv,a) = / (x2+a?)" - (2n—2)a?

1 S5x+3
12. | ———dx 13.
/(x2+1)2 / (x2+43)2
Priklad 7.2. Zintegrujte — substituce

> /de

1. /(tgx+cotgx) dx

S
4. /—sm dx 5. /7@
xvVa2+1
7./ & 8. /lnx
24 e
1
10. dx 1. [ -2 4
/xlnx2 / 16 —x*

11

(2 +a?)""!

4 2 —4
3. /%dx
X
1
o [1h
2+43x?
X4

o s dx
? /x4+5x2+4

(2l’l 3) n— 1]

dx
4 / [(3x—5)2+4]

X
3. /7dx
V1—x2
6. /xe_"zdx

9. /ax\/l—i—axdx, a>0



8. Neurcity integral 2

Priklad 8.1. Zintegrujte — per-partes

1. /xezxdx

4, /e3x cos4dxdx

7. /arctgxdx

0. /ln sinx)
sin’x

2 _2xdx

>
s e
|

arcsinxdx

Priklad 8.2. Zintegrujte — R(sinx, cosx)

sinx

1+ cosx

4, / 7Sin_x2 dx
1+ sin“x

2. /Sin3xcoszxdx

sinx
5, / .
CcosS° x+sm X

Priklad 8.3. Zintegrujte — substituce, odmocniny

1. /eﬁdx
4 /ldx
RV

+3
7. —dx
x2

X
2—x

2. / arctg \/xdx

> /H;fff

12

dx

98]

h

w

(98]

=)}

. /x2 sin 2xdx

COS X

2— smx

/ 2sinx — cosx+5

. / VxIn? xdx

ok



9. Urcity a nevlastni integral

Priklad 9.1. Vycislete
8
L[ Vs
~1
1 x
4, - dx
/—1 2+x+1
V3
7. / xarctgxdx
0

b
10. / sgnxdx, a<0,b>0
a

Priklad 9.2. Vycislete

a
1./x2\/a2—x2dx, a>0
0

z/ﬁ dx ; /% dx
' % x2+1 V1=

1007 In2
5. V1 —cos2xdx 6. / xe *
0

0

1 In2
8. / Y dx 9, Ve —1dx
~1+/5—4x 0

2 3
2. / V2 —1dx 3. / vVx243dx
1 1

Priklad 9.3. Vhodnou tdvahou zintegrujte

e+4m 3
1. / sin” xdx

5 /126x —2x+4 1743
1 —x*+a8
2

5 4

/ sm3x X~ sInxcosx—+ xcos’ xsin” x

—1 cos3x+x2sin*x + sin? xcos2 x + x6

Priklad 9.4. Vycislete
> 1
1. / > dx, a > 0
a X

1
— dx

dx, vite-1i, Ze jmenovatel nemd redlny kofen

2 /m ! dx 3 /a ! dx
“J1ox® " Jo X2
1 oo 1
5./1nxdx 6./ ——dx
0 oo 1+ 12
oo 2 ) .
8./ zidx 9./ sinxdx
2 x*+x—2 0
0 ex 8 1
11. —dx 12. —dx
[Wx3 /1\3/)?

13



10. Aplikace integralniho poctu

Priklad 10.1. Vypoctéte obsah rovinnych ploch vymezenych danymi kiivkami.

l.y=2x—x% a x+y=0
2.y=x a y:x+sin2x
3. y=|logx|, y=0, x=0,1 a x=10

4. y=2* y=2,ax=0
Priklad 10.2. Spoctéte délku kiivky
l.y=xvx, 0<x<4

1 1
2. x= Zyz—ilny, 1<y<e
Priklad 10.3. Vypoctéte obsah rovinné plochy vymezené jednim ,.kopeCkem* cykloidy (a osou x).
Cykloida je ktivka, kterou opiSe bod na kruZnici, kterd se kotdli po ose x. Oznacime-li polomér kruz-
nice a, a je-li nas sledovany bod nékdy (pro ¢ = 0) v pocatku, ma cykloida parametrické vyjadieni
x=a(t—sint),y =a(l —cost), 0 <t <2m. Dale urcete délku této ¢asti cykloidy.

y
(ma,2a)
/ u x=a(Q —sing)
y ? / y=a(l—cosQ)
- X
X ap 27a

Priklad 10.4. Vypoctéte obsah a obvod kruhu o poloméru r (zkuste parametricky i neparametricky
zadany).

Priklad 10.5. Vypoctéte obvod a obsah asteroidy, tj. kfivky, kterou opiSe bod na kruznici, kterd se
kotali po vnitini strané nehybné kruZnice ¢tyfndsobného poloméru. Oznacime-li polomér vétsi kruz-
nice ¢, ma asteroida parametrické vyjadieni x = acos®t,y = asin’t, 0 < t < 27. VyuZijte jednak
parametrického vyjadfeni, jednak ekvivalentni rovnice X + y% =as.

14
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Priklad 10.6. Vypoctéte objemy téles ohrani¢enych plochami, které vzniknou rotaci ndsledujicich
ktivek
2

1. yzb(f)g, 0 <x<a, kolem osy x
a

2.y=2x—x>ay=0
(a)_kolem osy x

3. Y75 kol ey ¥ <
?233 kolem 0s§03vc

Priklad {9)7koYernasigty objem a povrch plaste
1. rotacniho kuzele vysky v a polomérem podstavy r
2. koule o poloméru r

3. anuloidu, ktery vznikne rotaci kruhu o poloméru r kolem pfimky vzdlené R od jeho stfedu,
0<r<R

15



11. Nekonecné rady

Priklad 11.1. UrcCete, pro kterd x € R konverguji dané nekonecné geometrické fady. Pro tato x urCete
soucet prislusné rady.

1. Y (1—2x)" 2. Y (2+7)" 3.0 )
n=1 n=1 n=1

4.) (2logx+3)" 5. ) 2"sin"x
n=1 n=1

Priklad 11.2. Reste rovnice s nezndmou x € R.

1. 143x+9x%+---=10
2. 2—4x4+8x%—.. =1
3. 14logx+ (141logx)*+ (1 +logx)® +--- = —6logx

4. Inx+Iny/x+Inyx+InJx+--- =2

1
5. sinx+sin’x+4sin’ x4 - = -3

Priklad 11.3. Urcete soucet nekonecné fady.

1. 2. —_
n;an_'_n n;] n2—|—3n
oo 1 © 3n on
3. 4,
ngl (2n—1)(2n—|—5) n=1 6"
5. Ztl<42n—1+42n> 6. 22\/2n+\/2n+4—2\/2n+2
n—= n—

Priklad 11.4. Rozhodnéte o konvergenci ¢i divergenci nasledujicich fad.

1. 1 2. 3. —
n; n n; arctgn n; 2n%+1
4 i : 5 i " 6 i <2arccosl>n2
a1 Vinn S & (3+%)n &=\ n
vn! 1
Pted dals$imi piiklady pfipomefime zndmou limitu li_r>n Vv _ o
n—o n
= n' > 2'n! = 2" (n—1)!
7. — 8. 9. r—
> (n!)? = 1 > 1
10. 11. — 12. —
> 1 > 1 |
13. 14. tg — 15.
ng.ln2+2n r;g” ng‘znlnn



Priklad 11.5. Rozhodnéte o konvergenci, resp. absolutni konvergenci, nasledujicich alternujicich fad.

o 1 o 1
LY N
4 Y (1 5.y (L1
Z(i ) on ) n;(* ) n—Inn

17
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6. 2.1 In"(n+1)
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12. Mocninné rady

Priklad 12.1. Urcete obor konvergence, resp. absolutni konvergence, nasledujicich mocninnych fad.

= X" = 2" > nx" > (—1) (x+2)"
.Y = 2. 3.y — 4.y L
n; n ; n? ; n! ; n+yn
> n+1 = (n!)? > > 2'n!
5. d 6. X" 7. 2" x " 8. x"
n; n ; (2n)! ; ; (2n)!

Priklad 12.2. Urcete soucet mocninné fady Z nx" a pomoci této fady urlete soucet Ciselné fady
n=1

b n

Priklad 12.3. Urcete soucet mocninné fady Z — a pomoci této fady urcete soucet Ciselné fady
n
n=1

—.
1n2

n

Priklad 12.4. Pomoci zaménitelnosti pofadi sumace a derivace/integrace urete soucet nasledujicich
mocninnych fad. UrCete i poloméry konvergence.

LY n(n+1)x" 2. ) n(n+2)x"
n=1 n=1
3. i(—l)"(Zn—i—l)xZ" 4. i X
= = n(n+1)
Priklad 12.5. Rozlozte v Taylorovu fadu funkci f(x) = — v bod€ xo = —2. Ddle urCete, pro jakd x
X

nalezeny rozvoj plati.

Priklad 12.6. RozloZte v Maclaurinovu fadu funkci f(x) = In(1 +x) a urCete, pro jakd x nalezeny

n
n+1§;

rozvoj plati. Dile pomoci ni urcete soucet ¢iselné fady Z (—1)
n

x=1

. . : " " . = (2n4 1)x*"
Piiklad 12.7. S vyuzitim Maclaurinovy fady pro e* uréete soucet fady Z %
= n!
Priklad 12.8. Pomoci Maclaurinovych fad elementdrnich funkci uréete soucet nasledujicich mocnin-
nych fad. Vyzkousejte i pfes zaménitelnost pofadi sumace a derivace/integrace.

n—1 n—3

o A o
L ;411—1 2 ;471—3

18



1 Polynomy, racionalni lomené funkce, interpolace

Vysledky 1.1.

Lopi(x)=@x—1)+1)>+1) 2. pa(x) = (x—2)(x* +4x+5)
3. p3(x) = (x+ 1) (x+2)(x+3)(x—4) 4. pa(x) = (x+1)(3x+2)(4x—3)
5. ps(x) = (x+3)?(2x—3)(x* +3) 6. po = (x+3)(2x—3)(Bx+4)(x* +2x+2)
Vysledky 1.2.
2 1 1 1 X
1. R =- - 2. R = -
1) L (x—1)2 2(x) x—1+x2+3
1 x—1 1 2x—1
3 R() =14 -+ 4 Ru() = P2t dp— 1 gmq
3(x) +x+x2+x+1 4(x) =27+ 2x +erxz—)H—l
1 1 2x+1 x+2 2x—1
5. Rs(x) = —— i 6. Re(x) =
S0 ==t T S Ay R PN
2 3 1 2x
7. Ry(x) = - — -
7(x) x—2+x+1 x2+3+(x2+3)2
Vysledky 1.3.
1
1. Li(x) =x*4+3x -7, fi <2) = 7?
1 15
2. Lz(x) = —x3+6x2+x—3,f2 (—2> = —;
4 3 2 1y .13
3. L3(x) =2x" —2x" +3x" +x+ 1, f3 )%
1 1247
4. Ly(x) =x" =205 — 9% +8x* —6x> +5x2 —2x+ 6, /4 <—2> SRRTTY
Vysledky 1.4.
1. Hl(x):x2—2x+3,f1’< )
Ly .
2. Hy(x) =x° —dx* +4x°, f} <2> —
3. Hi(x) =2x° —3x* —x, f; <2) =
Vysledky 1.5.
x [0]1]2
fx) |4]5 |8
ffx)[0]x|8
1 71 1 5
P(x)=x*-33+37+4,f( - ) = ==
W=t =343 (5) =0 (3) =
17 17 77 13 17 17 115 1
ledky 1. x 2 _ 2 _ s e I
Vysledky 1.6. S;(x) = 2~ +8x T 8,Sz(x) 12x+2x B +2

Vysledky 1.7. 16 rovnic pro 16 nezndmych — 4 polynomy po 4 koeficientech

®



2 Limity a spojitost funkce

Vysledky 2.1.
1 n% 2 3
1. n>— 2.n>—i 3.n>—-+=
€ In3 e 2
Vysledky 2.2.
1. 0 2. —oo 3.2 4. 5.
1
6. o 7. 3 8.0 0. 10.
1. ¢ 12. ¢ 13. ¢° 14. 15.
1
16. — 17.°5
e
Vysledky 2.3.
1.0 2. 2 3.0 4. 5.
m
6. 2 7 L 8. 4 9 10
. T . . .
10
11. 2 12. 3 13. 1 14. 15.
16. 0
Vysledky 2.4.
1. v x = —1 nekonecnd nespojitost
2. v x = —1 odstranitelna nespojitost
3. vx =1 ax = —2 nekonecna nespojitost
4. vx=0ax =1 odstranitelnd nespojitost, v x = —1 nekonecnd nespojitost

5. v x = 4r odstranitelnd nespojitost, liril f5(x) =
X—4Tl

6. ve vSech bodech x € R nespojitost 2. druhu

Vysledky 2.5. f (g) —4

(i)

wmin B
o %



3 Derivace funkce a Tayloruv polynom

Vysledky 3.1. Dosazenim do defini¢ni limity f/(xo) := lim M.

X—X0 X — X0

Vysledky 3.2. f'(x) = 2x-sin(x —2) +x%-cos(x—2), f'(2) = 4

Vysledky 3.3.
L fi(x) = —2xe™ 2. fo(x) = L
- "2 sinx
3 fé(x)ztgi-ln2-1-<—1> 4 fi(x)*;
: e l 2 : =
cos? ¢ x V1+2x— 22
5. ) = 1 6. £1(x) = dy/x 4+ /X x+2¢/x+1
. 5 - . . . 6 —_—
Inlnx-Inx-x ] /x—l—\/x—l—\/;c-\/x—l—\/)?-\/;c
14 2x
7. fr(x) = \/% 8. fi(x) =2sinlnx
4x? —x+1 x?
9. fi(x) = —g——sr 10. f{ =
50 (1=x)3(1+x)* Sio) (cosx+xsinx)?
(1+1n3)sinx 1
11. flll(x):—# 12. ffz(x)zm
—2sgnx 1
13. f1/3(x)zw 14. ff4(x):—@
Vysledky 3.4.
2
1 3rlog, (3x) o3
f'(x) == |Insinarctg(x*) - arcsin ————
3 e +tg(—x)
to (¢ 43 3xlog,,(3x) 1
cosare ) 4 - arcsin —————— + Insinarctg(x*) - ——-
sinarctg(x*) 1+x8 e +tg(—x) 1 _ 320
e +tg(—x)

1

2e
3x10gn(3x) -In3- [logﬂ(?)x) + 73x31f17;] cn/e2x tg(—x) _ 3xlog,r(3x) . ﬁ

&t ig(—)

, (759) d’ 1 1 ! ! !
Visledky 3.5. ) (x) = g5 ( =7 = =5 ) =75 G+2)%0  (x11)760

Vysledky 3.6. t: x+y—1=0,n:x—y+1=0

Vysledky 3.7.

1. B ﬂ 2. 0,2

Vysledky 3.8. n: x—y—3e 2 =0

(ii1)



Vysledky 3.9.
Inx

1. dfi(xo) = (xo+1)e™ dx 2. dfa(xg) =2~ -In2

Vysledky 3.10. arctg(1,1) = g +0,05 = 0,835 = 47°50 x 47°45'

Vysledky 3.11. P(x) = =5+ 10(x—2) +21(x —2)? +8(x —2)* + (x = 2)*
494911

ysledky 3.12. = =1 =
Vysledky 3.12. f(x) = v/x,x0 = 1,/0,98 <5000
. . 629 1
Vysledky 3.13. f(1,1) =T3(1,1) = 000" IR3(1,1)| < 30000
1
Vysledky 3.14. e = Ms(1) = %

(iv)




4 L’Hospitalovo pravidlo a lokalni extrémy

Vysledky 4.1.
2 —1
P 2.0 3. 2 4.0
3 n
1 1 1
6. = 7. = 8. — )
3 2 2 ?
1
11. 0 12. 1 13. — 14. —
e e
16. 1 17. e 18. e3 19. 73
Vysledky 4.2.
n®+1nn 2 2 9 2
1. lim s—=1=n"+Inn=p5yn", n +Inn € O(n)
n—oo n
. Inn
2. lim —= =0 = Inn <asy Vn, Inn € O(y/n)
n%w\/ﬁ
: lllml’l . m' m a m o
3. ,}1_{1.}0 v :’}grgoamna:O:>ln n <asy n%, In"n € O(n%)
V1 1
4. lim 2" = lim ~vinn = = Vinn >4y Inlnn, In"n € Q(Inlnn)

n—elnlnn  n—e
Vysledky 4.3.
1. lokdlni maximum v [—1, —2], lokdlni minimum v [1,2]
2. lokalni minimum v [—1, —1], lokdlni maximum v [1, 1]

3. lokdlni minimum v [1,0], lokalni maximum v [62,46_2}

2
4. lokdlnf minima v | —2 + 2k, —‘Z[ew”k’f] ke,

4
3n 2
lokélni maxima v e + 2k, \2[634+2k” ] LkeZ

)

S N =

—



5 Prubéh funkce

Vysledky 5.1.

4

1. f(x) :x3+xz

* D(f) =R, ani sudd ani lichd, nenf periodickd, P,; = [—4,0], P» = [0,0] = P,, kladnd na
(—eo0,—4) U (0,00), zdpornd na (—4,0);
* f'(x) = 3x* +x°, Klesajici na (—oo, —3], rostouci na [—3, ),

27
lokalni minimum |—3, —4];
* f"(x) = 6x + 3x%, konvexni na (—o0,—2) a (0,e0), konkdvni na (—2,0), inflexni body

[—2,—4] a[0,0];
¢ ABS: nema, ASS: nem4;

X—>doo

H(f) = [—247,00).

27
e lim f(x) = o, globdlni minimum [—3, —4] , globalni maximum nema4,

2

2. f(x) = 5

24
* D(f) =R\ {£2}, sud4, nenf periodickd, P, = [0,0] = P,, kladnd na (—eco, —2) U (2,0),
zépornd na (—2,0)U(0,2);

-8
o flx) = ﬁ, rostouci na (—eo,—2) a (—2,0), klesajici na (0,2) a (2,), lokdln{
x —_—

minimum [0,0];
24x% 432
o f(x) = (;CZ)S, konvexn{ na (—oo, —2) a (2,00), konkdvni na (—2,2), inflexni body
x —_—
nemd;
e ABS:x=-2ax=2,ASS:y=
* globdlni extrémy nemd, H(f) =

1 prox — coix — —oo;
(_0070] U(],oo),

(Vi)



X" —X

3. /) = x+1

* D(f) =R\ {—1}, ani sud4 ani lich4, nenf periodickd, P,; = [0,0] = P,, P» = [1,0], zdpornd
na (—ee,—1)U (0, 1), kladnd na (—1,0) U (1, 0);
24+ 2x—1
e fl(x) = x(;c:_);)z’ rostouci na (—oo, —1 —v2) a (=14 v/2,),
klesajici na (—1 —v'2,—1) a (—1,—1+v/2), lokdlni maximum [—1 — V2, -3 —2v/2],
lokdlni minimum [—1 4+ v/2, =3 4+2v/2];

4
e f'(x)= EESER konvexni na (—1,e0), konkdvni na (—oo, —1), inflexni body nemé;

e ABS:x=—1,ASS: y=x—2prox — coix — —oo;
* globélni maximum [—1 — V2,-3— 2\@], globdlni minimum [—1 + V2,-3+ 2\@],
H(f) = (=0, =3-2V2]U[-3+2V2,e).

T=3-2V2

(vii)



-1
4. f(x)= arctgx—
X

* D(f) =R\ {0}, ani sudd ani lich4, neni periodickd, P, = [1,0], P, nem4,
kladnd na (—o0,0) U (1,0) zdpornd na (0, 1);

s fllx)= o rostouci na (—oo,0) a (0,0), lokdln{ extrémy nema;
—4x+2 1 1
o f(x) = (2)62_)62);_1)2, konvexni na (—e,0) a <0, 2), konkdvni na <2,oo>, inflexni

1 =n
bod |=,——|;
e

T
* ABS: nemé, ASS: y = 1 pro x — oo i x — —oo;

* globdln{ extrémy nema, H(f) = (_g’ g) \{g}

5. f(x) =%, D(f) =R*
* D(f) = (0,c0), ani sud4 ani lich4, nenf periodickd, P, ani P, nemd, kladnd na (0, c0);
e f'(x) = x*(1+1Inx), rostouci na (e_],oo), klesajici na (O,e_l),
lokédlni minimum [efl , e ]
o fx)=x" % + (1 +1nx)? ), konvexni na (0, ), inflexni body nema;
¢ ABS: nemd, ASS: nema;
1 ,—e

. 7’ z . . —_ 71 7’ 7z . 7z
* lim f(x) = oo, globdlni minimum [e ,e }, globdlni maximum nem4,
X—yo0

H(f) = (e o).

y
4
3
2 flx)=x*
1
e
— > X
0 ! 1 2



x
6. = —
f) =~
* D(f) = ]%V\{ll},
s flx)= nlxz— , rostouci na (e, o), klesajici na (0,1) a (1,e), lokdlni minimum [e, e];
n”x
2—1 1
o f(x)= 17311x’ konvexni na (1,e?), konkdvni na (0,1) a (e?,c0), inflexni bod [ez, 262] ;
xln’x

* ABS: x =1, ASS: nem;
* lim f(x) = oo, globdlni extrémy nemd, H(f) = (—o0,0) U (e, ).
X300

* D(f) =R\ {km,k € Z}, licha, periodick4 se zdkladni periodou 27, P, ani P, nemd, kladna
na U (k2w + k2m), zaporna na U (—mw+k2m k27);
kEZ keZ - -
« f(x) = ——= rostouci na (—Jr+k27r, - +k27r) a (5 i, 7r+k27r), k € Z, Kle-
Sin~ x
sajici na (—g n k27r,k27r) a <k27r, g +k27t>, k € Z, lokdlni maxima [—g i, —1} ,
k € 7, lokdlni minima [g e, 1} ke

11 1+ cos’x p (o
* f'(x) = ——5—, konvexni na (k27,7 + k27), k € Z, konkdvni na (-7 + k27,k27),
n

k € Z, inflexni body nem4;
e ABS: x=km, k € Z, ASS: nema;

. 1_1>r31;1 (x) neexistuji, globdln{ extrémy nema, H(f) = (—oo, —1]U[1,00).
X oo

4

(ix)
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8. f(x)

€

* D(f) =R\ {0}, ani sudd ani lich4, nenf periodickd, P,, P, nem4, kladnd na R\ {0};
(

1
.« f(x) = _76%’ klesajici na (—0,0) a (0, ), lokdln{ extrémy nemd;
x
2t 1 1 !
o f(x) = xi— e+, konvexni na (2,0) a (0,0), konkdvni na <°°,2>’ inflexni bod
x
1
[—,e_z ;
2

* ABS: x=0zprava, ASS: y=1prox — oo ix — —oo;
* globdlni extrémy nemd, H(f) = (0,00) \ {1}.

x)



6 Globalni extrémy — slovni tlohy

Vysledky 6.1. Ctverec o stran V/S.

Vysledky 6.2. 2r = v, tj. vyska rovna priiméru podstavy

2
Vysledky 6.3. p — \zfr

21v/3
Vysledky 6.4. Vi — 2mV3

27
Vysledky 6.5. Pro nejmensf se na &t Aie —_ délky dritu, S <
.5. Pro nejmensi se na Ctverec pouZije é ratu, Spin = ——~.
2
Pro nejvetsi se Ctverec viibec nevyrobi, Sy, = é%r'

Vysledky 6.6. Je-li vzddlenost m&sta od kolmého primétu ostrova na bieh v&tii nez 2+v/5 km, pfi-
staneme pravé 2v/5km od tohoto kolmého prumétu smérem k méstu. Je-li mensi, pristaneme pifimo
ve mésté.

[9242
Vysledky 6.7. v(A, p) = (3@— 1) \f;

VysledKy 6.8. Jde o obdélnik s jednim vrcholem [2, 3] a stranami rovnob&Znymi se soufadnymi osami.
Jeho rozméry jsou 4j a 6], obsah 24 2.

Vysledky 6.9. Ctverce o strané 10 cm, objem krabice 181 (18 000 cm?).

Vysledky 6.10. 20 m strana piiléhajici ke zdi, 10 m strana k ni kolma.
2
c c c
ysledky 6.11. a = —, b= —,P= —
Vysledky T 12" T a8
Vysledky 6.12. Mj. s vyuzitim stejnolehlosti dostaneme, Ze hledany obdélnik md mit stranu obsa-
Zenou v ¢ délky —, druhou stranu délky poloviny vySky na stranu c, a jeho obsah je roven poloviné

obsahu trojihelnika.

(xi)



7 Neurdity integral 1
Vysledky 7.1.

1
. —— —2Injx|+x+c
x

8 x 1
9. x— zarctg - + - arctgx+c¢

3 23
1

1
11. §1n|x—1]—61n(x2+x+1)+

1
12. 3 <xzx+1—|—arctgx> +c

V3

2
2. 2v/x+ §\/E+c
4. Inlx—2|+¢

6 ! arct \/§ +
. x4/ = c
Ve B\ V2

*®

—x—2In|l —x|+¢

1 1 1
10. §1n|x—1|+§1n|x+1]+x+71+c

1 <2x+ 1)
arctg +c

V3

13 > +1 al arct
T 2(x2+3) x2+3 g
14 1 3x—5 1 3x 5 1 ) 3x—5+
—— e ——— — + ——arIC c
2 ((3x—572+4  128(3x—5)? 4 2568 T
Vysledky 7.2.
1. In|tgx|+c 2. 2arctgy/x+c
1
3. —V1—-x2+c¢ 4. cos—+c
x
Vxr+1-1 1
5. | a |—|— 6. ——e* te
2 |\/x2 —|—1| 2
1 3
7. In(2+¢€")+c 8. —n3x—|—c
1
9. (I+a)V1+a*+c 10. fln‘lnx2|+c
3lna 2
1 2+4
11. —1In
16 4’“

(xii)



8 Neurdity integral 2

Vysledky 8.1.

1 1
1. Ze2x(2x—1)+c 2. —Zefzx(2x2+2x+l)+c
1—2x? 4 3
3. 4x cost—i—%sinZ)H—c 4. (25sin4x+25cos4x> e¥+e
X
5. +c 6. x(Inx—1)+c
x+1
1
7. xarctgx—iln(1+x2)+c 8. xarcsinx+ /1 —x2+c¢
9. xtgx+In|cosx|+c¢ 10. —x—cotgx[1 +In(sinx)]+c
Vysledky 8.2.
I 3 1
I. —In(1+cosx)+c 2. —7cos x—I—gcos x+c
1 V2 V2 —cosx
3. —sinx+2sinx+31In(2 —sinx) +¢ 4, —In|——| +c¢
2 ( ) 4 V2 +cosx
1 1 3 3(2tgx—1
5. —31n|tgx+1|+61n(tg2x—tgx+1)+\S[arctg\f(ng)~|—c
1 3tgs +1
6. —=arctg——2——
V3iETs
Vysledky 8.3.
1. 2(vVx—1)eV* +e
2. (1+x)arctgv/x—+v/x+c
2 4 8
3. gx% (lnzxg,lnxqL 9> +c
4. 2¢/x—4yx+4In|Vx+ 1| +c
5. 2y/x—6v/x+129x—6In|/x+ 1| +c
1 1 1
6. In Xt +1|—In s — 1| —2arctg )i—kc
x—1 x—1 x—1
5 3
2(2—x)4 <2—x>2
7. —— — +c
5 X X

(xiii)



9 Urdity a nevlastni integral

Vysledky 9.1.
45 T T
1. — 2. 2 3. =2
4 6 3
1 T 1. e
4, —In3— —— . 2002 . ~In=
5 In3 e 5. 200v2 6. Sln>
5 2 _V3 g 1 9.2_%
3 2 6 2
10. a+b
Vysledky 9.2.
. an 2 \f3+11n(2—x@)
" 16 ' 2
3 3 3
3. 3 2+V3)(V2-1) —5\/§+§f2
Vysledky 9.3.

1. 0 — sinus na tfeti ma stejné jako sinus periodu 27, pfi¢emz na pilce periody nabyva kladnych
a na pilce stejnych zapornych hodnot, takZe integral ze sinu pres interval délky jedné periody,
¢i jako tu dvou period, je nulovy

2. 0—jde o integrél z liché spojité (jmenovatel nemd redlny koren) funkce ptes symetricky interval

3. 0 —jde o integral z liché spojité funkce pres symetricky interval

Vysledky 9.4.
1 ! 2 ! a>1 a<l
2 . ro , 00 pro o <
a a—1 P P
1

3. 4. 1_Ocpr006<1,<><:pr00621
5. -1 6.

4
7. 8. =In2

;I
9. integral osciluje 10. 2
11. —1 12. 2

2

(xiv)



10 Aplikace integralniho poctu

Vysledky 10.1.

9 T
1. 3 2. E(-oo_oo) 3. 9,9-8,1loge 4. 2—E

Vysledky 10.2.

1. %(10@—1) 2. %(624—1)
Vysledky 10.3. S =37a?, [ =8a
Vysledky 10.4. S = 71r°, 0 =27r
Vysledky 10.5. 0 = 6a, S = %naz
Vysledky 10.6.

3, 16 8 b

Vysledky 10.7.
1
1. V= gnr3v, Sy =nr\V/rr+v?

4
2. V= gﬂ:r3, Sy = 4mr?

3. V=2n"Rr?, Sy =4n°rR

(xv)



11 Nekonecné rady

Vysledky 11.1.

1
1. xe(0,1), s(x) = 7 -1 2. x €0, tedy vzdy diverguje
X
1 2logx+3
3. R~ (—1,1), == 4, 0,01;0,1), =
T T 2sinx
5. (=% kw2 k) s(x) = T
xEU 6—|— 7T6—|— ), s(x) T 7

keZ

Vysledky 11.2.

3 1
L K=14 2. K=0 3. K=
tiof 7o)

7 11
4. K ={e} 5. K:{g+k27r,6n+k27r;kez}
Vysledky 11.3.
11 23
1. 1 2. — .=
18 3 90
3 14
4, . — N4 —
5 5. 33 6. V4—6
Vysledky 11.4.

p—

. urcité diverguje k +oo, nutnd podminka konvergence

urcité diverguje k +oo, nutnd podminka konvergence

urcité diverguje k +oo, nutnd podminka konvergence

urcité diverguje k +oo, nutnd podminka konvergence
konverguje, odmocninové kritérium

konverguje, odmocninové kritérium

urcité diverguje k +oo, podilové, ¢i 1épe odmocninové kritérium

konverguje, podilové, ¢i Iépe odmocninové kritérium

D AL

konverguje, podilové, ¢i Iépe odmocninové kritérium

H
e

konverguje, podilové kritérium

—_—
—

. konverguje, integraln{ kritérium

—
[\

. konverguje pro a > 1, urcité diverguje k 40 pro o¢ < 1, integrdlni kritérium

. s <
13. konverguje, srovnavaci kritérium s Z -
n=1 n
o 1 : PV o |
14. urcité diverguje k +oo, srovnavaci kritérium s Z -
n

n=1

15. urcité diverguje k +oo, integralni kritérium

(xvi)



Vysledky 11.5. S vyuZitim Leibnizova kritéria.
konverguje absolutné, integraln{ kritérium
konverguje relativnég, integraln{ kritérium

osciluje, nutnd podminka konvergence

S

konverguje absolutn€, odmocninové kritérium
(oo}

5. konverguje relativné, srovndvaci kritérium s Z -
n
n=1

6. konverguje absolutné, odmocninové kritérium

7. konverguje absolutné, podilové, ¢i Iépe odmocninové kritérium

(xvii)



12 Mocninné rady

Vysledky 12.1.

I. OK = (~1,1), OAK = (~1,1) 2. 0K:0AK:<‘;;>

3. OK = OAK =R 4. OK = (=3,—1), OAK = (=3,—1)
5. OK = OAK = (—1,1) 6. OK = OAK = (—4,4)

7. OK = OAK = (—??) 8. OK=0AK=R

1
Vysledky 12.2. s(x) = % Y % =5 () =2
n=

= 1
Vysledky 12.3. s(x) = —In|1 —x|, } — = <> =In2

Vysledky 12.4.

2x B B 3x —x2

1os(x) = ———, 2 =1
s(x) L s(x) = r
20,2
3 2

3. s(x):—w,r:\zf 4. s(x)=(x+1)Inx+1)—x,r=1

) 11 1 5 =] .
Vysledky 12.5. f(x):T(x):—E—Z(JH—Z)—g(x—i—Z) —---:Z—F(Hz) pro x € (—4,0).

n=0
2 3 4 o

Vysledky 12.6. ln(1+x):M(x):x—%+% xz ; et proxe( 1,1),
=) xn
Y (=)= =M(1) =In2
x=1 n
Vysledky 12.7. e* (222 +1)
Vysledky 12.8.

1 lln(l—i—x)—lln(l—x) 1arct 2 1ln(l—l—) lln(l )—i—l t

-7 ) 5 ox -7 X ) X 2arch

(xviii)
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