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M0130 – 5. praktikum : M0130pr05 (Identifikace periodických

komponent)

A. REGRESNÍ MODELY CYKLICKÝCH TRENDŮ.

1. Nelineárńı model:

Uvažujme následuj́ıćı model s nekorelovanými a homoskedastickými rezidui:

Yi = f(ti) + εi Eεi = 0; Dεi = σ2; C(εi, εj) = 0; i 6= j; i, j = 1, . . . , n

Je-li f(t) periodická funkce s periodou T , pak frekvenćı rozumı́me veličinu

λ = 2π
T

.

V daľśım uvažujme takovou f(ti), kterou lze zapsat ve tvaru

(a) f(ti) = µ+
∑p

j=1(αjcosλjti + βjsinλjti)

nebo ekvivalentně

(b) f(ti) = µ+
∑p

j=1 γjcos(λjti + ωj) γj =
√

α2j + β2j ; ωj = arctan
βj

αj
.

Jde o nelineárńı regresńı model vzhledem k (3p + 1) neznámých parametr̊u:

(a) α1, . . . , αp β1, . . . , βp µ λ1, . . . , λp

(b) γ1, . . . , γp µ λ1, . . . , λp ω1, . . . , ωp

Odhad vektoru neznámých parametr̊u pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u mini-
malizuje výraz

(a) S(µ, α1, . . . , αp, β1, . . . , βp, λ1, . . . , λp) =
∑n

i=1 (Yi − f(ti))
2

(b) S(µ, γ1, . . . , γp, ω1, . . . , ωp, λ1, . . . , λp) =
∑n

i=1 (Yi − f(ti))
2

Numericky lze systém nelineárńıch rovnic řešit např. pomoćı Gaussovy-Newtonovy
iteračńı metody.

V prosťred́ı R lze v základńım statistickém baĺıčku stats naj́ıt funkci nls() (Nonli-

near Least Squares). Prostudujte ji např. pomoćı př́ıkazu ?nls.
K určeńı period (resp. frekvenćı), které se na tvorbě periodického trendu výrazně
uplatňuj́ı je výhodné už́ıt metod spektrálńı analýzy časových řad, např. tzv. metodu

skrytých period, která vycháźı z hodnot periodogramu.

2. Lineárńı model pro známé frekvence

Situace se zjednoduš́ı, pokud frekvence λ1, . . . , λp jsou známé. Pak model (a) je

lineárńı, vektor neznámých parametr̊u lze psát takto β = (µ, α1, . . . , αp, β1, . . . , βp)
′ a

matice plánu je tvaru

Xn×(2p+1) =




1 cosλ1t1 sinλ1t1 · · · cos λpt1 sinλpt1
...

...
...

. . .
...

...
1 cos λ1tn sinλ1tn · · · cos λptn sinλptn



 .
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Pak

X
′
X =





n 0 · · · 0

0 n
2

.

.

.

.

.

.
. . . 0

0 0 · · · n
2



 ⇒ β̂ = (X′
X)−1X′

Y tj.

µ̂ = 1
n

∑n
i=1 Yi

α̂j =
2
n

∑n
i=1 Yi cos λjti

β̂j =
2
n

∑n
i=1 Yi sinλjti

pro j = 1, . . . , p.

Neznámé parametry modelu (b) źıskáme ze vztah̊u
γ̂j =

√
α̂2j + β̂2j

ω̂j = arctan
β̂j

α̂j

pro j = 1, . . . , p.

3. Metoda skrytých period.

Uvažujme nyńı takové časové řady, které můžeme rozložit na součet harmonických

frekvenćı, jejichž délky period lze vyjádřit jako pod́ıl Tk =
n
k

, kde n je počet

naměřených hodnot a 0 < k ≤ n.

Označme dále fk =
1
Tk
= k

n
k-tá frekvence

ωk = 2πfk = 2π
k
n

k-tá úhlová frekvence

Maximálńı délka periody, kterou jsme schopni určit, je rovna počtu pozorováńı,

tj. Tmax = n , tedy k = 1 a minimálńı frekvence má velikost ωmin =
2π
n

.

Nejkratš́ı zjistitelná perioda je Tmin = 2 . Této délce odpov́ıdá frekvence
ωmax = π , tzv. Nyquistova frekvence.

Z předchoźıch úvah vyplývá, že k může nabývat hodnot:

k =

{
1, 2, . . . , n

2 pro n sudé

1, 2, . . . , n−1
2 pro n liché.

Model časové řady pak můžeme zapsat ve tvaru Yt = st + εt , kde

• t označuje ekvidistatńı časové okamžiky měřeńı, pro jednoduchost předpoklá-
dáme, že intervaly maj́ı jednotkovou velikost;

• n je počet naměřených hodnot;

• εt je b́ılý šum: εt ∼ WN(0, σ2), tj. Eεt = 0, Dεt = σ2, C(εt, εs) = Eεtεh = 0;
t 6= h,

• st je periodická funkce tvaru

st =

{ ∑p
j=1(αj cos tωj + βj sin tωj) pro n liché

∑p
j=1(αj cos tωj + βj sin tωj) + αn

2
(−1)t pro n sudé

kde αj, βj ∈ R, p ∈ N jsou daná č́ısla a nazýváme je parametry modelu.

Pokud n je sudé č́ıslo, může být mezi vybranými periodami i perioda délky

Tmin = 2 , což odpov́ıdá frekvenci ωmax = π .
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Vzhledem k tomu, že plat́ı

sinnπ = 0 a cosnπ = (−1)n,

proto zapisujeme koeficient odpov́ıdaj́ıćı této frekvenci zvlášt’.

Ekvivalentně můžeme st napsat ve tvaru:

st =

{ ∑p
j=1 ρj cos(tωj − θj) pro n liché

∑p
j=1 ρj cos(tωj − θj) + αn

2
(−1)t pro n sudé

,

kde
ρk =

√
α2k + β2k

je amplituda k-té harmonické složky,

θk =

{
arctan βk

αk
αk > 0

arctan βk

αk
+ π αk < 0

je fázový posun k-té harmonické složky.

Pokud zahrneme do počtu frekvenćı i frekvenci nulovou (kdy k = 0), pak přibude
člen, který označ́ıme α0

2 , přitom β0 = 0.

V daľśım pro jednoduchost předpokládejme, že n je liché č́ıslo, jednoduchými úpra-
vami dostaneme

st =
α0

2
+

p∑

k=1

(αk cos tωk + βk sin tωk)

=
α0

2
+

p∑

k=1

[
1
2

(
eitωk + e−itωk

)
αk +

1
2i

(
eitωk − e−itωk

)
βk

]

=
α0

2︸︷︷︸
c0

+

p∑

k=1



12(αk − iβk)︸ ︷︷ ︸
ck

eitωk + 12 (αk + iβk)︸ ︷︷ ︸
c̄k

e−itωk



 =
p∑

k=−p

cke
itωk .

Všimněme si periodogramu náhodné posloupnosti {Yt = st + εt, t ∈ {t1, . . . , tn}}

In(ω) =
1

2πn

∣∣∣∣∣∣

n∑

t=1




p∑

j=−p

cje
itωj + εt



 e−itω

∣∣∣∣∣∣

2

=
1

2π

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1√
n

n∑

t=1

p∑

j=−p

cje
it(ωj−ω)

︸ ︷︷ ︸
I
(1)
n (ω)

+
1√
n

n∑

t=1

εte
−itω

︸ ︷︷ ︸
I
(2)
n (ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

Prvńı část

I(1)n (ω) =
1√
n

p∑
j=−p

cj

n∑

t=1

eit(ωj−ω)

︸ ︷︷ ︸
součet geom.̌rady

= 1√
n

p∑
j=−p

cje
i(ωj−ω) e

in(ωj−ω) − 1
ei(ωj−ω) − 1︸ ︷︷ ︸

gn(ωj−ω)

.

Je-li ω r̊uzné od všech ω1, . . . , ωp, pak plat́ı zřejmě lim
n→∞

I
(1)
n (ω) = 0.
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Existuje-li takové k, že plat́ı ω = ωk, pak

I(1)n (ωk) = n
ck√
n
+
1√
n

p∑

j=−p,j 6=k

gj(ωj − ω) =
√

nck︸ ︷︷ ︸
→∞

+
1√
n

p∑

j=−p,j 6=k

gn(ωj − ω)

︸ ︷︷ ︸
→0

a pro n → ∞ vzr̊ustá jeho absolutńı hodnota nade všechny meze.

Druhý člen I(2)n (ω) je náhodná veličina s nulovou sťredńı hodnotou a s rozptylem

DI(2)n (ω) = E
∣∣∣I(2)n (ω)

∣∣∣
2
= E

∣∣∣∣∣
1√
n

n∑

t=1

εte
−itω

∣∣∣∣∣

2

=
1

n
E

(
n∑

t=1

εte
−itω

)(
n∑

s=1

εte
isω

)

=
1

n

n∑

t=1

n∑

s=1

e−i(t−s)ω Eεtεs︸ ︷︷ ︸
nekorel.

=
1

n

n∑

t=1

Eε2t =
1
n
nσ2 = σ2

Pokud tedy bude platit, že náhodná posloupnost splňuje model

Yt = st + εt =
α0

2
+

p∑

j=1

(αj cos tωj + βj sin tωj) + εt εt ∼ WN(0, σ2),

bude mı́t periodogram pro velká n v bodech ω = λ1, . . . , λp výrazně velké hod-

noty, jinde jeho hodnoty budou relativně malé, budou koĺısat kolem hodnoty σ2

2π .

Periodogram je tedy dobrým ukazatelem periodicit.

Z výše uvedených vlastnost́ı vyplývá, že významná lokálńı maxima v pr̊uběhu peri-
odogramu by měla identifikovat periodickou strukturu uvažovaného modelu tak, že
vyznač́ı neznámé frekvence ω1, . . . , ωp.

Nějaký vhodný statistický test by pak měl rozhodnout, jaké hodnoty periodogramu
můžeme opravdu považovat za významně velké ve srovnáńı s hodnotami ostatńımi.

Test R. A. Fishera

R. A. Fisher odvodil test, kterým se dá zjistit významnost nejvyšš́ıch hodnot perio-
dogramu. Uvažujme posloupnost nezávislých náhodných veličin Y1, . . . , Yn.

Budeme testovat hypotézu:

H0 : Yt = εt εt ∼ WN(0, σ2) .

Předpokládejme, že n = 2m + 1 je liché č́ıslo (je-li n sudé, obvykle se vynechá prvńı
člen jakožto časově nejvzdáleněǰśı od současnosti) a uvažujme hodnoty periodogramu
In(ωk) v bodech ωk =

2π
n

k (k = 1, . . . ,m). Srovnejme je podle velikosti a označme
V1, . . . , Vm. Položme

W =
V1

V1 + · · · + Vm

(tzv. Fisherova statistika), která nabývá hodnot mezi nulou a jedničkou.
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Budou-li všechny veličiny téměř stejné, bude hodnota W bĺızká č́ıslu
1

m
.

Bude-li naopak veličina V1 nabývat velmi vysokých hodnot ve srovnáńı s ostat-

ńımi veličinami V2, . . . , Vm, bude hodnota W bĺızká č́ıslu 1 .

Je tedy vidět, že velké hodnoty (které jsou bĺızké 1) budou tvořit kritický obor naš́ı
hypotézy proti alternativě

H1 : Yt =
∑p

j=1 ρj cos(tωj − θj) + εt εt ∼ WN(0, σ2)

R. A. Fisher odvodil (viz Anděl, J.: Statistická analýza časových řad, Praha 1976, str.
79-86) distribučńı funkci statistiky W za platnosti hypotézy H0 : (za předpokladu, že
uvažujeme gaussovský b́ılý šum)

1− FW |H0(x) = P (W > x|H0) = m(1− x)m−1 −
(

m

2

)
(1− 2x)m−1 + · · · ,

kde 0 < x < 1 a na pravé straně sč́ıtáme tak dlouho, dokud jsou členy (1−kx) kladné,
což lze také zapsat takto

P (W > x|H0) =
∑

k=1,2,...

(
m

k

)
[max(0, 1 − kx)]m−1 =

∑

k=1,2,...

(
m

k

)
[(1− kx)+]

m−1
.

Pak hypotézu H0 : Yt = εt εt ∼ WN(0, σ2) zamı́táme na hladině význam-

nosti α, pokud

1− FW |H0(w) = P (W > w|H0) = αW |H0 ≤ α,

kde w je skutečná hodnota Fisherovy statistiky při daných hodnotách konkrétńı ča-
sové řady a αW |H0 je tzv p-value.

V př́ıpadě, že pomoćı Fisherova testu zjist́ıme signifikantńı periodicitu určité

frekvence, je na mı́stě otázka, jak statisticky testovat př́ıpadné daľśı periodicity o ji-
ných frekvenćıch.

Whittle doporučil, aby se v př́ıpadě významnosti nejvěťśı hodnoty periodogramu V1
tato hodnota vynechala. Dále pak na základě veličin V2, . . . , Vm polož́ıme

W (2) = V2
V2+···+Vm

a stanov́ıme P (W (2) > w(2)) podle stejného vzorce, kde mı́sto m dosad́ıme m − 1.
Vyjde-li i tato druhá nejvěťśı hodnota významná, opět se vynechá a m se zmenš́ı
o daľśı jedničku.

Když takto stanov́ıme frekvence ω1, . . . , ωp, źıskáme model se známými frekvencemi

a zbylé neznámé koeficienty odhadneme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Siegel̊uv test

V praxi se ukázalo, že při platnosti alternativńı hypotézy s p > 1 (tzn., že se uplatňuje
v́ıce než jedna periodicita) nezamı́tá Fisher̊uv test nulovou hypotézu s př́ılǐs velkou
pravděpodobnost́ı.



6 Praktikum z náhodných proces̊u (5. praktikum)

Jinými slovy lze ř́ıci, že Fisher̊uv test nemá při alternativńı hypotéze pro p > 1 takovou
śılu jako v př́ıpadě, kdy p = 1. (Tehdy je jeho śıla přijatelná a dokonce v jistém smyslu
optimálńı).

Proto byly hledány modifikace, které tento nedostatek odstraňuj́ı. Uvedeme tzv. Sie-

gel̊uv test. Zde se mı́sto statistiky W použ́ıvá statistika Tλ tvaru

Tλ =
m∑

j=1



 In(ωj)
m
P

i=1
In(ωi)

− λgF





+

,

kde (x)+ = max(x, 0), gF je 100(1 − α)% kritická hodnota Fisherova testu (tj.

P (W > gF |H0) = α) a 0 < λ < 1 je předem zvolená konstanta (doporučuje se volit
λ = 0.6).

Nulovou hypotézu pak zamı́táme, pokud Tλ > tλ, kde tλ je kritická hodnota tohoto
testu.

Kritické hodnoty bývaj́ı tabelovány pro r̊uzná λ a m. Jako významné jsou uznány
pouze ty periodicity, jejichž odpov́ıdaj́ıćı sč́ıtance přispěly do celkové hodnoty testovaćı
statistiky Tλ.

Je ťreba však mı́t na paměti, že pokud počet dat odpov́ıdá násobku délky pe-

riody, najde Fisher̊uv (či Siegel̊uv) test skutečnou periodu přesně. V př́ıpadě,
že však počet dat neńı násobkem délky periody nebo snad je dat méně než

je délka periody, uvedené testy skutečnou periodu neobjev́ı.

4. Iterativńı metoda (Damsleth a Spjøtvoll, 1982).

Poṕı̌seme nyńı iterativńı metodu, kterou v roce 1982 navrhli Norové Damsleth a
Spjøtvoll.

(1) Pomoćı Fisherova (nebo jiného) testu zjist́ıme významnou frekvenci ω0. Pokud
taková neexistuje, konč́ıme.

(2) Minimalizujeme nelineárńı regresńı model

Yi = µ+ α cos tiω + β sin tiω + εi

vzhledem k neznámým parametr̊um (µ, α, β, ω), přičemž jako počátečńı hod-

noty bereme

• ω0 frekvenci nab́ıdnutou v kroku (1) Fisherovým či jiným testem,

• µ0, α0, β0 źıskáme jako řešeńı lineárńıho regresńıho modelu

Yi = µ0 + α0 cos tiω0 + β0 sin tω0 + ζi .

Źıskané hodnoty označme µ̂, α̂, β̂, ω̂.

(3) Z řady odstrańıme vliv ω̂, tj.

Zi = Yt − µ̂ − α̂ cos tiω̂ − β̂ sin tiω̂ + ηi

a s řadou Zi jdeme na bod (1).

Uvedený algoritmus při odhadu frekvenćı vycháźı z významných frekvenćı, které určil
Fisher̊uv či jiný test. Současně s odhadem daľśıch parametr̊u odhadnuté frekvence
ještě zpřesňuje. Nevýhodou tohoto algoritmu je, že odhaluje frekvence postupně, tj.
v každém kroku hledá pouze jedinou významnou frekvenci.
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Př́ıklad 1

Opět se vrát́ıme k témuž datovému souboru jako v předešlém praktiku. Jde o pr̊uměrné
ročńı pr̊utoky vody v řece Nigeru v Coulicouro (Mali). Údaje se vztahuj́ı k obdob́ı 1907
až 1957 a jsou uvedeny v cfs.10−3. Data jsou uložena v souboru DataNiger.dat. Prvńı
řádek obsahuje popis časové řady, pak následuje volný řádek, teprve potom dva sloupce
dat: rok a pr̊uměrný ročńı pr̊utok.

Nejprve načteme nadpis.

> fileN <- "DataNiger.dat"

> fileDat <- paste(data.library, fileN, sep = "")

> (TXT <- paste(scan(fileDat, what = "", nlines = 1), collapse = " "))

[1] "Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957"

Pak načteme vlastńı data do datového rámce, vyṕı̌seme jeho strukturu.

> dataNiger <- read.table(fileDat, header = F, skip = 2)

> str(dataNiger)

’data.frame’: 51 obs. of 2 variables:

$ V1: int 1907 1908 1909 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 ...

$ V2: num 39.8 42.9 69.1 43.7 56.7 ...

Z načtených dat vytvoř́ıme časovou řadu a vykresĺıme ji.

> NigerTS <- ts(dataNiger[, 2], start = 1907, frequency = 1)

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(NigerTS, main = TXT, cex.main = 0.85)

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957

1910 1920 1930 1940 1950

30
40

50
60

70
80

Obrázek 1: Pr̊uměrné ročńı pr̊utoky vody v řece Nigeru v Coulicouro (Mali).

Hledáńı významných period je založeno na periodogramu. Nejprve je však ťreba odstranit
lineárńı trend. Do grafu kromě lineárńıho trendu vykresĺıme také intervaly spolehlivosti
kolem trendu a predikčńı interval.
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> y <- as.vector(NigerTS)

> x <- as.vector(time(NigerTS))

> n <- length(y)

> nn <- 300

> data <- data.frame(x, y)

> LinTrend <- lm(y ~ x, data = data)

> print(summary(LinTrend))

Call:

lm(formula = y ~ x, data = data)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-21.667 -9.092 -2.412 7.895 30.325

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -351.6125 239.0573 -1.471 0.1477

x 0.2101 0.1237 1.698 0.0959 .

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

Residual standard error: 13.01 on 49 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.05556, Adjusted R-squared: 0.03629

F-statistic: 2.883 on 1 and 49 DF, p-value: 0.09587

> new <- data.frame(x = seq(x[1], x[n], length.out = nn))

> pred.w.plim <- predict(LinTrend, new, interval = "prediction")

> pred.w.clim <- predict(LinTrend, new, interval = "confidence")

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> matplot(new$x, cbind(pred.w.clim, pred.w.plim[, -1]), lty = c(1,

2, 2, 3, 3), type = "l", ylab = "predicted y")

> lines(x, y)

> title(main = TXT, cex.main = 0.85)

1910 1920 1930 1940 1950

20
30

40
50

60
70

80
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Obrázek 2: Lineárńı trend pro pr̊uměrné ročńı pr̊utoky vody v řece Nigeru v Coulicouro
(Mali).
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I když neńı lineárńı trend statisticky významný, přesto jej odstrańıme a vstupem do
periodogramu (funkce \tperiod()) budou rezidua. Tato funkce na požádáńı periodogram
s významnými periodami vykresĺı.

> res <- resid(LinTrend)

> pdgV <- tperiod(res, TRUE)
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Obrázek 3: Periodogram pro pr̊uměrné ročńı pr̊utoky vody v řece Nigeru v Coulicouro
(Mali).

Vypǐsme hodnoty významných period, jak nám je nab́ıźı Fisher̊uv a Siegel̊uv test

> n <- length(y)

> (TkF <- n/pdgV$kF)

3

25.5

> (TkS <- n/pdgV$kS)

3

25.5

Chceme-li explicitně zjistit a do grafu vykreslit trigonometrický trend, použijeme k tomu
dvě funkce, a to \trigofit()) (jde o metodu skrytých period) a \trigoval())
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> TrigoTrend <- trigofit(res)

> str(TrigoTrend)

List of 10

$ periodogram: num [1:25] 67.193 300.132 0.456 18.79 8.333 ...

$ freq : num [1:25] 0.123 0.246 0.37 0.493 0.616 ...

$ signA : num 9.01

$ signB : num -8.17

$ signFreq : num 0.246

$ amplituda : num [1:25] 1.1395 2.4084 0.0939 0.6026 0.4013 ...

$ faze : num [1:25] 6.779 -1.277 -0.381 0.909 0.729 ...

$ signL : logi [1:25] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE ...

$ A : num [1:25] -2.9 9.01 -0.13 -2.45 1.71 ...

$ B : num [1:25] 4.973 -8.168 0.456 -1.807 1.08 ...

> TTIME <- seq(1, length(res), length = nn)

> predTrigoTrend <- trigoval(TTIME, A = TrigoTrend$signA, B = TrigoTrend$signB,

freq = TrigoTrend$signFreq)

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(res ~ x, type = "l", main = TXT, cex.main = 0.85)

> lines(new$x, predTrigoTrend, col = "dodgerblue", lwd = 2)
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Obrázek 4: Trigonometrický trend na rezidua pro pr̊uměrné ročńı pr̊utoky vody v řece
Nigeru v Coulicouro (Mali).

Chceme-li použ́ıt Iterativńı metodu (Damsleth a Spjøtvoll, 1982) použijeme k tomu funkci
\damsleth(()) a graficky znázorńıme klasickou metodu i iterativńı do jednoho grafu.

> betaD <- damsleth(res, pstlevel = 0.05)

> str(betaD)

List of 3

$ A : Named num 3.74

..- attr(*, "names")= chr "A"

$ B : Named num -11.9

..- attr(*, "names")= chr "B"

$ freq: Named num 0.225

..- attr(*, "names")= chr "freq"
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> predTrigD <- trigoval(TTIME, A = betaD$A, B = betaD$B, freq = betaD$freq)

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(res ~ x, type = "l", main = TXT, cex.main = 0.85)

> lines(new$x, predTrigoTrend, col = "dodgerblue", lwd = 2)

> lines(new$x, predTrigD, lwd = 2, col = "red")
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Obrázek 5: Trigonometrický trend (metoda skrytých period i iterativńı metoda) na rezi-
dua pro pr̊uměrné ročńı pr̊utoky vody v řece Nigeru v Coulicouro (Mali).

Na závěr přidáme i lineárńı trend a vše vykresĺıme

> pred.lintrend <- predict(LinTrend, new)

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(y ~ x, type = "l", main = TXT, cex.main = 0.85)

> lines(new$x, predTrigoTrend + pred.lintrend, col = "dodgerblue",

lwd = 2)

> lines(new$x, predTrigD + pred.lintrend, lwd = 2, col = "red")

> lines(new$x, pred.lintrend, lwd = 1.5, col = "darkgreen")

> FisherPeriods <- 2 * pi/TrigoTrend$signFreq

> DamslethPeriods <- 2 * pi/betaD$freq

> TFP <- paste("Fisher’s periods: ", paste(round(FisherPeriods,

1), collapse = ", "))

> TDS <- paste("Damsleth a Spjotvoll:", paste(round(DamslethPeriods,

1), collapse = ", "))

> legend("topright", legend = c(TFP, TDS), lty = 1, xjust = 1,

yjust = 1, col = c("dodgerblue", "red"), title = "Line Types")
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Line Types

Fisher’s periods:        25.5
Damsleth a Spjotvoll: 27.9

Obrázek 6: Lineárńı i trigonometrický trend (metoda skrytých period i iterativńı metoda)
pro pr̊uměrné ročńı pr̊utoky vody v řece Nigeru v Coulicouro (Mali).


