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MO0130 — 5. PRAKTIKUM : M0130pr05 (Identifikace periodickyjch
komponent)

A. REGRESNI MODELY CYKLICKYCH TRENDU.

1. NELINEARNI MODEL:

Uvazujme nésledujici model s nekorelovanymi a homoskedastickymi rezidui:

Vi=f(t:)+e| Bei=0; Dei=0% Cleig)=0;i#ji,j=1,...,n

Je-li f(t) periodicka funkce s periodou T, pak frekvenci rozumime veli¢inu

N= 2z
=2

V dalsim uvazujme takovou f(¢;), kterou lze zapsat ve tvaru

(a) flt)=p+ Z?Zl(ajcos)\jti + BjsinAjt;)

nebo ekvivalentné

(b)  f(ti) =+ 220y vjeos(Ajti + wj) 7 = /o + 5% w;j = arctan 2.

Jde o nelinearni regresni model vzhledem k (3p + 1) nezndmych parametru:

(a) i, ..., 0 B, Bp 1 Ay Ap

(b) Ts--sVp 1 Ay Ap Wiy ee s Wp

Odhad vektoru neznamych parametra pomoci metody nejmensich ¢tverct mini-
malizuje vyraz

() Sty py By By Ay Ap) = oy (Vi — f(t0)?

(D) Sy Y1s s Yy Wiy e+ o3 Wy ALy -5 Np) = Sory (Vi — f(t:))?

Numericky lze systém nelinedrnich rovnic feSit napi. pomoci Gaussovy-Newtonovy
iterac¢ni metody.

V prostiedi R lze v zdkladnim statistickém balicku stats najit funkci nls() (Nonli-
near Least Squares). Prostudujte ji napf. pomoci piikazu ?nls.

K urceni period (resp. frekvenci), které se na tvorbé periodického trendu vyrazné
uplatnuji je vyhodné uzit metod spektrdini analyjzy casoviych rad, napi. tzv. metodu
skrytych period, kterd vychazi z hodnot periodogramu.

2. LINEARNI MODEL PRO ZNAME FREKVENCE

Situace se zjednodusi, pokud frekvence jsou znamé. Pak model (a) je

linedrni, vektor neznamych parametru lze psat takto 8 = (u, a1,...,04p,01,...,5,) a
matice planu je tvaru
1 cosAity sinAqty -+ cosApty  sin Ayt

Xox(2pt1) = : : . : :
1 cosAit, sinAit, --- cosApt, sinApt,
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Pak
o PSS
X'X — 0 3 : = B = (X'X)_l XY tj. | a; = %Z?:lYECOS Ajt;

Bj =23, Yisin Ajt;

fo— A2 4732
Vi = aj"‘ﬂj

@; = arctan =L
J &

[N

0 0
proj=1,...,p.

Neznamé parametry modelu (b) ziskdme ze vztahu proj=1,...,p.

. METODA SKRYTYCH PERIOD.

Uvazujme nyni takové ¢asové fady, které muzeme rozlozit na soucet harmonickych
frekvenci, jejichz délky period lze vyjadiit jako podil | Ty = % |, kde n je pocet

naméfenych hodnot a 0 < k < n.

Oznacme dale = Tik =k k-ta frekvence

n

=27 f = 27k k-t4 1ihlové frekvence

Maximalni délka periody, kterou jsme schopni uréit, je rovna poctu pozorovani,
tj. , tedy k =1 a minimalni frekvence ma velikost | wpin = 2r |

n

Nejkratsi zjistitelna perioda je . Této délce odpovida frekvence

[ Wmax = 7 ], tzv. Nyquistova frekvence.

7 predchozich uvah vyplyva, ze k muze nabyvat hodnot:
1,2,...,2 pro n sudé

1,2,..., 51 pro n liché.

3

Model ¢asové fady pak muzeme zapsat ve tvaru| Y; = sy +¢&; |, kde

° oznacuje ekvidistatni casové okamziky méteni, pro jednoduchost predpokla-
dame, ze intervaly maji jednotkovou velikost;

° je pocet namérenych hodnot;
. je bily sum: ¢; ~ WN(0,02?), tj. Ee; =0, D&y = 02, Cl(e4,e5) = Eegep, = 0;
t # h,
° je periodicka funkce tvaru
) { > 51 (aj cos tw; + B sin tw;) pro n liché
t =

?:1(%’ costw; + fj sintw;) + oz (—=1)!  pro n sudé

kde o, 8; € R, p € N jsou dand ¢isla a nazyvame je parametry modelu.

Pokud je sudé ¢islo, muze byt mezi vybranymi periodami i perioda délky

[ Tinin = 2], coz odpovidé frekvenci [wWmax = 7 |
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Vzhledem k tomu, ze plati

sinnm =0 a cosnt = (—1)",
proto zapisujeme koeficient odpovidajici této frekvenci zvlast’.
Ekvivalentné muzeme s; napsat ve tvaru:

s 25:1 pj cos(tw; — 0;) pro n liché
t — )
> 51 pjcos(tw; — 0;) + ag(—l)t pro n sudé

kde
= |
je amplituda k-té harmonické slozky,
0 arctan ﬁ ap >0

B arctanﬁ’“+7r ap <0

je fazovy posun k-té harmonické slozky

Pokud zahrneme do poé¢tu frekvenci i frekvenci nulovou (kdy k& = 0), pak pribude

clen, ktery oznacime %, pfitom 3y = 0.
V dal$im pro jednoduchost predpokladejme, ze n je liché ¢éislo, jednoduchymi ipra-
vami dostaneme

«
Sp = =0y Z(ak cos twy, + O sin twy,)

(ak o Zﬂk) ez‘twk + 1 (ak + Zﬂk —itwy Z ckeztwk

Il
1\9|§
_|_
]~
DN =

— | ——— _,_/ —~
Vsimnéme si periodogramu ndhodné posloupnosti {Y; = s; + &, t € {t1,...,tn}}

2
n

1 p o ,
L= o 3 35 e )

t=1 \j=-»p

111 &<
T ( L - _
" on \/ﬁzt: Z_ o +fzgte -

I(l)(w) ISP(W)

Prvni ¢ast
P noo. P , in(wj—w) _ 1
(1) — 1 . twj—w) _— 1 im0 T T
b )] = */ﬁj:Z-pCJ tz—;el T \/ﬁjzz—pcjel o ellwi—w) — 1
gn(wj—w)

soucet geom.fFady

Je-li w razné od vSech wy, ..., wp, pak plati zfejmé lim Iqsl)(w) =0.
n—oo
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Existuje-li takové k, ze plati w = wy, pak

P p
Cl 1 1
I (wy) = " n Z gi(w \fcﬁﬁ Z In(wj — w)
J——p,J#k —0 J=-p.j#k
—0

a pro n — oo vzrusta jeho absolutni hodnota nade vSechny meze.

Druhy ¢len I,(LQ) (w) | je ndhodnd veli¢ina s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem

)( ‘ Z £ e—ztw — %E (zn: Ete—z‘tw> (ZZ; Eth’sw)
:—ZZe_Z(t SwEstss— ZEEt—E =02

t=1 s=1

DI (w) =

nekorel

Pokud tedy bude platit, ze ndhodné posloupnost spliuje model

P
o
Yi=s5+¢e = 70 + Z(Oéj cos tw; + B sintw;) + & e ~ WN(0,0?),
j=1
bude mit periodogram pro velkd n v bodech ‘ W=AL,..., N ‘ vyrazné velké hod-

noty, jinde jeho hodnoty budou relativné malé, budou kolisat kolem hodnoty | 2— |.

Periodogram je tedy dobrym ukazatelem periodicit.

7 vySe uvedenych vlastnosti vyplyva, ze vyznamna lokalni maxima v prubéhu peri-
odogramu by méla identifikovat periodickou strukturu uvazovaného modelu tak, ze
vyznaci nezndmé frekvence wy, ..., wp.

Néjaky vhodny statisticky test by pak mél rozhodnout, jaké hodnoty periodogramu
muzeme opravdu povazovat za vyznamné velké ve srovndni s hodnotami ostatnimi.

TEST R. A. FISHERA

R. A. Fisher odvodil test, kterym se d& zjistit vyznamnost nejvyssich hodnot perio-
dogramu. Uvazujme posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in Yi,...,Y,.

Budeme testovat hypotézu:

Hy: Yi=¢ & ~WN(0,02) |

Piedpokladejme, ze n = 2m + 1 je liché ¢islo (je-li n sudé, obvykle se vynechd prvni
clen jakozto casové nejvzdélenéjsi od soucasnosti) a uvazujme hodnoty periodogramu
I,(wg) v bodech wy = 2F’Tk: (k = 1,...,m). Srovnejme je podle velikosti a oznac¢me
Vi,..., V. Polozme

_n
Vit ot Vi

(tzv. Fisherova statistika), kterd nabyva hodnot mezi nulou a jednickou.

W =
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1
Budou-li v8echny veliciny téméi stejné, bude hodnota W blizka ¢islu | — |.
m

Bude-li naopak veli¢ina nabyvat velmi vysokych hodnot ve srovnani s ostat-
nimi velic¢inami V5, ..., V,,, bude hodnota W blizka ¢islu .

Je tedy vidét, ze velké hodnoty (které jsou blizké 1) budou tvorit kriticky obor nasi
hypotézy proti alternative

Hy: Yy =30 pjcos(twj —0;) + e e~ WN(0,0%)

R. A. Fisher odvodil (viz Andél, J.: Statistickd analijza ¢asoviyjch tad, Praha 1976, str.
79-86) distribuéni funkci statistiky W za platnosti hypotézy Hy : (za predpokladu, ze
uvazujeme gaussovsky bily sum)

m

1—F%Wm@ﬁ=lﬁﬂf>xUQ):ndl_xyh1_(2

)(1—2x)m—1+---,

kde 0 < z < 1 a na pravé strané scitdme tak dlouho, dokud jsou ¢leny (1 —kz) kladné,
coz lze také zapsat takto

P(W >alHo) = Y <’Z> max(0,1 — k)" =} (7;) (1 — k)™ 1.

k=1,2,... k=1,2,...

Pak hypotézu |Hy: Y =¢; & ~ WN(0,0?)| zamitdme na hladiné vyznam-

nosti «, pokud

1 — Fy g, (w) = P(W > w|Ho) = aw g, < a,

kde w je skuteé¢nd hodnota Fisherovy statistiky pfi danych hodnotdach konkrétni ¢a-
sové tady a ayy g, je tzv p-value.

V pripadé, ze pomoci Fisherova testu zjistime signifikantni periodicitu urcité
frekvence, je na misté otazka, jak statisticky testovat pripadné dalsi periodicity o ji-
nych frekvencich.

Whittle doporucil, aby se v pfipadé vyznamnosti nejvétsi hodnoty periodogramu Vj

tato hodnota vynechala. Dale pak na zakladé veli¢in Vs, ..., V;, polozime
2) _ %
W = g

a stanovime P(W(z) > w(z)) podle stejného vzorce, kde misto m dosadime m — 1.
Vyjde-li i tato druhd nejvétsi hodnota vyznamna, opét se vynecha a m se zmensi
o dalsi jednicku.

Kdyz takto stanovime frekvence ziskdme model se zndmymi frekvencemi
a zbylé neznamé koeficienty odhadneme metodou nejmensich ¢tvercu.

SIEGELUV TEST

V praxi se ukdzalo, ze pfi platnosti alternativni hypotézy s p > 1 (tzn., ze se uplatiiuje
vice nez jedna periodicita) nezamitd Fisheruv test nulovou hypotézu s piilis velkou
pravdépodobnosti.
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Jinymi slovy lze fici, ze Fisheruv test nemé pii alternativni hypotéze pro p > 1 takovou
silu jako v ptipadé, kdy p = 1. (Tehdy je jeho sila pfijatelnd a dokonce v jistém smyslu
optimalni).

Proto byly hledany modifikace, které tento nedostatek odstranuji. Uvedeme tzv. Sie-
geltuv test. Zde se misto statistiky W pouziva statistika T tvaru

T\ = Z mln(iwj) — AgF ,
j=1 Z In(wi)
=1 +

kde (z)+ = max(z,0), je 100(1 — )% kritickd hodnota Fisherova testu (tj.
P(W > gr|Hog) = a) a 0 < XA < 1 je pfedem zvolend konstanta (doporucuje se volit
A =0.6).

Nulovou hypotézu pak zamitame, pokud T > ty, kde je kritickd hodnota tohoto
testu.

Kritické hodnoty byvaji tabelovany pro ruzna A a m. Jako vyznamné jsou uznany
pouze ty periodicity, jejichz odpovidajici s¢itance prispély do celkové hodnoty testovaci
statistiky T}.

Je tfeba vsak mit na paméti, ze pokud pocéet dat odpovida nasobku délky pe-
riody, najde Fisheruv (¢i Siegeluv) test skuteénou periodu piesné. V piipadé,
ze vSak pocet dat neni nasobkem délky periody nebo snad je dat méné nez
je délka periody, uvedené testy skuteénou periodu neobjevi.

. ITERATIVN] METODA (DAMSLETH A SPJ@TVOLL, 1982).

Popiseme nyni iterativni metodu, kterou v roce 1982 navrhli Norové Damsleth a

Spjgtvoll.

(1) Pomoci Fisherova (nebo jiného) testu zjistime vyznamnou frekvenci wy. Pokud
takova neexistuje, koncime.

(2) Minimalizujeme nelinearni regresni model

‘YZ- =+ acost;w + Bsint,w + &;

vzhledem k nezndmym parametrum (u,«,,w), pricemz jako pocateéni hod-
noty bereme

e wy frekvenci nabidnutou v kroku (1) Fisherovym ¢i jinym testem,

® i, (v, B ziskdme jako TeSeni linearniho regresniho modelu

‘Yi = lg + g cos t;wg + Bo sintwg + ¢ |-

Ziskané hodnoty ozna¢me fi, &, (3, 0.
(3) Z rady odstranime vliv w, tj.

Z; :Yt—,&—dcosti@—ﬁsintiw—i-m

a s fadou Z; jdeme na bod (1).

Uvedeny algoritmus pii odhadu frekvenci vychazi z vyznamnych frekvenci, které urcil
Fisheruv ¢i jiny test. Soucasné s odhadem dalsich parametri odhadnuté frekvence
jesté zpresnuje. Nevyhodou tohoto algoritmu je, ze odhaluje frekvence postupné, tj.
v kazdém kroku hleda pouze jedinou vyznamnou frekvenci.
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PRIKLAD 1

Opét se vratime k témuz datovému souboru jako v predeslém praktiku. Jde o prumérné
roéni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali). Udaje se vztahuji k obdobi 1907
az 1957 a jsou uvedeny v cfs.1073. Data jsou ulozena v souboru DataNiger.dat. Prvni
radek obsahuje popis ¢asové fady, pak nasleduje volny radek, teprve potom dva sloupce
dat: rok a prumérny ro¢ni prutok.

Nejprve nacteme nadpis.
> fileN <- "DatalNiger.dat"

> fileDat <- paste(data.library, fileN, sep = "")
> (TXT <- paste(scan(fileDat, what = "", nlines = 1), collapse = " "))

[1] "Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957"

Pak nacteme vlastni data do datového ramce, vypiSeme jeho strukturu.

> datalNiger <- read.table(fileDat, header = F, skip = 2)
> str(datalNiger)

’data.frame’: 51 obs. of 2 variables:
$ Vi: int 1907 1908 1909 1910 1911 1912 1913 1914 1915 1916 ...
$ V2: num 39.8 42.9 69.1 43.7 56.7 ...

7 nactenych dat vytvorime casovou fadu a vykreslime ji.

> NigerTS <- ts(dataNiger[, 2], start = 1907, frequency = 1)
> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(NigerTS, main = TXT, cex.main = 0.85)

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrazek 1: Prumérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali).

Hledani vyznamnych period je zalozeno na periodogramu. Nejprve je vSak tieba odstranit
linearni trend. Do grafu kromé linearniho trendu vykreslime také intervaly spolehlivosti
kolem trendu a predikéni interval.
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y <- as.vector (NigerTS)

x <- as.vector (time (NigerTS))

n <- length(y)

nn <- 300

data <- data.frame(x, y)

LinTrend <- 1m(y ~ x, data = data)
print (summary (LinTrend))

V V.V V VvV VvV

Call:
Im(formula = y ~ x, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-21.667 -9.092 -2.412 7.895 30.325

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -351.6125 239.0573 -1.471 0.1477
X 0.2101 0.1237 1.698 0.0959 .

Signif. codes: 0O ’*xx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’%’ 0.056 ’.” 0.1’ > 1

Residual standard error: 13.01 on 49 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.05556, Adjusted R-squared: 0.03629
F-statistic: 2.883 on 1 and 49 DF, p-value: 0.09587

> new <- data.frame(x = seq(x[1], x[n], length.out = nn))

> pred.w.plim <- predict(LinTrend, new, interval = "prediction")
> pred.w.clim <- predict(LinTrend, new, interval = "confidence")
> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> matplot(new$x, cbind(pred.w.clim, pred.w.plim[, -1]), 1ty = c(1,

2, 2, 3, 3), type = "1", ylab = "predicted y")
> lines(x, y)
> title(main = TXT, cex.main = 0.85)

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrézek 2: Linearni trend pro prumérné rocni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro

(Mali).
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I kdyz neni linedrni trend statisticky vyznamny, piesto jej odstranime a vstupem do
periodogramu (funkce \tperiod()) budou rezidua. Tato funkce na pozadani periodogram
s vyznamnymi periodami vykresli.

> res <- resid(LinTrend)
> pdgV <- tperiod(res, TRUE)

PERIODOGRAM (Fisher’s test)
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Obrazek 3: Periodogram pro prumérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro
(Mali).
Vypisme hodnoty vyznamnych period, jak ndm je nabizi Fisheruv a Siegeluv test

> n <- length(y)
> (TkF <- n/pdgV$kF)

25.5

> (TkS <- n/pdgV$kS)

25.5

Chceme-li explicitné zjistit a do grafu vykreslit trigonometricky trend, pouzijeme k tomu
dvé funkce, a to \trigofit()) (jde o metodu skrytych period) a \trigoval())
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> TrigoTrend <- trigofit(res)

> str(TrigoTrend)

List of 10
$ periodogram: num [1:25] 67.193 300.132 0.456 18.79 8.333 ...
$ freq : num [1:25] 0.123 0.246 0.37 0.493 0.616 ...
$ signA : num 9.01
$ signB : num -8.17
$ signFreq : num 0.246
$ amplituda : num [1:25] 1.1395 2.4084 0.0939 0.6026 0.4013 ...
$ faze : num [1:25] 6.779 -1.277 -0.381 0.909 0.729 ...
$ signL : logi [1:25] FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE FALSE ...
$ A : num [1:25] -2.9 9.01 -0.13 -2.45 1.71 ...
$B : num [1:25] 4.973 -8.168 0.456 -1.807 1.08 ...
> TTIME <- seq(1, length(res), length = nn)

\%

predTrigoTrend <-

trigoval (TTIME, A = TrigoTrend$signA, B = TrigoTrend$signB,

freq = TrigoTrend$signFreq)

\%

par(mar = c(2, 2,

VvV Vv

1, 0) + 0.5)

plot(res ~ x, type = "1", main = TXT, cex.main = 0.85)
lines(new$x, predTrigoTrend, col = "dodgerblue", lwd = 2)

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrazek 4: Trigonometricky trend na rezidua pro prumérné ro¢ni prutoky vody v fece
Nigeru v Coulicouro (Mali).

Chceme-li pouzit Iterativni metodu (Damsleth a Spjgtvoll, 1982) pouzijeme k tomu funkci
\damsleth(()) a graficky zndzornime klasickou metodu i iterativni do jednoho grafu.

> betaD <- damsleth(res, pstlevel = 0.05)

> str(betaD)

List of 3

$ A : Named num 3.74
..— attr(*, "names")= chr "A"

$B : Named num -

11.9

..— attr(*, "names")= chr "B"
$ freq: Named num 0.225
..— attr(*, "names")= chr "freq"
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> predTrigD <- trigoval (TTIME, A = betaD$A, B = betaD$B, freq = betaD$freq)
> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(res ~ x, type = "1", main = TXT, cex.main = 0.85)

> lines(new$x, predTrigoTrend, col = "dodgerblue", lwd = 2)

> lines(new$x, predTrigD, lwd = 2, col = "red")

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrazek 5: Trigonometricky trend (metoda skrytych period i iterativni metoda) na rezi-
dua pro prumeérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali).

Na zaveér pridame i linedrni trend a vSe vykreslime

> pred.lintrend <- predict(LinTrend, new)

> par(mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.5)

> plot(y ~ x, type = "1", main = TXT, cex.main = 0.85)

> lines(new$x, predTrigoTrend + pred.lintrend, col = "dodgerblue",
lwd = 2)

> lines(new$x, predTrigD + pred.lintrend, lwd = 2, col = "red")

> lines(new$x, pred.lintrend, lwd = 1.5, col = "darkgreen")

> FisherPeriods <- 2 * pi/TrigoTrend$signFreq

> DamslethPeriods <- 2 * pi/betaD$freq

> TFP <- paste("Fisher’s periods: ", paste(round(FisherPeriods,

1), collapse = ", "))

> TDS <- paste("Damsleth a Spjotvoll:", paste(round(DamslethPeriods,
1), collapse =", "))

> legend("topright", legend = c(TFP, TDS), 1ty = 1, xjust = 1,
yjust = 1, col = c("dodgerblue", "red"), title = "Line Types")



12

Praktikum z ndhodnych procest (5. praktikum)

Prumerne rocni prutoky vody v rece Nigeru v Coulicoure (Mali) v letech 1907 az 1957
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Obrazek 6: Linearni i trigonometricky trend (metoda skrytych period i iterativni metoda)
pro prumérné ro¢ni prutoky vody v fece Nigeru v Coulicouro (Mali).



