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Maximalné vérohodné odhady

12.12.2011

Nahodny vgbér Xi, ..., X, rosahu n z rozdélen( pravdépodobnosti P:
Xi~P(i=1,...,n)
Xi, ..., Xp jsou stochasticky nezavislé

Co to znamend pro vztah mezi simultdann( a marginalni hustotou
pravdépodobnosti f(x) (pravdépodobnostni funkci p(x)) ?

Rozdélent pravdépodobnosti zavislé na parametru (parametrech) 6:
f(x), p(x) jako funkce proménné 6 = L(O)
Vérohodnostnt funkce L(6) a logaritmickda vérohodnostni funkce /(6):

n n

L(O) = L(O;x1, ... x2) = [ | Flxi: 0) =] | plxi: 6)

i=1 i=

1
1(6) = 1(0;x1, ... xn) =InL(O;x1,. .., xa) = ) _Inf(x;0) =) Inp(xi; 6)
i=1 i=1

Jak odhadnout 6 ze znalosti Xi,..., X, ?
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Maximalné vérohodné odhady

Muyslenka: parametr 8 odhadneme hodnotou, ktera je pfi daném nahodném
v(béru ze znamého rozdéleni pravdépodobnosti nejvice pravdépodobna.

Maximalné vérohodn( odhad (MLE = maximum likelthood estimator) O
parametru 6 se ziska maximalizaci vérohodnostn( funkce L(6):

VR L(B;x1, ..., %n) — max,  resp. 6 x1,....%x,) — max

To znamena najit stacionarn( bod funkce /(6) vzhledem k 6,

%/(9) =0 (vérohodnostn{ rovnice),

a ovérit 2. diferencial, resp. derivaci,

a2

ﬁI(Q) ot <0.

Poznamka: v pfipadé véktoru parametrii 6 feSime soustavu vérohodnostnich rovnic pro 8 z 1. derivaci

a ovéfujeme negativni definitnost matice 2. derivaci.
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MLE — priklady (1)

1. Najdéte ML-odhad parametru 8 € [0, 1] pro ndhodny vgbér Xy, ..., X,
z binomického rozdélen( Bi(m, 8) (m € N) s pravdépodobnost( funkc{

( )Qxl— M pro x=0,1,...,m; p(x) =0 jinak.

2. Najdéte ML-odhad parametru 6 € [0, 1] pro ndhodng vgbér Xy, ..., X,
z geometrického rozdéleni Ge(6) s pravdépodobnosti funkcl

p(x) = (1—6)*6 pro x € No; p(x) =0 jinak.
3. Najdéte ML-odhady parametrii p € R a 02 > 0 pro ndhodng vibér

X1, ..., X, z Gaussova rozdélen{ N(u, 02) s hustotou pravdépodobnosti
1 (x — p)?
f(x) = —
W= Vare exp[ 207
4. Najdéte ML-odhady parametri p € R a 02 > 0 pro ndhodny vbér
X1, ..., X, z logaritmického normalntho rozdéleni LN(y, 62):

1 (Inx — 1) )
)= gy @[ gt PO X300 finak
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MLE — priklady (2)

5. Najdéte ML-odhad parametru y > 0 pro ndhodny vgbér Xi,..., X,
z exponencidlntho rozdéleni Ex(u) s hustotou pravdépodobnosti
1 X ..
f(x) = m exp [_H] pro x > 0; f(x) =0 jinak.

6. Najdéte ML-odhad parametru A > 0 pro ndhodng vgbér Xy, ..., X,
z exponencidlntho rozdéleni Ex(A) s hustotou pravdépodobnosti

f(x) = Aexp[—Ax] pro x >0; f(x) =0 jinak.

7. Najdéte ML-odhady parametri A > 0 a k > 0 pro nahodng vgbér Xy, ..., X,
z Weibullova rozdéleni Wb(A, k) s hustotou pravdépodobnosti

f(x)= kAx*Lexp [—)\xk] pro x > 0; f(x) =0 jinak.

8. Najdéte ML-odhad parametru s > 0 pro ndhodng vgbér Xi, ..., X,
z Rayleighova rozdéleni Ra(s) s hustotou pravdépodobnosti
2
f(x)= gexp [_;s] pro x > 0; f(x) =0 jinak.
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MLE — priklady (3)

9. Najdéte ML-odhad parametru A > 0 pro ndhodny vgbér Xi, ..., X, z Gamma
rozdélent (A, k) (k > 0) s hustotou pravdépodobnosti
Ak
f(x) = ——x*lexp[—Ax] pro x >0; f(x) =0 jinak.
(k)
Najdéte také vérohodnostni rovnici pro ML-odhad k.
Pomucka: % InT(k) = W(k) = digamma funkce.

*. Dals{ ptiklady pro odvozeni ML-odhad( parametri v rozdélenich
s podobngmi tvary hustot naleznete na strance dr. Forbelské.
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~ X
OmL = —
ML 2)§ e
oL = ——
METTEX
e = X, a?uL ==Y (Xi—dm)?
n i=1
ﬁML—_ilnXi ) U2|\/|L—l ] (In X; — timL)
n & ne
i=1 i=1
vl = X
~ 1
)\ = =
ML X )
A =
M Z;]:l X’k
1 n
SML = — X2
ML 2n !
i=1
~ k ~ _
AL = 7 , ML-rovnice pro k: W(kmL) = InA+ X
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Odhady parametrii momentovou metodou

Odhady parametrl tzv. metodou momentt spocivé ve vyjadfeni nékolika prvnich
(tolik, kolik potfebujeme) momentli M, rozdélen( pravdépodobnosti nahodné
veli¢iny X,

M, = E(XP) (p=1,2,...).

Teoretické momenty M, zavisi na nezndmych parametrech, které chceme
odhadnout.

Momenty M, v rovnici (rovnicich) nahradime (aproximujeme)
vybérovgmi momenty m,,

1 n
m,,:;ZX,-p (p=12...),
i=1

které zavist pouze na nahodném vgbéru. Algebraickgm vyjadfenim (p¥ip.
numerickgm v(poctem) hledangch parametrl z rovnice (systému rovnic) pro m,

obdrzime odhady @MM momentovou metodou.
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Momentové odhady — priklady

Jako cvicent spoctéte odhady parametrt
momentovou metodou v prikladech 1.-9.

maximdlné vérohodné odhady.
pro maxi € vér é y ofiklad | My M,
Nejdfive odvodte (pro hustoty 1. |m6 m 9£1 -0
integrovénim), nebo pomoct tabulek & 2. | Lo
poé[tvaée ,nalezm:ete, momenj[g danych 3. | 12 + 02
rozdélen( pravdépodobnosti, 4. |exp [+ 10%] exp[2u + 207
2
M, =E(XP) (p=1,2,...) &P 2
6. |1 2
. , A 22
Pro kontrolu jsou prvni dva momenty 7. [Aair(y) X E (14 2)
My, M, uvedeny v tabulce vpravo. -
8. > 2s
y , 9 k k(k+1)
Poté odvodte momentové odhady S 2

parametrd a porovnejte je s maximalné
vérohodngmi odhady.
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Momentové odhady - feSent prikladi

1 n
Oznacen(: p-tg vybérovy moment = m, = — XP p=12,...
ywy y P=7 i
i=1

1. Bum = —
m
~ 1
2. 9|\/||\/|=
1+m
3. fivm = P = my — m?
- Umm = my o, MM = M2 — My
~ 1 —~
4. pvm =2Inmy —5Inm;, o2ym =Inmy —2Inm
5. /\MM=m1
~ 1
6. /\MMZ_
m
~ 2m? ~ my
8. Ssum = —— , anebo Ssym = —
7T 2
~ my ~ m%
9. dum=—""—=, kuvm = ————
m2_m1 m2_m1
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Nahodné vektory

Nahodng vektor X = (Xi,..., X)) (redlny) je méfitelna vektorova funkce
X =(X1,..., X)) : Q— R, jejiz slozky jsou ndhodné velitiny, X;: Q —» R, na
stejném pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P).

Stredn( hodnota E(X) ndhodného vektoru je definovéna po slozkach:

4

E(X) = (E(X1), ..., E(Xp))
Kovariancni matice cov(X) (variance-covariance matrix) nahodného vektoru:

D(X) = COV(X) = {C"J}lr',,jzl , kde Cij = C(X,,)(l) .
cov(X) je Ctvercova fadu n, symetricka (proc?)
hlavn( diagondlu tvofi rozptyly D(X;), ostatni slozky jsou kovariance C(X;, X;)
pozitivné semidefinitn{, tzn. Yu € R" : v’ cov(X)u > 0

Pozndmka: Anglickd literatura ¢asto uziva spole¢ny pojem variance (var, Var). Potom rozumime:

var(X) = D(X) pro ndhodnou veli¢inu a var(X) = cov(X) pro ndhodn( vektor.
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Jednoduché transformace nahodnych vektort

Linearnt transformace R” — R™:

E(a + BX) = a+ BE(X)

cov(a + BX) = Bcov(X) B’

Linedrnt forma R" — R:

E(a+ b'X) = a+ b’ E(X)

D(a+ b'X) = b’ cov(X) b
Kvadraticka forma R” — R:

E(X"AX) = E(X) AE(X) + Tr[Acov(X)]

acR”, BeR™™, aeR; beR™, A& R™" pozitivné definitni

Stopa (Trace) matice = Tr(C) =3 " {ci.i}
Plati: TH(AB C) = Tr(B C A) = Tr(C AB)
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Nahodné vektory — priklady (1)

V nasledujicich prikladech spocitejte E(X), cov(X) ndhodného vektoru X:

13. Znate: E(X;) =104, C(X;, Xj) =i/, (i,j=1,2).

14. Znate: E(X;) =10/, D(X;) =%, (i,j =1,2,3); p(X;, X;) =05 pro i # j.
15. X je ndhodny vibér rozsahu 4 z rozdélent N(10, 4).

16. X je nahodny vgbér rozsahu 5 z rozdéleni Ex(A).

X1 20 X4 100 0 25
17. Znate: E[{ Xo | = 30| ,cov [ Xo | = 7?7 9 7 |.Spotitejte stredni
X3 2 X3 ? 9 16

hodnoty, rozptyly, kovariance, korela¢n( koeficienty ndhodnych veli¢in
X1, Xz, X3. Které dvojice (trojice) veli¢in jsou stochasticky nezavislé?

18. V prikladu 17., s vyuzitim vhodnych transformaci, spocitejte:

E(10X;) D(10 X;)
EQ2 X, —5X; — Xa) DX, —5X; — Xo)
C(10X3,2X; —5X3 — Xo) p(10 X3, 2 X, —5 X3 — Xo)
C(X1 + Xa, X3 — Xa) (X1 + Xa, X3 — Xa)
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Nahodné vektory — priklady (2)

11.
12.

19.

20.

21.

22.

Dokazte vlastnosti kovarian¢ni matice.

Dokazte vztahy pro stfedni hodnotu a kovarian¢ni matici transformovangch
ndhodngch vektora.

Ovérte, pro ze vybérovy primér X ndhodného vibéru rozsahu n z rozdélent

se stfedni hodnotou y/ a rozptylem o2 plati: E (X) = p, D (X) = o?/n.
Ovétte, ze pro vibérovy rozptyl S% ndhodného vgbéru rozsahu n z rozdélen{
N(u, 02) plati: E (S%) = 0%, D (S%) = 20*/(n—1).

Ovérte, pro ze pro ndhodn( vibér rozsahu n z rozdélen( se stfedni( hodnotou
p a rozptylem o2 plati vztah E[3Q; — Q] = (n — 3)0?,

n v\2 n—
kde Q=Y 7, (Xi—X)" a @ = (Xo— X0)? + Y15 (Xi — Xi_1)>.

Spotitejte E(Y) a cov(Y) transformovaného ndhodného vektoru
-1 1 1

y={1]|+(-1 2]|x kdgiE(X):(loo),cov(X):(i i)
0 0 10
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Nahodné vektory — priklady (3)

23.

24.

25.

26.

Spottéte stredni hodnotu E (Y + Y2 + YZ) a kovariantni matici cov(Y),
kde Y1 = X1, Yo = X1+ Xz, Y3 = X1+ Xo + X3 jsou transformace vzéjemné
nezavisliych nahodnqch veli¢in X, Xz, X5,

E(X1) =10, E(X2) =20, E(X3) =30, D(X1) =1, D(Xz) = 4,D(X3) =09.
Spottéte stiedni hodnotu E(Y1Y2 + Y2Y3 + Y3Y1) a kovarian¢ni matici
cov(Y), kde Y1 =Xo + X3, Yo = X1 + X3, Y3 = X; + X, jsou transformace
vzajemné nekorelovanych sloZek ndhodného vektoru X, E(X) = (10, 10, 10)’,
D(X;) = i2.

Spottéte E(Y), cov(Y) a E (Y12 + Y2+ Y2+ Y242V Y4),

kde Xi, X2, X3, X4 jsou ndhodné veliciny, E(X;) = 10, C(X;, Xj) = 1.

Zname transformadni vztahy

Xi=Y1, Xo=Yo—Yy, Xs=Y3—-Y2, X4 =Y, —Yi.

Spocitejte stiedn( hodnotu povrchu hranolu s podstavou tvaru ¢tverce. Délka
hrany podstavy je ndhodna veliina se stfedni hodnotou 10 a rozptylem 1,
vyska hranolu je ndhodna velic¢ina se stfedni hodnotou 20 a rozptylem 9

a jejl korela¢n( koeficient s délkou hrany podstavy je 0,1.
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Nékteré vztahy ve vektorové (maticové) formé

Kdyz X = (X1, ..., X,) je nahodng vektor, jeho kovarianéni matici lze vyjadfit
nasledujicim zpisobem:

cov(X) = E {[X — E(X)]- [X — E(X)]'}

Nékdy je timto vztahem kovariantni matice definovdna. V3imnéte si podobnosti s definici kovariance
nahodnych velitin: C(X1, X2) = E{[X1 — E(X1)][X2 — E(X2)]}. V nasem p¥ipadé v3ak jde soutin

vektoru (sloupec - fadek — matice).

Nékteré znamé vztahy prepsané vektorové (maticové):
Xi=el X, ei=(0,...,0,1;0,...,0) je i-tg "jednotkovy vektor"
nX=Y"1 Xi=(-,1)X
YL XP=X1X, I = diag(1, ..., 1) = "jednotkova matice"
P (X)?2=X1X, ] ={1}],_; = "jednitkové matice”
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Nahodné vektory — fesent priklad

18.

22.

23.

24.

25.

26.

E(10.X3) = 20 D(10 X3) = 1600
ERX1 —5X3—X2) =0 D(2X; —5X3 — Xz) = 399
C(10X35,2X; —5X3 — Xp) = =390 p(10X3,2X =5 X3 — X;) ~ —0,488
C(Xl + X2, X5 — X2) =25 p(Xl + X5, X3 — X2) ~ 0,905
9 7 8 50
E(Y)=[ 21 ], cov(Y)=[ 8 13 70
100 50 70 400
11 1
E(---) = 4600 + 20 = 4620, cov(Y) = (1 5 5 )
1 5 14
13 9 4
E(---)=1200 4+ 14 = 1214, cov(Y)=| 9 10 1
4 1 5
10 1 2 3 4
20 2 4 6 8
E(Y) = 30| E(---) = 3800 + 38 = 3838, cov(Y) = 36 9 12
40 4 8 12 16
Sttedn( hodnota povrchu uvedeného hranolu je rovna 1000 + 3,2 = 1003,2.
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Regresni analyza

Regresnt analyza :

fesi problém odhadu parametrii v regresnim modelu

pevné dané (zvolené, nenahodné) hodnoty vstupn( veli¢iny, tzv. regresory
odpovéd je z4visla na regresorech prostfednictvim zndmé funkce

méfend odpovéd je zatiZena ndhodngmi chybami

Regresnt model :
regresory jsou nendhodné velic¢iny, obvykle uspofddané do matice regresord X
odpovédi Y tvorfi nahodny vektor, obvykle dokonce ndhodny vgbér
je déan funként vztah Y = f(X) + €
€ je vektor nahodnych chyb
tvar funkce f je dan, regresni analyza odhaduje parametry funkce
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Linearni regresni model

Lineédrnt regresnt model (LRM) (linear regression model) (Y, X, B):

vyjadiuje zavislost tvaru

Yl X1'1 e Xl,k €1
. . B
Y = XB + € , podrobnéji = o N
B
Y, Xl oo Xnk) ==~ €n
—— B SN——
Y X €

Y je ndhodny vektor n pozorovani

regresory tvoil pevné danou (nendhodnou) matici planu (design matrix) X
B je vektor k nezndm{ch parametru

zavislost je linearnt vzhledem k parametrim B;

néhodné chyby €; jsou vzajemn& nezdvislé a maji rozdéleni ¢; ~ N(0, 0?)

n > k, tj. pocet pozorovani je vétS{ nez pocet parametrli

h(X) = k, tj. matice planu je plné hodnosti
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Metoda nejmensich Ctverci (MNC) (1)

Linedrni regresni model (Y, X, B), Y = XB + €, se obvykle Fes{ minimalizact jisté
penalizacni funkce. PFi FeSent
metodou nejmensich ctvercl (least square method) je kvadraticky v{raz

(Y —=XB)' (Y - XB)

minimalizovan vzhledem k nezndm{ch hodnotam parametri B. Pfi splnéni
podminek uvedeného linearntho regresntho modelu existuje vzdy pravé jedno

feSen( této minimalizace, které oznatime B.

Resent linedrntho regresntho modelu metodou nejmensich ¢tverci, B, lze
vyjadrit jako FeSent systému norméalnich rovnic:

X'XB=XY .
MNC-odhad parametrd je potom:

B=(XX)"'XY
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Metoda nejmensich Ctverci (MNC) (2)

Hodnoty sledované proménné aproximované (predikované) zvolenym regresnim
modelem s parametry B urcenymi metodou nejmensich ¢tvercl jsou

Y=XB=X(XX)"XY

r=Y-Y jsou rezidua (residuals), tj. odchylky skute¢né pozorované hodnoty
Y sledované velic¢iny od hodnoty 1% predikované regresnim modelem
Vhodnost modelu je kvantifikovdna rezidualnim souctem ctverct

Se=rr= (Y—XB)'(Y—XE)

Vhodnost modelu lze také posuzovat podle odhadu rozptylu ndhodnych chyb
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LRM — priklady (1)

1 -3 9 7
1 -2 4 4
1 -1 1 2 v x
31. VLIRM (Y, X,B), X = 1 1 1l Y = 5 spocitejte MNC-odhady
1 2 4 5
1 3 9 8

vektoru parametr(i B, aproximace Y, rezidudlni soutty &tvercii S, a s2. Jaké
regresni funkci matice planu odpovida?

32. Ve dvou LRM (Y, Xq,B) a (Y, Xz, B),

1 -1 1 0
1 0 0 0
Xi=1|1 1], Xx=1[|1|,Y=|0],
1 2 4 1
1 3 9 2

na stejnijch datech spotitejte MNC-odhady vektoru parametri B,
aproximace Y, rezidudlni soutty ¢tvercii S, a s2. Kter§ model z obou modeli
je vhodnéjsi? Jakgm regresnim funkcim matice planu odpovidaj(?
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LRM — priklady (2)

V nasledujicich prikladech spocitejte MNé—odhadg vektoru parametrt E
aproximace Y, rezidualni soutty Etvercli S, a s2 pro rlizné regresni funkce.
Rozhodnéte, kterd z funkcl je pro dané data nejvhodnéjsi. Odhadnuté regresni
funkce zobrazujte také graficky. Mizete téz vyzouset jeden bod z dat vynechat
a sledovat, jak se parametry funkce zmént.

y = Bo + Bix y = Bix

y = Bo+ Bix + Bax? y = Bix + Box?

y = Bo + Bilx]| y = Bo + Bix + Bre*
x|-2]-1] o]1] 2

33. Pro data v T _2|1|_1
x|-3]-1]0]1]3

34. Pro data v 5 T 1|1|3
x| -=3|-2|-1]0]1]3

35. Pro data v I _4|0|1|3
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LRM — priklady (3)

36.

37.

38.

39.

40.

Pro data —o —2f-ljoft 2
Y|-16|-6[0[4]-12
Pro data ;/( _(2) _; g ; i
Pro data :: _g _(1) g 1 ;
Pro data ; _g _é _g I _1 I i

Pomocl regresni ptimky prochézejici po¢dtkem spocitejte MNé—odhadg
vektoru parametrd B, aproximace Y, rezidualni soutty ¢tvercii S, a s> v LRM
(Y, X, B) pro data

x| 10| 20| 30| 40| 50| 60
Y | 0.18 [ 0.35 ] 0.48 | 0.65 | 0.84 | 0.97

Jednd se o méfent( koeficientu teplotni délkové roztaznosti médéné trubky.
Teplotni rozdil od 20 °C je x, prodlouzen( tyce je méfenad velic¢ina Y.
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LRM — priklady (4)

41. Pomoci (obecné) regresni pfimky spotitejte MNé—odhadg vektoru parametrd

B, aproximace Y, rezidudln( soucty ¢tvercl S, a s2 v LRM (Y, X, B) pro data
x|40|64|34]|15]|57 |45
Y|33|46|23|12|56|40

Jednd se o méren( zavislosti mnozstvi kyseliny mlécné ve 100 ml krve
u matky-provorodicky, x, a jejtho novorozence, Y. Obé veli¢iny jsou uvddény
jako hmotnost v mg.

42. Pomoci (obecné) regresni paraboly spocitejte MNC—odhadg vektoru
parametrl fA? aproximace Y, rezidualni soutty Etverc Se a s2 v LRM
(Y, X, B) pro data

x| 40| 50| 60| 70| 80| 90| 100
Y [6.1]5860]65]68]81]100

Jednd se o méren( zavislosti spotfeby paliva, Y v |/100 km motorového
vozidla na rychlosti, x v km/h, pfi zatfazeném stejném rychlostnim stupni.
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LRM v R prakticky — 1m

Ulozime data do proménnych:
x <-c¢c (1, 2, 3,4); Y <-c (1,0, 2, 3)
Vipotet MNC-odhadii (nejen) parametrii v R: funkce 1m (linear model)

formule je tvaru odpovéd’ ~ matice pldnu (regresni funkce), napt.:

Y ~ 1+ x obecnd piimka (1 + nenl tfeba psat)
Y ~0+ x + I(x"2) parabola prochézejicl poc¢atkem (0 + )
Y ~ I(abs(x)) |x| (1 + si R doplni automaticky)
Y ~ I(exp(x)) e* (1 + si Rdoplni{ automaticky)
model <- 1m (formule)
summary (model) prehled vysledki modelu

coef (model), model $coefficients = E

~

fitted (model), model $fitted.values = Y
residuals (model), model $residuals = r
model $model = X (bez sloupce jednicek)

Jak spotitdme S, a s% ?
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LRM v R prakticky — obrazky

P¥ipravime si prdzdn( graf, nechdme vice mista kolem zadan(ch dat:

plot (c(0,4), c(-2,4), type="n", xlab="osa x", ylab="osa y",
main="nazev")

Vykreslime data (x, Y) jako body (pch=¢islo znaku, col=¢islo barvy):
points (x, Y, pch=1, col=1)

Vykreslime body predikované modelem (x, )A/):

points (x, model$fitted.values, pch=18, col=2)

Predikce odpovédi modelu v libovolngch bodech:

predict (model, data.frame (x=c(z-soufadnice bodud)))

Vykreslime celou k¥ivku odhadnuté regresni funkce (lwd=tloustka &ary,
lty=typ ¢ary, from, to=x-soutadnice intervalu, add=TRUE je dulezité pro
pridant krivky):

curve (predict (model, data.frame(x=x)), from=0, to=4, col=2,
add=TRUE)

Opakovanim predchozich kroki mizeme prikreslovat kiivky dalsich regresnich
funkct, které mame spocitané.

Kopie obrazku do PDF: dev.copy2pdf (file="soubor.pdf")
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Rozdéleni pravdépodobnosti v LRM

méme bodové odhady B, chceme intervalové odhady a testovani hypotéz
teorie klasického LRM predpoklada e ~ N(0, a2/)

Potom mame: Y ~ N (XB, o°/) (I = jednotkové matice ¥adu n)

MNC-odhad B vektoru parametri je nestranng, B ~ N (B, o(X'X)™!)
s? je nestrannym odhadem rozptylu ndhodngch chyb, E(s?) = o2
S~ X2 — k)
nadhodné veliciny ;§ a s? jsou stochasticky nezévislé
'R R0

T=_CB-F _in=n (c € R¥)

s~/ (X' X)L

— ’ —~

(B* _ B*O) W—]_ (B* _ B*O)

F = 5 ~ F(m, n—k)
s2m

B* je subvektor o m sloZkéch

W je tomuto subvektoru odpovidajici blok m x m matice (X’'X)~1.

hornt index 0 znadl zvoleny Ciselny vektor, napfr. pri testovani( vjznamnosti
dosazujeme B® = (0, ---,04), resp. B =(0,---,0,)
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Testy vgznamnosti v LRM

Test vjznamnosti koeficientu B;, tj. test Hyp: B; = 0 proti Hy: B; + O:
v T volime ¢ = e; (i-t(j jednotkovy vektor), B° = 0
_ k-0 t(n — k), vii = {(X’X)71}..
S \/W’, 1,1
Test vyznamnosti modelu, Ho: (B1, ..., Bk—1) = 0 proti Hy: 3i > 0: B; + 0:
v F volime B* = (B1,....Bo), m=k—1,B°=(0,...,041)
n—k ST

F=r—135 ~Flk=1n—k

rezidalni soucet Ctvercl: S, = Z}’Zl(Y,- — \7;)2
celkovy soutet ttverc: St =3 7, (Yi — Y)?
R squared: R?> =1 — g—;
n—1

R-bar squared, adjusted R squared: R=1- (1- R?) —

T

~

formalné: R? = koeficient mnohondsobné korelace mezi Y a Y
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LRM v R prakticky — testy vjznamnosti

summary (model) = textovy prehled
prehled <- summary (model) = spocitd dalsi parametry a testy v modelu
M <- coef (prehled), M <- prehled $coefficients = matice:
M[,1] = fA? , MN(V:—odhadg parametrd modelu
M[,2] = standardni chyby MN C-odhadi parametrd modelu
M[,3] = T;, t-statistiky vgznamnosti koeficientli modelu
M[,4] = p-hodnoty testt Hy: B; = 0 proti Hi: B; #+ 0
prehled $r.squared = R?
prehled $adj.r.squared = RK?
prehled $fstatistic = vektor (F, k —1,n— k), F-statistika modelu
prehled $sigma = s
prehled $df = vektor (k, n — k, k)
model $df .residuals = n—k
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Obecné testy parametrii v LRM

12.12.2011

Test linedrn{ kombinace koeficientl Hp: C'E = ¢/B° proti Hi: C/E + /B

¢ € R¥ volime podle pozadované linedrn{ kombinace
B° volime tak, aby ¢’B° € R byla testovana hodnota
T = CIB_—CIBO ~ t(n— k)
s/ (X' X)" e
Ptiklad (parabola) @ By 4+ B1 = 1? = volime ¢ = (1,1,0), /B’ =1
Ptiklad (pfimka) @ 2By — 3B; = 10? = volime ¢ = (2,3, ¢'B° = 10

Vektorovy test koeficientd Hp: E: = B proti H: é; + B0
testujeme subvektor B* o m slozkach (m < k)
(B* _ B*O) W71 (B* _ B*O)
FE 5
s’ m
W je testovanému subvektoru odpovidajici blok m x m matice (X’X)!
Ptiklad e (Bo, B2) = (0,0)?
Ptiklad e (Bo, B1) = (0,1)?

~F(m, n—k)




Ondfrej Pokora M5120 Linearni istické modely | - p a do cviceni — podzim 2011 31/36 12.12.2011

LRM - testy — priklady

V prikladech 33.-42. dale spocitejte:
testujte vyznamnost koeficientt B; (i =0, ..., k — 1) pomocl statistik T;
testujte vyznamnost modelu pomoct statistiky F

. , , , =2
porovnejte vhodnost regresnich funkcl pomoci F, s2, R2a R

Pozndmka: alternativné ke klasickému rozhodovani o v(sledku statistického testu
na hladiné vjznamnosti a (porovnavani hodnoty testovaci statistiky s prislusngm
kvantilem) lze o vgsledku testu rozhodnout pomocl p-hodnoty (p-value) P:

P < a = zamitdme Hy ve prospéch H;
P > a = nezamitame Hy
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Korelaéni koeficient

Korelacn( koeficient (Pearsonlv) pxy:

ey — C(X,Y)
T /DX)V/D(Y)
pxy € [=1;1]

je mirou linearnt zavislosti nahodnych veli¢in X, Y (s kladngmi rozptyly)
Kovariance: C(X, Y) = E[X — E(X)][Y — E(Y)]

Pro normalné rozdélené ndhodné velic¢iny lze interpretovat pomoci LRM
s regresni funkc( Y = Bo + B1 X:

pxy =1 = pozitivni linedrn{ zavislost, B; > 0 je vgznamny

pxy = —1 = negativni linedrn( zavislost, 81 < 0 je vyznamny

pxy =0 = linearni nezévislost, 81 neni vyznamny

Obecné plati implikace: X, Y stochasticky nezédvislé = pxy = 0 (nezavislost =
nekorelovanost)
Pro normalné rozdéleni nahodné veli¢iny plati ekvivalence (nezavislost =

nekorelovanost)
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Vibérovy korela¢ni koeficient

V{bérovy korelacn( koeficient rxy:
je empirickou analogil korela¢ntho koeficientu pxy
pro nahodny vgbér ((X1, Y1), ..., (Xa, Ya))
n— Sxy
Sx Sy
Vibérovy rozptyl: $3 = -3 7 (X — X)? = L (Z7=1 X? — ny2)
V(bérova kovariance:
Sxv = iy LI (Xi = X)(Yi = V) = 7y (Z7, XiY; — nXY)
Testy pro normalné rozdélené ndhodné veliciny:
Test nezdvislosti Hp: pxy = 0 proti Hy: pxy # O:

T=—X _n—2~tn-2)
V31— iy

Test Hy: pxy = po proti Hi: pxy # po (tzv. Z-transformace):

1 14rxy 1 14po

U== ey - V=3~ N(@0,1)
2" T "y 2" 1= py 2(n—1
—_———

z
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V(bérovy koeficient mnohonasobné korelace

V{bérovy koeficient mnohondsobné korelace ry.x:

re.w = RyxRxxRxy

je empirickou analogil koeficientu mnohonasobné korelace py.x

rv.x ® py-x = p(Y, \A/)

py-x €[0;1]

Koeficient determinace: R? = r .y

pro ndhodny vgbér ((Y1, X1)', ..., (Ya Xa)') z (k + 1)-rozmérného rozd&lent
Test pro normalné rozdélené ndhodné velic¢iny Hy: py.x = 0 proti

Hi: py-x # 0, tj. Ze Y nezévis( na komplexu nahodnych veli¢in X:

k-1 12
F=" VX CF(kon—k—1)
k 1—ry.x
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Vibérovy koeficient parcialni korelace

V(bérovy koeficient parcialni korelace ry z.x:
_ ryz — Ryx Ryx Rxz
ry z.x =
V(1= RixRtRxv) (1 — RexRick R

je empirickou analogil parcidlntho korela¢ntho koeficientu py z.x

rvzx ®pyzx=pY =Y. Z-2)

py.zx €[-1;1]

pro ndhodng vgbér (Y1, X1, 1), ..., (Ya, Xn, Z5)') z (k + 2)-rozmérného
rozdélent

Test pro normalné rozdélené nédhodné veli¢iny Hy: py, z.x = 0 proti

Hi: py,z.x #0, tj. ze Y, Z jsou nezavislé nahodné veli¢iny po odectent
(linedrntho) vlivu komplexu ndhodnych veli¢in X:

T=_1YZX  tn—k-2)

\/ 1- rszf,z-x
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Vigbérové korelacni koeficienty v R

predpokladame, ze v proménngch X, Y, Z mame realizace ndhodného vjbéru
cor (X, Y) = vgbérovy korela¢n( koeficient rxy
Vibérovy koeficient mnohonédsobné korelace rz.(x,yy
mZ <- Im (1 + X + Y) = LRM na proménnych X, Y
Zh <- mZ$fitted.values = 7= BE—{—B}X —|—BZY
cor (Z, Zh) = rz. (X,Yy = R(Z, Z)
Vibérovy koeficient parcidlni korelace ry z.x
mY <- Im (1 + X) = LRM na proménné X
mZ <- 1m (1 + X) = LRM na proménné X
Yr <- mY$residuals = rezidua Y — Y = Y — EE —//S’IX
Zr <- mZ$residuals = rezidua Z — 7 = Z — ap — X
cor (Yr, Zr) = ryzx=R(Y =Y,Z - 2)




