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Maximálně věrohodné odhady

Náhodný výběr X1, . . . ,Xn rosahu n z rozděleńı pravděpodobnosti P :
I Xi ∼ P (i = 1, . . . , n)
I X1, . . . ,Xn jsou stochasticky nezávislé
I Co to znamená pro vztah mezi simultánńı a marginálńı hustotoupravděpodobnosti f (x) (pravděpodobnostńı funkci p(x)) ?
Rozděleńı pravděpodobnosti závislé na parametru (parametrech) θ:
I f (x), p(x) jako funkce proměnné θ ⇒ L(θ)
I Věrohodnostńı funkce L(θ) a logaritmická věrohodnostńı funkce l (θ):

L(θ) = L(θ; x1, . . . , xn) = n∏
i=1

f (xi ;θ) = n∏
i=1

p(xi ;θ)
l (θ) = l (θ; x1, . . . , xn) = ln L(θ; x1, . . . , xn) = n∑

i=1

ln f (xi ;θ) = n∑
i=1

ln p(xi ;θ)
I Jak odhadnout θ ze znalosti X1, . . . ,Xn ?
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Maximálně věrohodné odhady
Myšlenka: parametr θ odhadneme hodnotou, která je při daném náhodnémvýběru ze známého rozděleńı pravděpodobnosti nejv́ıce pravděpodobná.
Maximálně věrohodný odhad (MLE = maximum likelihood estimator) θ̂MLparametru θ se źıská maximalizaćı věrohodnostńı funkce L(θ):

θ̂ML : L(θ; x1, . . . , xn)→ max
θ
, resp. l (θ; x1, . . . , xn)→ max

θTo znamená naj́ıt stacionárńı bod funkce l (θ) vzhledem k θ,
∂
∂θ l (θ) = 0 (věrohodnostńı rovnice),

a ově̌rit 2. diferenciál, resp. derivaci,
∂2
∂θ2

l (θ)∣∣∣
θ=θ̂ML

< 0 .

Poznámka: v př́ıpadě věktoru parametrů θ řeš́ıme soustavu věrohodnostńıch rovnic pro θ z 1. derivaćıa ově̌rujeme negativńı definitnost matice 2. derivaćı.
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MLE – p̌ŕıklady (1)
1. Najděte ML-odhad parametru θ ∈ [0, 1] pro náhodný výběr X1, . . . ,Xnz binomického rozděleńı Bi(m, θ) (m ∈ N) s pravděpodobnost́ı funkćı

p(x) = (mx )θx (1− θ)m−x pro x = 0, 1, . . . ,m; p(x) = 0 jinak.
2. Najděte ML-odhad parametru θ ∈ [0, 1] pro náhodný výběr X1, . . . ,Xnz geometrického rozděleńı Ge(θ) s pravděpodobnost́ı funkćı

p(x) = (1− θ)xθ pro x ∈ N0; p(x) = 0 jinak.
3. Najděte ML-odhady parametrů µ ∈ R a σ2 > 0 pro náhodný výběr

X1, . . . ,Xn z Gaussova rozděleńı N(µ, σ2) s hustotou pravděpodobnosti
f (x) = 1√

2π σ2
exp

[
− (x − µ)2

2 σ2

]
.

4. Najděte ML-odhady parametrů µ ∈ R a σ2 > 0 pro náhodný výběr
X1, . . . ,Xn z logaritmického normálńıho rozděleńı LN(µ, σ2):

f (x) = 1√
2π σ2 x

exp

[
− (ln x − µ)2

2 σ2

] pro x > 0; f (x) = 0 jinak.
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MLE – p̌ŕıklady (2)
5. Najděte ML-odhad parametru µ > 0 pro náhodný výběr X1, . . . ,Xnz exponenciálńıho rozděleńı Ex(µ) s hustotou pravděpodobnosti

f (x) = 1

µ exp

[
−x

µ

] pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.
6. Najděte ML-odhad parametru λ > 0 pro náhodný výběr X1, . . . ,Xnz exponenciálńıho rozděleńı Ex(λ) s hustotou pravděpodobnosti

f (x) = λ exp [−λx ] pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.
7. Najděte ML-odhady parametrů λ > 0 a k > 0 pro náhodný výběr X1, . . . ,Xnz Weibullova rozděleńı Wb(λ, k) s hustotou pravděpodobnosti

f (x) = k λ xk−1 exp
[
−λ xk

] pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.
8. Najděte ML-odhad parametru s > 0 pro náhodný výběr X1, . . . ,Xnz Rayleighova rozděleńı Ra(s) s hustotou pravděpodobnosti

f (x) = x

s
exp

[
− x2

2 s

] pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.
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MLE – p̌ŕıklady (3)

9. Najděte ML-odhad parametru λ > 0 pro náhodný výběr X1, . . . ,Xn z Gammarozděleńı Γ(λ, k) (k > 0) s hustotou pravděpodobnosti
f (x) = λkΓ(k)xk−1 exp [−λ x ] pro x ≥ 0; f (x) = 0 jinak.

Najděte také věrohodnostńı rovnici pro ML-odhad k .Pomůcka: ∂
∂k lnΓ(k) = Ψ(k) = digamma funkce.

?. Dalš́ı př́ıklady pro odvozeńı ML-odhadů parametrů v rozděleńıchs podobnými tvary hustot naleznete na stránce dr. Forbelské.
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MLE – řešeńı p̌ŕıkladů

1. θ̂ML = X

2X − n

2. θ̂ML = 1

1 + X

3. µ̂ML = X , σ̂2
ML = 1

n

n∑
i=1

(Xi − µ̂ML)2
4. µ̂ML = 1

n

n∑
i=1

lnXi , σ̂2
ML = 1

n

n∑
i=1

(lnXi − µ̂ML)2
5. λ̂ML = X

6. λ̂ML = 1

X

7. λ̂ML = n∑n
i=1 X

k
i

8. ŝML = 1

2 n

n∑
i=1

X 2
i

9. λ̂ML = k

X
, ML-rovnice pro k : Ψ(k̂ML) = ln λ+ X
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Odhady parametrů momentovou metodou

Odhady parametrů tzv. metodou momentů spoč́ıvá ve vyjádřeńı několika prvńıch(tolik, kolik poťrebujeme) momentů Mp rozděleńı pravděpodobnosti náhodnéveličiny X ,
Mp = E(X p) (p = 1, 2, . . . ) .Teoretické momenty Mp záviśı na neznámých parametrech, které chcemeodhadnout.

Momenty Mp v rovnici (rovnićıch) nahrad́ıme (aproximujeme)výběrovými momenty mp ,
mp = 1

n

n∑
i=1

X p
i (p = 1, 2, . . . ) ,

které záviśı pouze na náhodném výběru. Algebraickým vyjádřeńım (př́ıp.numerickým výpočtem) hledaných parametrů z rovnice (systému rovnic) pro mpobdrž́ıme odhady θ̂MM momentovou metodou.
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Momentové odhady – p̌ŕıklady

Jako cvičeńı spočtěte odhady parametrůmomentovou metodou v př́ıkladech 1.–9.pro maximálně věrohodné odhady.
Nejdř́ıve odvod’te (pro hustotyintegrováńım), nebo pomoćı tabulek čipoč́ıtače nalezněte, momenty danýchrozděleńı pravděpodobnosti,

Mp = E(X p) (p = 1, 2, . . . )
Pro kontrolu jsou prvńı dva momenty
M1,M2 uvedeny v tabulce vpravo.
Poté odvod’te momentové odhadyparametrů a porovnejte je s maximálněvěrohodnými odhady.

př́ıklad M1 M2

1. m θ m θ (1− θ)
2. 1−θ

θ
(1−θ)2+(1−θ)

θ2

3. µ µ2 + σ 2

4. exp
[
µ + 1

2
σ 2
]

exp [2µ + 2σ 2]
5. µ 2µ2

6. 1
λ

2
λ2

7. 1
k
λ− 1

k Γ ( 1
k

)
λ− 2

k Γ (1 + 2
k

)
8.

√ π s
2

2 s

9. k
λ

k(k+1)
λ2
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Momentové odhady – řešeńı p̌ŕıkladů

Označeńı: p-tý výběrový moment = mp = 1

n

n∑
i=1

X p
i (p = 1, 2, . . . )

1. θ̂MM = m1

m

2. θ̂MM = 1

1 + m1

3. µ̂MM = m1 , σ̂2
MM = m2 −m2

1

4. µ̂MM = 2 lnm1 − 1
2 lnm2 , σ̂2

MM = lnm2 − 2 lnm1

5. λ̂MM = m1

6. λ̂MM = 1

m1

8. ŝMM = 2m2
1

π , anebo ŝMM = m2

2

9. λ̂MM = m1

m2 −m2
1

, k̂MM = m2
1

m2 −m2
1
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Náhodné vektory

Náhodný vektor X = (X1, . . . ,Xn)′ (reálný) je mě̌ritelná vektorová funkce
X = (X1, . . . ,Xn)′ : Ω→ Rn, jej́ıž složky jsou náhodné veličiny, Xi : Ω→ R, nastejném pravděpodobnostńım prostoru (Ω, A,P).
Sťredńı hodnota E(X ) náhodného vektoru je definována po složkách:

E(X ) = (E(X1), . . . ,E(Xn))′ .
Kovariančńı matice cov(X ) (variance-covariance matrix) náhodného vektoru:

D(X ) = cov(X ) = {ci ,j}ni ,j=1 , kde ci ,j = C(Xi ,Xj ) .
I cov(X ) je čtvercová řádu n, symetrická (proč?)
I hlavńı diagonálu tvǒŕı rozptyly D(Xi ), ostatńı složky jsou kovariance C(Xi ,Xj )
I pozitivně semidefinitńı, tzn. ∀u ∈ Rn : u′ cov(X ) u ≥ 0Poznámka: Anglická literatura často už́ıvá společný pojem variance (var,Var). Potom rozuḿıme:
var(X ) = D(X ) pro náhodnou veličinu a var(X ) = cov(X ) pro náhodný vektor.
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Jednoduché transformace náhodných vektorů

Lineárńı transformace Rn → Rm:
E(a + BX ) = a + B E(X )

cov(a + BX ) = B cov(X )B ′
Lineárńı forma Rn → R:

E(a + b′X ) = a + b′ E(X )
D(a + b′X ) = b′ cov(X ) b

Kvadratická forma Rn → R:
E(X ′ AX ) = E(X )′ AE(X ) + Tr [A cov(X )]

a ∈ Rm; B ∈ Rn×m; a ∈ R; b ∈ Rm; A ∈ Rn×n pozitivně definitńı
Stopa (Trace) matice = Tr(C ) = ∑n

i=1{ci ,i}Plat́ı: Tr(AB C ) = Tr(B C A) = Tr(C AB)
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Náhodné vektory – p̌ŕıklady (1)

V následuj́ıćıch př́ıkladech spoč́ıtejte E(X ), cov(X ) náhodného vektoru X :
13. Znáte: E(Xi ) = 10 i , C(Xi ,Xj ) = i j , (i , j = 1, 2).
14. Znáte: E(Xi ) = 10 i , D(Xi ) = i2, (i , j = 1, 2, 3); ρ(Xi ,Xj ) = 0,5 pro i 6= j .
15. X je náhodný výběr rozsahu 4 z rozděleńı N(10, 4).
16. X je náhodný výběr rozsahu 5 z rozděleńı Ex(λ).
17. Znáte: EX1

X2

X3

 = 20
30
2

 , cov

X1

X2

X3

 = 100 0 25? 9 ?? 9 16

 . Spoč́ıtejte sťredńı
hodnoty, rozptyly, kovariance, korelačńı koeficienty náhodných veličin
X1,X2,X3. Které dvojice (trojice) veličin jsou stochasticky nezávislé?

18. V př́ıkladu 17. , s využit́ım vhodných transformaćı, spoč́ıtejte:
I E(10X3)
I E(2X1 − 5X3 − X2)
I C(10X3, 2X1 − 5X3 − X2)
I C(X1 + X2,X3 − X2)

I D(10X3)
I D(2X1 − 5X3 − X2)
I ρ(10X3, 2X1 − 5X3 − X2)
I ρ(X1 + X2,X3 − X2)
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Náhodné vektory – p̌ŕıklady (2)

11. Dokažte vlastnosti kovariančńı matice.
12. Dokažte vztahy pro sťredńı hodnotu a kovariančńı matici transformovanýchnáhodných vektorů.
19. Ově̌rte, pro že výběrový průměr X náhodného výběru rozsahu n z rozděleńıse sťredńı hodnotou µ a rozptylem σ2 plat́ı: E (X) = µ, D

(
X
) = σ2/n.

20. Ově̌rte, že pro výběrový rozptyl S2
X náhodného výběru rozsahu n z rozděleńı

N(µ, σ2) plat́ı: E (S2
X

) = σ2, D
(
S2
X

) = 2σ4/(n − 1).
21. Ově̌rte, pro že pro náhodný výběr rozsahu n z rozděleńı se sťredńı hodnotou

µ a rozptylem σ2 plat́ı vztah E [3Q1 − Q2] = (n − 3)σ2,kde Q1 = ∑n
i=1

(
Xi − X

)2 a Q2 = (Xn − X1)2 +∑n−1
i=2 (Xi − Xi−1)2.

22. Spoč́ıtejte E(Y ) a cov(Y ) transformovaného náhodného vektoru
Y = −11

0

+ 1 1
−1 2
0 10

X , když E(X ) = ( 0
10

)
, cov(X ) = (1 1

1 4

)
.
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Náhodné vektory – p̌ŕıklady (3)

23. Spočtěte sťredńı hodnotu E
(
Y 2
1 + Y 2

2 + Y 2
3

) a kovariančńı matici cov(Y ),kde Y1 = X1, Y2 = X1 +X2, Y3 = X1 +X2 +X3 jsou transformace vzájemněnezávislých náhodných veličin X1,X2,X3,
E(X1) = 10, E(X2) = 20, E(X3) = 30, D(X1) = 1, D(X2) = 4,D(X3) = 9.

24. Spočtěte sťredńı hodnotu E (Y1Y2 + Y2Y3 + Y3Y1) a kovariančńı matici
cov(Y ), kde Y1 = X2 + X3, Y2 = X1 + X3, Y3 = X1 + X2 jsou transformacevzájemně nekorelovaných složek náhodného vektoru X , E(X ) = (10, 10, 10)′,
D(Xi ) = i2.

25. Spočtěte E(Y ), cov(Y ) a E
(
Y 2
1 + Y 2

2 + Y 2
3 + Y 2

4 + 2Y1Y4

),kde X1,X2,X3,X4 jsou náhodné veličiny, E(Xi ) = 10, C(Xi ,Xj ) = 1.Známe transformačńı vztahy
X1 = Y1, X2 = Y2 − Y1, X3 = Y3 − Y2, X4 = Y4 − Y3.

26. Spoč́ıtejte sťredńı hodnotu povrchu hranolu s podstavou tvaru čtverce. Délkahrany podstavy je náhodná veličina se sťredńı hodnotou 10 a rozptylem 1,výška hranolu je náhodná veličina se sťredńı hodnotou 20 a rozptylem 9a jej́ı korelačńı koeficient s délkou hrany podstavy je 0,1.
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Některé vztahy ve vektorové (maticové) formě

Když X = (X1, . . . ,Xn)′ je náhodný vektor, jeho kovariančńı matici lze vyjádřitnásleduj́ıćım způsobem:
cov(X ) = E

{[X − E(X )] · [X − E(X )]′} .

Někdy je t́ımto vztahem kovariančńı matice definována. Všimněte si podobnosti s definićı kovariancenáhodných veličin: C(X1,X2) = E {[X1 − E(X1)] [X2 − E(X2)]}. V našem př́ıpadě však jde součinvektorů (sloupec · řádek → matice).
Některé známé vztahy přepsané vektorově (maticově):
I Xi = e′i X , ei = (0, . . . , 0, 1i , 0, . . . , 0) je i-tý ”jednotkový vektor“
I n X = ∑n

i=1 Xi = (1, · · · , 1) X
I
∑n

i=1 X
2
i = X ′ I X , I = diag(1, . . . , 1) = ”jednotková matice“

I n2 (X )2 = X ′ J X , J = {1}ni ,j=1 = ”jedničková matice“
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Náhodné vektory – řešeńı p̌ŕıkladů
18. I E(10X3) = 20

I E(2X1 − 5X3 − X2) = 0

I C(10X3, 2X1 − 5X3 − X2) = −390
I C(X1 + X2,X3 − X2) = 25

I D(10X3) = 1600

I D(2X1 − 5X3 − X2) = 399

I ρ(10X3, 2X1 − 5X3 − X2) ≈ −0,488
I ρ(X1 + X2,X3 − X2) ≈ 0,905

22. E(Y ) =  9
21
100

, cov(Y ) =  7 8 50
8 13 70
50 70 400


23. E(· · ·) = 4600 + 20 = 4620, cov(Y ) = 1 1 1

1 5 5
1 5 14


24. E(· · ·) = 1200 + 14 = 1214, cov(Y ) = 13 9 4

9 10 1
4 1 5


25. E(Y ) =


10
20
30
40

, E(· · ·) = 3800 + 38 = 3838, cov(Y ) =

1 2 3 4
2 4 6 8
3 6 9 12
4 8 12 16


26. Sťredńı hodnota povrchu uvedeného hranolu je rovna 1000 + 3,2 = 1003,2.
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Regresńı analýza

Regresńı analýza :
I řeš́ı problém odhadu parametrů v regresńım modelu
I pevně dané (zvolené, nenáhodné) hodnoty vstupńı veličiny, tzv. regresory
I odpověd’ je závislá na regresorech prosťrednictv́ım známé funkce
I mě̌rená odpověd’ je zat́ıžena náhodnými chybami
Regresńı model :
I regresory jsou nenáhodné veličiny, obvykle uspǒrádané do matice regresorů X
I odpovědi Y tvǒŕı náhodný vektor, obvykle dokonce náhodný výběr
I je dán funkčńı vztah Y = f (X ) + ε
I ε je vektor náhodných chyb
I tvar funkce f je dán, regresńı analýza odhaduje parametry funkce
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Lineárńı regresńı model

Lineárńı regresńı model (LRM) (linear regression model) (Y ,X ,β):
I vyjadřuje závislost tvaru

Y = Xβ + ε , podrobněji

Y1......
Yn


︸ ︷︷ ︸

Y

=

x1,1 . . . x1,k... ...... ...
xn,1 . . . xn,k


︸ ︷︷ ︸

X

·

β1...
βk


︸ ︷︷ ︸

β

+

ε1......
εn


︸ ︷︷ ︸

ε

I Y je náhodný vektor n pozorováńı
I regresory tvǒŕı pevně danou (nenáhodnou) matici plánu (design matrix) X
I β je vektor k neznámých parametrů
I závislost je lineárńı vzhledem k parametrům βi
I náhodné chyby εi jsou vzájemně nezávislé a maj́ı rozděleńı εi ∼ N(0, σ2)
I n > k , tj. počet pozorováńı je větš́ı než počet parametrů
I h(X ) = k , tj. matice plánu je plné hodnosti
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Metoda nejmenš́ıch čtverců (MNČ) (1)

Lineárńı regresńı model (Y ,X ,β), Y = Xβ + ε, se obvykle řeš́ı minimalizaćı jistépenalizačńı funkce. Při řešeńımetodou nejmenš́ıch čtverců (least square method) je kvadratický výraz
(Y − Xβ)′ (Y − Xβ)

minimalizován vzhledem k neznámých hodnotám parametrů β. Při splněńıpodḿınek uvedeného lineárńıho regresńıho modelu existuje vždy právě jednořešeńı této minimalizace, které označ́ıme β̂.
I Řešeńı lineárńıho regresńıho modelu metodou nejmenš́ıch čtverců, β̂, lzevyjádřit jako řešeńı systému normálńıch rovnic :

X ′Xβ = X ′Y .

MNČ-odhad parametrů je potom:
β̂ = (X ′X)−1 X ′Y
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Metoda nejmenš́ıch čtverců (MNČ) (2)

I Hodnoty sledované proměnné aproximované (predikované) zvoleným regresńımmodelem s parametry β̂ určenými metodou nejmenš́ıch čtverců jsou
Ŷ = Xβ̂ = X

(
X ′X

)−1 X ′Y

I r = Y − Ŷ jsou rezidua (residuals) , tj. odchylky skutečně pozorované hodnoty
Y sledované veličiny od hodnoty Ŷ predikované regresńım modelem

I Vhodnost modelu je kvantifikována reziduálńım součtem čtverců
Se = r ′r = (Y − Xβ̂

)′ (
Y − Xβ̂

)
I Vhodnost modelu lze také posuzovat podle odhadu rozptylu náhodných chyb

s2 = Se
n − k
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LRM – p̌ŕıklady (1)

31. V LRM (Y ,X ,β), X =

1 −3 9
1 −2 4
1 −1 1
1 1 1
1 2 4
1 3 9

, Y =

7
4
2
2
5
8

 spoč́ıtejte MNČ-odhady
vektoru parametrů β̂, aproximace Ŷ , reziduálńı součty čtverců Se a s2. Jakéregresńı funkci matice plánu odpov́ıdá?

32. Ve dvou LRM (Y ,X1,β) a (Y ,X2,β),
X1 =


1 −1
1 0
1 1
1 2
1 3

 , X2 =

1
0
1
4
9

 , Y =

0
0
0
1
2

 ,

na stejných datech spoč́ıtejte MNČ-odhady vektoru parametrů β̂,aproximace Ŷ , reziduálńı součty čtverců Se a s2. Který model z obou modelůje vhodněǰśı? Jakým regresńım funkćım matice plánu odpov́ıdaj́ı?
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LRM – p̌ŕıklady (2)

V následuj́ıćıch př́ıkladech spoč́ıtejte MNČ-odhady vektoru parametrů β̂,aproximace Ŷ , reziduálńı součty čtverců Se a s2 pro různé regresńı funkce.Rozhodněte, která z funkćı je pro daná data nejvhodněǰśı. Odhadnuté regresńıfunkce zobrazujte také graficky. Můžete též vyzoušet jeden bod z dat vynechata sledovat, jak se parametry funkce změńı.
I y = β0 + β1x
I y = β0 + β1x + β2x2

I y = β0 + β1|x |

I y = β1x
I y = β1x + β2x2

I y = β0 + β1x + β2ex
33. Pro data x −2 −1 0 1 2

Y −2 1 −2 1 −1 .
34. Pro data x −3 −1 0 1 3

Y 2 1 1 1 3
.

35. Pro data x −3 −2 −1 0 1 3

Y −5 −3 −4 0 1 3
.
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LRM – p̌ŕıklady (3)

36. Pro data x −2 −1 0 1 2

Y −16 −6 0 4 −12 .
37. Pro data x −2 −1 0 1 2

Y 0 2 3 3 1
.

38. Pro data x −2 −1 0 1 2

Y 2 0 0 1 2
.

39. Pro data x −3 −1 0 1 2

Y 2 0 −2 −1 1
.

40. Pomoćı regresńı př́ımky procházej́ıćı počátkem spoč́ıtejte MNČ-odhadyvektoru parametrů β̂, aproximace Ŷ , reziduálńı součty čtverců Se a s2 v LRM(Y ,X ,β) pro data
x 10 20 30 40 50 60

Y 0.18 0.35 0.48 0.65 0.84 0.97

Jedná se o mě̌reńı koeficientu teplotńı délkové roztažnosti měděné trubky.Teplotńı rozd́ıl od 20 ◦C je x , prodloužeńı tyče je mě̌rená veličina Y .
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LRM – p̌ŕıklady (4)

41. Pomoćı (obecné) regresńı př́ımky spoč́ıtejte MNČ-odhady vektoru parametrů
β̂, aproximace Ŷ , reziduálńı součty čtverců Se a s2 v LRM (Y ,X ,β) pro data

x 40 64 34 15 57 45

Y 33 46 23 12 56 40

Jedná se o mě̌reńı závislosti množstv́ı kyseliny mléčné ve 100 ml krveu matky-provorodičky, x , a jej́ıho novorozence, Y . Obě veličiny jsou uváděnyjako hmotnost v mg.
42. Pomoćı (obecné) regresńı paraboly spoč́ıtejte MNČ-odhady vektoruparametrů β̂, aproximace Ŷ , reziduálńı součty čtverců Se a s2 v LRM(Y ,X ,β) pro data

x 40 50 60 70 80 90 100

Y 6.1 5.8 6.0 6.5 6.8 8.1 10.0

Jedná se o mě̌reńı závislosti spoťreby paliva, Y v l/100 km motorovéhovozidla na rychlosti, x v km/h, při zařazeném stejném rychlostńım stupni.
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LRM v R prakticky – lm

I Ulož́ıme data do proměnných:
x <- c (1, 2, 3, 4) ; Y <- c (-1, 0, 2, 3)

I Výpočet MNČ-odhadů (nejen) parametrů v R: funkce lm (linear model)
I formule je tvaru odpověd’ ~ matice plánu (regresńı funkce), např.:
I Y ~ 1 + x obecná př́ımka (1 + neńı ťreba psát)
I Y ~ 0 + x + I( x ^2) parabola procházej́ıćı počátkem (0 + )
I Y ~ I(abs( x )) |x | (1 + si R doplńı automaticky)
I Y ~ I(exp( x )) ex (1 + si R doplńı automaticky)

I model <- lm (formule)

I summary (model) přehled výsledků modelu
I coef (model), model $coefficients ⇒ β̂
I fitted (model), model $fitted.values ⇒ Ŷ
I residuals (model), model $residuals ⇒ r
I model $model ⇒ X (bez sloupce jedniček)
I Jak spoč́ıtáme Se a s2 ?
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LRM v R prakticky – obrázky
I Připrav́ıme si prázdný graf, necháme v́ıce ḿısta kolem zadaných dat:

plot (c(0,4), c(-2,4), type="n", xlab="osa x", ylab="osa y",

main="nazev")

I Vykresĺıme data (x ,Y ) jako body (pch=č́ıslo znaku, col=č́ıslo barvy):
points ( x , Y , pch=1, col=1)

I Vykresĺıme body predikované modelem (x , Ŷ ):
points (x, model$fitted.values, pch=18, col=2)

I Predikce odpovědi modelu v libovolných bodech:
predict (model, data.frame (x=c(x-souřadnice bodů)))

I Vykresĺıme celou ǩrivku odhadnuté regresńı funkce (lwd=tloušt’ka čáry,
lty=typ čáry, from, to=x-souřadnice intervalu, add=TRUE je důležité propřidáńı ǩrivky):
curve (predict (model, data.frame( x =x)), from=0, to=4, col=2,

add=TRUE)

I Opakováńım předchoźıch kroků můžeme přikreslovat ǩrivky dalš́ıch regresńıchfunkćı, které máme spoč́ıtané.
I Kopie obrázku do PDF: dev.copy2pdf ( file="soubor.pdf" )
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Rozděleńı pravděpodobnosti v LRM
I máme bodové odhady β̂, chceme intervalové odhady a testováńı hypotéz
I teorie klasického LRM předpokládá ε ∼ N(0, σ2I)
I Potom máme: Y ∼ N(Xβ, σ2I

) (I = jednotková matice řádu n)
I MNČ-odhad β̂ vektoru parametrů je nestranný, β̂ ∼ N(β, σ2(X ′X )−1)
I s2 je nestranným odhadem rozptylu náhodných chyb, E(s2) = σ2

I Se

σ2 ∼ χ2(n − k)
I náhodné veličiny β̂ a s2 jsou stochasticky nezávislé
I T = c ′β̂ − c ′β0

s
√

c ′(X ′X )−1c ∼ t(n − k) (c ∈ Rk )
I F =

(
β̂∗ − β∗0

)′
W−1

(
β̂∗ − β∗0

)
s2 m

∼ F(m, n − k)
• β∗ je subvektor o m složkách
• W je tomuto subvektoru odpov́ıdaj́ıćı blok m ×m matice (X ′X )−1.
• horńı index 0 znač́ı zvolený č́ıselný vektor, např. při testováńı významnostidosazujeme β0 = (0, · · · , 0k )′, resp. β∗0 = (0, · · · , 0m)′
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Testy významnosti v LRM

Test významnosti koeficientu βi , tj. test H0: βi = 0 proti H1: βi 6= 0:
I v T voĺıme c = ei (i-tý jednotkový vektor), β0 = 0

I Ti = β̂i − 0

s
√
vi ,i
∼ t(n − k), vi ,i = {(X ′X )−1}

i ,i

Test významnosti modelu , H0: (β1, . . . , βk−1) = 0 proti H1: ∃i > 0: βi 6= 0:
I v F voĺıme β∗ = (β1, . . . , β0), m = k − 1, β∗0 = (0, . . . , 0k−1)
I F = n − k

k − 1

ST
Se
∼ F(k − 1, n − k)

I rezidálńı součet čtverců: Se = ∑n
j=1(Yi − Ŷi )2

I celkový součet čtverců: ST = ∑n
j=1(Yi − Y )2

I R squared: R2 = 1− Se

ST

I R-bar squared, adjusted R squared: R2 = 1− (1− R2) n−1n−k

I formálně: R2 = koeficient mnohonásobné korelace mezi Y a Ŷ
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LRM v R prakticky – testy významnosti

I summary (model) ⇒ textový přehled
I prehled <- summary (model) ⇒ spoč́ıtá dalš́ı parametry a testy v modelu
I M <- coef (prehled), M <- prehled $coefficients ⇒ matice:

I M[,1] ⇒ β̂ , MNČ-odhady parametrů modelu
I M[,2] ⇒ standardńı chyby MNČ-odhadů parametrů modelu
I M[,3] ⇒ Ti , t-statistiky významnosti koeficientů modelu
I M[,4] ⇒ p-hodnoty testů H0: βi = 0 proti H1: βi 6= 0

I prehled $r.squared ⇒ R2

I prehled $adj.r.squared ⇒ R̄2

I prehled $fstatistic ⇒ vektor (F , k − 1, n − k) , F-statistika modelu
I prehled $sigma ⇒ s

I prehled $df ⇒ vektor (k , n − k, k)
I model $df.residuals ⇒ n − k
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Obecné testy parametrů v LRM
Test lineárńı kombinace koeficientů H0: c ′β̂ = c ′β0 proti H1: c ′β̂ 6= c ′β0:
I c ∈ Rk voĺıme podle požadované lineárńı kombinace
I β0 voĺıme tak, aby c ′β0 ∈ R byla testovaná hodnota
I T = c ′β̂ − c ′β̂0

s
√

c ′(X ′X )−1c ∼ t(n − k)
I Př́ıklad (parabola) • β0 + β1 = 1? ⇒ voĺıme c = (1, 1, 0)′, c ′β0 = 1

I Př́ıklad (př́ımka) • 2β0 − 3β1 = 10? ⇒ voĺıme c = (2, 3)′, c ′β0 = 10

Vektorový test koeficientů H0: β̂∗ = β∗0 proti H1: β̂∗ 6= β∗0:
I testujeme subvektor β∗ o m složkách (m ≤ k)
I F =

(
β̂∗ − β∗0

)′
W−1

(
β̂∗ − β∗0

)
s2 m

∼ F(m, n − k)
I W je testovanému subvektoru odpov́ıdaj́ıćı blok m ×m matice (X ′X )−1
I Př́ıklad • (β0, β2)′ = (0, 0)′?
I Př́ıklad • (β0, β1)′ = (0, 1)′?
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LRM – testy – p̌ŕıklady

V př́ıkladech 33.–42. dále spoč́ıtejte:
I testujte významnost koeficientů βi (i = 0, . . . , k − 1) pomoćı statistik Ti

I testujte významnost modelu pomoćı statistiky F

I porovnejte vhodnost regresńıch funkćı pomoćı F , s2, R2 a R
2

Poznámka: alternativně ke klasickému rozhodováńı o výsledku statistického testuna hladině významnosti α (porovnáváńı hodnoty testovaćı statistiky s př́ıslušnýmkvantilem) lze o výsledku testu rozhodnout pomoćı p-hodnoty (p-value) P :
I P ≤ α ⇒ zaḿıtáme H0 ve prospěch H1

I P > α ⇒ nezaḿıtáme H0
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Korelačńı koeficient
Korelačńı koeficient (Pearsonův) ρXY :
I ρXY = C(X ,Y )√

D(X )√D(Y )
I ρXY ∈ [−1; 1]
I je ḿırou lineárńı závislosti náhodných veličin X ,Y (s kladnými rozptyly)
I Kovariance: C(X ,Y ) = E [X − E(X )] [Y − E(Y )]
Pro normálně rozdělené náhodné veličiny lze interpretovat pomoćı LRMs regresńı funkćı Ŷ = β0 + β1X :
I ρXY = 1 ⇒ pozitivńı lineárńı závislost, β1 > 0 je významný
I ρXY = −1 ⇒ negativńı lineárńı závislost, β1 < 0 je významný
I ρXY = 0 ⇒ lineárńı nezávislost, β1 neńı významný
Obecně plat́ı implikace: X ,Y stochasticky nezávislé ⇒ ρXY = 0 (nezávislost ⇒nekorelovanost)Pro normálně rozděleńı náhodně veličiny plat́ı ekvivalence (nezávislost =nekorelovanost)
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Výběrový korelačńı koeficient

Výběrový korelačńı koeficient rXY :
I je empirickou analogíı korelačńıho koeficientu ρXY
I pro náhodný výběr ((X1,Y1)′, . . . , (Xn,Yn)′)
I rXY = SXY

SX SY

I Výběrový rozptyl: S2
X = 1

n−1
∑n

i=1(Xi − X )2 = 1
n−1

(∑n
i=1 X

2
i − nX

2
)

I Výběrová kovariance:
SXY = 1

n−1
∑n

i=1(Xi − X )(Yi − Y ) = 1
n−1

(∑n
i=1 XiYi − nXY

)
I Testy pro normálně rozdělené náhodné veličiny:

I Test nezávislosti H0: ρXY = 0 proti H1: ρXY 6= 0:
T = rXY√

1− r2XY

√
n − 2 ∼ t(n − 2)

I Test H0: ρXY = ρ0 proti H1: ρXY 6= ρ0 (tzv. Z-transformace):
U = 1

2
ln

1 + rXY
1− rXY︸ ︷︷ ︸
Z

−1

2
ln

1 + ρ0
1− ρ0

− ρ0
2(n − 1)√n − 3 ∼ N(0, 1)
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Výběrový koeficient mnohonásobné korelace

Výběrový koeficient mnohonásobné korelace rY ·X :
I r2Y ·X = RYXR−1XXRXY

I je empirickou analogíı koeficientu mnohonásobné korelace ρY ·X
I rY ·X ≈ ρY ·X = ρ(Y , Ŷ )
I ρY ·X ∈ [0; 1]
I Koeficient determinace: R2 = r2Y ·X
I pro náhodný výběr ((Y1,X1)′, . . . , (Yn,Xn)′) z (k + 1)-rozměrného rozděleńı
I Test pro normálně rozdělené náhodné veličiny H0: ρY ·X = 0 proti

H1: ρY ·X 6= 0, tj. že Y nezáviśı na komplexu náhodných veličin X :
F = n − k − 1

k

r2Y ·X
1− r2Y ·X

∼ F(k, n − k − 1)
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Výběrový koeficient parciálńı korelace

Výběrový koeficient parciálńı korelace rY ,Z·X :
I rY ,Z·X = rYZ − RYXR−1XXRXZ√(

1− RYXR−1XXRXY

) (
1− RZXR−1XXRXZ

)
I je empirickou analogíı parciálńıho korelačńıho koeficientu ρY ,Z·X
I rY ,Z·X ≈ ρY ,Z·X = ρ(Y − Ŷ ,Z − Ẑ )
I ρY ,Z·X ∈ [−1; 1]
I pro náhodný výběr ((Y1,X1,Z1)′, . . . , (Yn,Xn,Zn)′) z (k + 2)-rozměrnéhorozděleńı
I Test pro normálně rozdělené náhodné veličiny H0: ρY ,Z·X = 0 proti

H1: ρY ,Z·X 6= 0, tj. že Y ,Z jsou nezávislé náhodné veličiny po odečteńı(lineárńıho) vlivu komplexu náhodných veličin X :
T = rY ,Z·X√

1− r2Y ,Z·X
∼ t(n − k − 2)
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Výběrové korelačńı koeficienty v R

I předpokládáme, že v proměnných X, Y, Z máme realizace náhodného výběru
I cor (X, Y) ⇒ výběrový korelačńı koeficient rXY
I Výběrový koeficient mnohonásobné korelace rZ·(X ,Y )′
I mZ <- lm (1 + X + Y) ⇒ LRM na proměnných X ,Y
I Zh <- mZ$fitted.values ⇒ Ẑ = β̂0 + β̂1X + β̂2Y
I cor (Z, Zh) ⇒ rZ·(X ,Y )′ = R(Z , Ẑ )

I Výběrový koeficient parciálńı korelace rY ,Z·X
I mY <- lm (1 + X) ⇒ LRM na proměnné X

I mZ <- lm (1 + X) ⇒ LRM na proměnné X

I Yr <- mY$residuals ⇒ rezidua Y − Ŷ = Y − β̂0 − β̂1X
I Zr <- mZ$residuals ⇒ rezidua Z − Ẑ = Z − α̂0 − α̂1X
I cor (Yr, Zr) ⇒ rY ,Z·X = R(Y − Ŷ ,Z − Ẑ )


