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M6120 — 5. CVICENI : M6120cv05 ( Testovdni jednoho a dvou
ndhodnych vijbéri - parmetrické i neparametrické testy)

A. Inference pro vybéry z normalniho rozdéleni.

Induktivni statistické metody jsou zalozeny na vztazich mezi nasledujicimi teoretickymi
rozdélenimi:

NORMALN{ A ODVOZENA ROZDELENT

Necht’ k,n € Nyv,vq,v9,...,vp € N, by, b1,...,b, € R, Fie{l,....,n} :b; #0

T\ 2
Normalni rozdéleni X ~ N(u,02) ~ f(z)=—72 e 2(5")" 2 e R; EX=pu, DX =02

2mo
n

n n
J.L{Xl,...,Xn}/\XiNN(,U,Z',U?) = b0+ZbiXiNN<b0+Zbi,U/iazb%UZ’2>
=1 =1 =1
X ~N(uo%) = U=23£~N(©0,1)

(e

x? rozdéleni
w{Uy,...,U,} ~N(0,1) = K=U+ - -+U2~x%(v)

iL{Xl,...,Xn}{KlNXQ(Vl),...,KkNXQ(Vk)} = K=K+ +K,~x(vi+--+u)

Studentovo t-rozdéleni
U~NO01) LK~x2(v) = T=-L ~tQ)

S

Ky~ x3(n) LKy~ X2 () = F = g% ~ P, )

Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni

VYBEROVA ROZDELEN{

Usuzovéni o parametrech (popi. parametrickych funkcich) se déje na zdkladé ndhod-
nych vybéra, ze kterych jsou vytvareny statistiky. Mezi zdkladni statistiky patii vy-
bérovy prumér a vybérovy rozptyl, které jsou nestrannymi odhady stiedni hodnoty
a rozptylu.

Nahodny vybér i{X;,...,X,} ~L (M(O), 02(0))
Vybérové statistiky

S|

—_— n —_—
Vybérovy prumér: X=X, = EX=u),
i=1

DX = 29

n

3

Vybérovy rozptyl: 52 = ﬁ (X; —X)? = ES%?=0%0)
i=1

Mezi ndhodnymi vybéry hraji velmi dulezitou roli ndhodné vybéry z normaélniho roz-
déleni. Pokud provadime usudky o poloze a variabilité, muzeme tak ¢init na zakladé
jednoho ¢&i vice vybéru.
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VLASTNOSTI VYBEROVYCH STATISTIK V PRIPADE VYBERU
Z NORMALNIHO ROZDELENT

J.L{)(l7 . ,Xn} ~ L (M(0)70'2(0)) = N(N7U2) )

tj. w(@)=u, o?(@)=0? kde 6=(01,02)=(u,0?), piicemz p € R, o2 >0

(i) X~N<M,%2> N szf/;\/%m

(i) X a S? jsou stochasticky nezavislé, tj. X L S2

N(0,1)

(i) K =112 = 35 (X X) L e )

o
=1

. Us X
(iv) T = mzs/\/%wt(n—l)

VLASTNOSTI VYBEROVYCH STATISTIK V PRIPADE VYBERU
Z DVOUROZMERNEHO NORMALNIHO ROZDELENT

X 5= (1) (1)} =0 (- (2).3- (7))

. 0'2 010
t- u(é’):(@a 02(9)=2=<pafa2p§gg> a  0(01,...,05) = (n1, p2, 01,03, p),

piicemz pps €R, o02>0, o3>0, pe(0,1).
Tento tzv. ,parovy*“ ndhodny vybér prevedeme na ,rozdilovy“:

J-L{)(h °o0 7Xn} (ZIZXI_Yla 0oog Zn:Xn_Yn) = N(MZ:/LI_,U%U%:J%+U%_2p0102)

) 7 ~ — _ % _ Z—pg _ XY —(u1—p2) ~
() ZoN(pz=m—pm %) = Up=Ztg =520 N1

N

. _ U _ X-V—(p1—p2)
(iv) Tz = \/Kz/Z(n—l) — Sz/l:/lﬁ £2) t(n—1)
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VLASTNOSTI VYBEROVYCH STATISTIK V PRiPADE NEZAVIS-
LYCH VYBERU Z NORMALNIHO ROZDELENT

{ W{Xy,...,Xpn, } =~ N(u1,03) {_(, S
w{Yy,..., Yy} = N(ug,03) Y

() K-V~ N (=g, 2+ 2) = Ugp = 222022) L N0, 1)

w1 g
-1 g2 2

7 = F = Kx/(m-1) ~ F(?’Ll—l,ng—l)

2 1 1 =
" Ky=2182 ~ \(na-1) Ry (1)

(iii) of=03=0 = K=Kx+Ky=2 [(n1—1)Sk+(n2—1)Sy| ~ x*(n1+n2—2)

:(n1+n272)5§(y

{=03= = Uy _ XY ~(pi—po)
—ri=o = 1= - ~t(n1+ng—2
' . VE/(n1tn2-2) Sxy\/ﬁ (n1+n2—2)

KVANTILY NEKTERYCH DULEZITYCH ROZDELENT
Je-li F distribuéni funkef a o € (0,1), pak F~!(a) = Q(a) = inf{z € R: F(x) > a} je

kvantilova funkce a ¢islo z, = Q(a) je a-kvantilem rozdéleni s distribuéni funkei

Ug gnorm | standardizované normdalni rozdéleni
X2 (v) qchisq | x? rozdéleni o v stupnich volnosti
ta(v) qt Studentovo rozdéleni o v stupnich volnosti
Fy(vy,19) | qf Fisherovo-Snedecorova rozdéleni o v; a v stupnich volnosti

Je-li distribu¢ni funkce F' absolutné spojita a ryze monoténni a je-li piislusna hustota
f suda funkce, pak pro x € R plati F(z)=1— F(—z) a odtud pro o € (0,1)

To = —T1_qo , COZ specidlné plati pro normalni a Studentovo rozdéleni.

INTERVALOVE ODHADY PRO NORMALNI VYBERY

INTERVALOVE ODHADY PRO 62 Z 1 NAHODNEHO VYBERU Z NORMALNIHO

ROZDELEN{
oboustranny ‘ levostranny ‘ pravostranny
(n—1)S2 (n—1)S2 (n—1)S? (n—1)S2
Xi_g (n=1)7 x4 (n—1) Xi—a(n=1) X2 (n—1)

INTERVALOVE ODHADY PRO 07/03 ZE 2 NAHODNYCH VYBERU
Z NORMALNTHO ROZDELEN{
oboustranny ‘ levostranny ‘ pravostranny
S% 1 S% 1 L5 S S L S B
Sz Fl_%(nlfl,nzfl)’ Sz F% (n1—1,n2-1) SZ Fi_a(ni—1,n2-1) SZ Fo(ni—1,n2-1)
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INTERVALOVE ODHADY PRO g Z 1 NAHODNEHO VYBERU
Z NORMALNTHO ROZDELENT{

pii typ odhad \ c(a)
zndmém o oboustranny X —c(a), X +c(a) ’LL]_,OL/Q%
levostranny X —c(a) Ul—a =
pravostranny X +c(a) Ul—q =
nezndmém o2 oboustranny X —c(a), X +c(a) t—a/2(n—1) %,
levostranny X c(a) ti—a(n—1) %
pravostranny + () ti—a(n—1) %

INTERVALOVE ODHADY PRO pi1—fs ZE 2 NAHODNYCH VYBERU
Z NORMALNIHO ROZDELEN{

pri typ odhad ‘ c(a)
mamém 07,05 | oboustranny | X—Y —c(a), X—Y +¢(a) ug-g 0—%4—0—%
levostranny X-Y —c(a) Ul \/
pravostranny X—Y +c(a) Ulq \/ Lt
nezndmém 02,03 | oboustranny X—?—c( ) X—Y+c(a) tig (n1+n2—2) Sxy \/%
levostranny —c(a) t1-a(n1+ne—2)Sxy \/ Z?:;
pravostranny —Y+c( ) tia (n1+n2_2)SXY\/%

TESTOVANI HYPOTEZ

Méjme ndhodny vybér X = (X1, ..., X,,)" rozsahu n z rozdéleni, které zavis{ na parame-
tru @ = (01,...,0,) € ® a parametrickou funkei ().

(a) Hypotéza :v(0) = v(0p) proti oboustranné alternative :v(0) # v(00) :

Méjme intervalovy odhad (D,(X), H,(X)) parametrické funkce (@) o spolehli-

vosti . Pokud plati nulovéd hypotéza, pak 1—a= Py (D, (X)<v(0o) < H, (X)),
takze kriticky obor tohoto testu ma tvar W, ={X e R" :7(0¢) ¢ (Dn(X), H,(X))} .

Zjistime-li v konkrétn{ situaci, ze ¥(0o) ¢ (dn(X), hn(x)) tj. realizace x€W, , po-
tom
e bud’ nastal jev, ktery ma pravdépodobnost « (voli se blizka nule),

e nebo neplati nulovd hypotéza.

Protoze pii obvyklé volbé a = 0.05 nebo a = 0.01 je tento jev ,prakticky nemozny*“,
proto nulovou hypotézu zamitdme ve prospéch alternativy .

V opacném piipadé, tj. pokud 4(0g) € (d, (%), hn(x)) tj. realizace x& W, , nulovou
hypotézu nezamitame.
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(b) Hypotéza :7(0) = v(0p) proti levostranné alternativé :(0) > ~(0p) : V
tomto piipadé vyuzijeme dolni odhad D, (X) parametrické funkce v(8) o spolehli-

vosti . Pokud plati nulova hypotéza, pak 1—a = Py (D,(X) < v(60y)) , takze
kriticky obor tohoto testu mé tvar: W, = {X € R": D,,(X) > v(09)} .

Hypotéza :v(0) = v(0p) proti pravostranné alternativé :v(0) < v(69)

V tomto piipadé vyuzijeme horni odhad H,(X) parametrické funkce v(8) o spo-

lehlivosti . Pokud plati nulovd hypotéza, pak 1— a = Py (v(6y) < Hn(X)),
takze kriticky obor tohoto testu ma tvar: W, = {X € R" : H,(X) < ~(00)} .

Hypotézu Hy zamitéme, pomoc
Hy H,y intervalu spolehlivosti kritické oblasti,
tj. pokud x € W,, kde W, =
7(0)=7(00) | 7(0) #(60) | 7(60) & (dn(x), hn(x)) | {X € R™:7(60) ¢ (Dn(X), Hn(X))}
7(0)=7(60) | ¥(8) > 7(60) V(00) < dn(x) {X eR": Dn(X) > v(60)}
7(8)=7(60) | 7(0) <~(60) 7(60) > hn(x) {X eR": Hy(X) <7(60)}

P-HODNOTA

Nebo taky p—value je pravdépodobnost, ze ziskame stejné nebo vyssi kritérium nez vy-
pocitané za predpokladu, ze plati Hy.

Pro testovani nulové hypotézy

e musime mit vzdy odvozenu vhodnou statistiku 7,, = T'(Xq, ...

» Xn)

e musime znat jeji rozdéleni (popf. alespon jeji asymptotické rozdéleni) za platnosti
nulové hypotézy.

Predpokladejme, ze pro konkrétni realizaci ndhodného vybéru x =

(r1,...,zy) tato

statistika nabyla hodnoty ¢, = T, (x), pak p~hodnota je rovna

p-value = P(T,,(X) > t,|Hp)

(a) V piipadé spojitého rozdéleni

p-value = P(T,(X) > tn|Ho) = 1 — Fpy(tn)

(b) V piipadé diskrétniho rozdéleni

p-value = P(T,,(X) > t,|Ho) =1 — Fp,(ty) + lim Fp,(y)

y—tn
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B. Jeden nahodny vybér

PRIKLAD 1: POSOUZENI VYSLEDKU AMTHAUREOVA I(QQ TESTU

Vratime se k ptikladu z pfedchoziho cviceni, ktery se tykal IQ testu pro 98 studentu.
Postupné nacteme popisny a datovy soubor.

> fileTxt <- paste(data.library, "s204.inf", sep = "")
> con <- file(fileTxt)
> (popis <- readLines(con))

[1] "S204: Posouzeni vysledku Amthaureova testu u 98 studentu"

[2] "[1] skore Amthaureova testu"

[3] "V ramci prijimaciho rizeni absolvuji uchazeci o studium na vysoke skole "
[4] "Amthaueruv test struktury inteligence. Vysledky tohoto testu se vyjadruji"
[6] "prostrednictvim tzv. hrubeho skore. Ze studentu prijatych ke studiu"

[6] "behem 4 let byl proveden nahodny vyber 98 studentu."

(7] n»

> close(con)

> fileDat <- paste(data.library, "s204.txt", sep = "")
> skore <- scan(fileDat)

> str(skore)

num [1:98] 77 105 110 88 128 104 94 104 129 96 ...

Chceme testovat hypotézu, ze prumérné skére je 110 bodu. Musime si stanovit nulovou
a alternativni hypotézu:

Hy: p=110 wvs Hy: p#110

Chceme-li pouzit t—test, méli bychom ovéfit normalitu. Nejprve to rychle provedeme
graficky pomoci histogramu, jadrovych odhadu a také pomoci kvantilového Q-Q grafu.

options(width = 70)
x <- skore
par(mar = c(4, 2, 1, 0) + 0.75)
h <- hist(x, probability = TRUE, breaks = "FD", col = "linen",
xlab = "IQ score", main = "Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve")
xfit <- seq(min(x), max(x), length = 512)
yfit <- dnorm(xfit, mean = mean(x), sd = sd(x))
lines(xfit, yfit, col = "dodgerblue", lwd = 2)
lines(density(x, n = 512), lwd = 2, col = "red", lty = 2)
rug(x, side = 1, ticksize = 0.02, col = "grey20")
legend ("topright", legend = c("Histogram", "Kernel Density Estimate",
"Normal Density"), col c("black", "red", "dodgerblue"),
1ty = c¢(1, 2, 1), bty = "n", title = "Line Types")

vV VvV Vv Vv

V V.V Vv VvV
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Obrézek 1: Histogr
rova I1Q testu.

Normalitu pomoci

> qqnorm(skore)
> qqline(skore, col

Obréazek 2:
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Oveéreni normality pro hodnoty Amthauerova IQ testu.
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Ptedchozi dva grafy nesvédéi o tom, ze by mezi pfedpokladanym normélnim rozdélenim
a odhadnutym rozdélenim byla idealni shoda.

Proto se budeme snazit provést testovani normality na zdkladé néjakych vhodnych testi.
V tom piipadé mame k dispozici vice moznosti.

Jedna skupina testu je zalozena na empirickych distribuénich funkcich, jako zastupce
muzeme uvést Kolmogoruv—Smirnovuv test, popi. Shapiro-Wilksuv test.

Dalsi testy jsou zalozeny na momentovych charakteristikach, predevsim na Sikmosti ¢i
Spicatosti. Piikladem muze byt d’Agostiniv test.

V zdkladnim baliku R-base najdeme dva zndmé testy normality: Shapiro-Wilkav test a
Kolmogoruv-Smirnovuv test. Podivame se na ten prvni.

SHAPIRO-WILKUV TEST PRO TESTOVANI NORMALITY

Shapiro—Wilkuv test je zaloZen na statistice

(Cr, aiX)?

W= = UL
Yo (X — X)?

kde X(;) jsou poradkové statistiky a a; jsou véhy, které jsou odvozeny ze strednich hodnot
a varian¢ni matice poradkovych statistik prostého ndhodného vybéru z N(0, 1) rozsahu
n. Tyto hodnoty byvaji tabelovany.

Na testovou statistiku W lze pohlizet jako na korelaci mezi pozorovanymi hodnotami a
jejich normalnimi skéry.

Testova statistika dosahuje hodnoty 1 v pripadé, ze data vykazuji perfektni shodu s nor-
maélnich rozdélenim. Je-li W statisticky vyznamné nizsi nez 1, zamitame nulovou hypo-
tézu o shodé s normélnim rozdélenim.

> x <- skore
> shapiro.test(x)

Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.9834, p-value = 0.2536

7 vysledku Shapiro—Wilkova testu je patrné, ze nelze zamitnout hypotézu, ze ndhodny
vybér pochézi z normadlniho rozdéleni, protoze p—hodnota neni mensi nez 0.05. Také
hodnota statistiky W je velmi blizka k jedni¢ce. Toto zjisténi nds opraviuje k pouziti
klasického t—testu.
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t-test v prostiedi R

Pomoci pitkazu t.test () vhodnou volbou parametru lze provadét

e testovani stfedni hodnoty jednoho vybéru (zaddnim parametru mu);
e testovani shody stiednich hodnot dvou vybéru (zaddnim x i y);
e testovani parovych vybéra (zadanim paired = TRUE);

e testy mohou byt oboustranné, levostranné ¢i pravostranné
alternative = c("two.sided", "less", '"greater");

e procedura se dokaze vyrovnat i s nestejnymi rozptyly:
var.equal = FALSE (implicitné nastaveno);

e implicitni hladina vyznamnosti conf.level = 0.95.

Nyni nastavime vhodné parametry a provedeme testovani
Hy: p=110 ws Hj: p#110

> x <- skore
> muO <- 110
> t.test(x, mu = mu0)

One Sample t-test

data: x
t = -0.073, df = 97, p-value = 0.942
alternative hypothesis: true mean is not equal to 110
95 percent confidence interval:
106.5465 113.2086
sample estimates:
mean of x
109.8776

Na zakladé

e p-hodnoty (neni mensi nez 0.05)

e ¢i 95% intervalu spolehlivosti (obsahuje testovanou hodnotu 110)

muzeme konstatovat, Ze pomoci t—textu nelze zamitnout tvrzeni, Ze prumérnd hodnota
IQ je 110 bodu.

Nebo to muzeme vyslovit i tak, ze data nejsou v rozporu s tvrzenim nulové hypotézy.

Uvazovanou hypotézu mizeme testovat i neparametricky. Opét mame k dispozici celou
fadu testi. Jednim z nich je Wilcoxonuv test nebo znaménkovy test.



10

Linedrni statistické modely II (5. cviceni)

JEDNOVYBEROVY WILCOXONUV TEST

Predpokladejme, ze mame ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s hustotou f, kterd je
symetrickd kolem bodu a. Plati tedy

fla+x) = f(a—x).

Z toho plyne, Ze [a] musi byt rovno medianu . Jednovybérovy Wilcoxonuv test je
tedy urcen k testovani hypotézy

Hy: xpeq =20 vs Hi: Tped # To
Nejprve predpokladejme, ze zadné z veli¢in X; neni rovna xg. Polozme
Y, = X; — xp.
Veliciny Y; sefadime do neklesajici posloupnosti podle jejich absolutni hodnoty

V) < V) < - < V]

Ozna¢me | R | potadi veliciny |Y;|. Zaved'me déle znaceni

St=)"Rf a S =) R

Y;>0 Y;<0

Ziejmé plati
1
St+8 = in(n +1).

Je-1i ¢islo |min(S™,S7)| mensi nebo rovno tabelované kritické hodnoté , pak

zamitame nulovou hypotézu.

Da se také ukazat, ze statistika ma asymptoticky normalni rozdéleni, takze testovani
nulové hypotézy lze rovnéz zalozit na veli¢iné

+ _ EST
U= A N,
DS+
kde 1 1
EST = Zn(n +1) a DSt= ﬂn(n +1)(2n +1).
Jestlize

Ul >us = zamitdme nulovou hypotézu.

Je tfeba zduraznit, ze jednim z predpokladi jednovybérového Wilcoxova testu je i syme-
trie hustoty kolem medidnu. K zamitnuti nulové hypotézy muze tedy opréavnéné dojit i
tehdy, je-li medidn roven xg, ale hustota je vyrazné nesymetricka.

Je—1i nékterd z veli¢in X; rovna zg, zpravidla se toto pozorovani vynechava.
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Vratime se k nasemu piikladu a provedeme pomoci Wilcoxonova testu testovani nulové
hypotézy, ze medidan 1Q skért je roven 110 bodim. Parametry u testu wilcox.test ()
jsou analogické jako u testu t.test().

> x <- skore
> mu0 <- 110
> wilcox.test(x, mu = mu0)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: x
V = 2205, p-value = 0.9189
alternative hypothesis: true location is not equal to 110

7 vystupu je ziejmé, ze stejné jako u t—testu, p—hodnota se blizi k jednicce, takze nas
nic neopraviiuje zamitnout nulovou hypotézu.

Dalsim dulezitym neparametrickym testem je velmi jednoduchy, tzv. znaménkovy test.

ZNAMENKOVY TEST

Tento test se opét vztahuje k testovani medidnu a predpoklada pouze spojitou hustotu.
Opét utvoiime rozdily
}(1‘_'$07---7)(n — XQ.

Pokud je néktery z rozdilu nulovy, zpravidla se vynechdva. Pocet rozdilta s kladnym zna-
ménkem oznacime . Plati-li nulova hypotéza, pak tato ndhodné veli¢ina ma binomické
rozdéleni

Y ~ Bi(n,m), kde w=-_.

Nulovou hypotézu zamitneme, bude-li Y blizko nule nebo blizko ¢&islu n.

Nejprve vytvorime funkci sign.test, kterou pozdéji pouzijeme. Budeme se snazit pfi-
zpusobit jména parametru zvyklostem z pfedchozich testii. Uvnitf téla funkce pouzije
binom.test, ktery je exaktnim testem pro testovani nulové hypotézy, ze parametr w
binomického rozdéleni je roven néjaké konkrétni hodnoté 7.

> sign.test <- function(x, y = NULL, mu = 0O, alternative = c("two.sided",
"less", "greater"), conf.level = 0.95) {
if (is.null(y))
d <- x - mu
else d <-x -y
binom.test(sum(d > 0), length(d), p = 0.5, alternative = alternative,
conf.level = conf.level)

Znaménkovy test je dobré pouzivat predevsim v piipadé, kdy rozdéleni testovanych dat
je vyrazné zeSikmené.
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Pouzijeme praveé vytvoreny znaménkovy test pro testovani nulové hypotézy, ze medidan
IQ skére je roven 110 boduam.

> x <- skore
> mu0 <- 110
> sign.test(x, mu = muO)

Exact binomial test

data: sum(d > 0) and length(d)
number of successes = 44, number of trials = 98, p-value =
0.3634
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.3483325 0.5527931
sample estimates:
probability of success
0.4489796

7 vysledku znaménkového testu je patrné, ze

e p-hodnota neni mensi nez 0.05,

e 95% interval spolehlivosti obsahuje testovanou hodnotu 7y = %,

takze i timto testem nezamitame nulovou hypotézu.

Zavérem bychom tedy mohli Fici, Ze na zdkladé vSech parametrickych i neparametrickych
testu lze konstatovat, ze ziskané hodnoty IQ testu nejsou v rozporu s tvrzenim, Ze jeho
prumérna hodnota je rovna 110 bodam.

Parové nahodné vybéry

PRIKLAD 2: HLADINA PENICILINU V SERU PACIENTU PO 50 A 90 MINUTACH

APLIKACE

Nejprve nacteme popisny a datovy soubor.

> fileTxt <- paste(data.library, "b2089.inf", sep = "")
> con <- file(fileTxt)
> (popis <- readLines(con))

[1] "B208,209: Hladina penicilinu v seru pacientu po 50 a 90 minutach aplikace"
[2] "[1] hladina penicilinu (mg/l) po 50 minutach aplikace"

[3] "[2] hladina penicilinu (mg/l) po 90 minutach aplikace"

[4] "Pri studii biologicke dostupnosti leku byla stanovena hladina koncentrace"
[6] "penicilinu v seru zdravych dobrovolniku vysokotlakou kapalinovou "

[6] "chromatografii."

[7] nn
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> close(con)

> fileDat <- paste(data.library, "b2089.txt", sep = "")
> HladinaPenicilinu <- read.table(fileDat)

> str(HladinaPenicilinu)

’data.frame’: 30 obs. of 2 variables:
$ Vi: num 2.1 0.9 1.98 1.89 1.11 ...
$ V2: num 0.732 0.732 0.712 0.753 0.654 0.72 0.701 0.762 0.77 0.704 ...

> x <- HladinaPenicilinu$V1
> y <- HladinaPenicilinu$V2

Protoze z parovych ndhodnych vybéru rozdilem X; — Y; prakticky dostanem jediny na-
hodny vybeér, tak k testovani nulové hypotézy
Ho: pp=p2 wvs Hi: pi# po

pouzijeme tytéz testy, jako v pripadé jediného nahodného vybéru.

Nejprve vSak data vykreslime

> plot(x, y, main = "Hladina penicilinu v seru", xlab = "po 50 minutach",
ylab = "po 90 minutach")

Hladina penicilinu v seru

po 90 minutach
0.66 0.68 0.70 0.72 0.74 0.76 0.78
|
&

I I I I I I
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2

po 50 minutach

Obrazek 3: Hladiny penicilinu v séru po 50 a 90 minutach.
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Jiz. z grafu je patrné, ze hypotézu nejspiSe zamitneme, protoze se hodnoty rozhodné
nenachazeji kolem primky x = y.

Pokud budeme chtit pouzit t—test, je potieba také otestovat normalitu. Spravné bychom
meli otestovat, ze jde o dvourozmérné normalni rozdéleni. Ale spokojime se se dvéma
testy, jednou pro hodnoty hladiny penicilinu po 50 minutach, podruhé pro hodnoty hla-
diny penicilinu po 90 minutéch.

> shapiro.test(x)

Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.9726, p-value = 0.6128

> shapiro.test(y)

Shapiro-Wilk normality test

data: vy
W = 0.9478, p-value = 0.1473

Protoze p-hodnoty ani v jednom piipadé nejsou mensi nez 0.05 a také hodnoty statistiky
W jsou docela blizké k 1, nulovou hypotézu o normalité nemuzeme zamitnout.

Pokusime se jesté graficky posoudit normalitu. Proto vytvorime scatter plot obou pro-
ménnych a po boku dokreslime jejich histogram, jadrovy odhad hustoty a kfivku normalni
hustoty zalozené na vybérovych prumérech a vybérovych rozptylech.

Vsimnéte si také, jakym zptisobem bylo nutno se vyrovnat s faktem, ze graf barplot ()
na ose x je v rozmezi od nuly do poctu subintervalu.

> x <- HladinaPenicilinu$V1

> y <- HladinaPenicilinu$V2

> xhist <- hist(x, breaks = "FD", plot = FALSE)
> yhist <- hist(y, breaks = "FD", plot = FALSE)
> nHx <- length(xhist$breaks)

> nHy <- length(yhist$breaks)

> xr <- c(xhist$breaks[1], xhist$breaks[nHx])
> yr <- c(yhist$breaks[1], yhist$breaks[nHy])
> nD <- 200
>
>
>
>
>
>
>
>

xdens <- demnsity(x, n = nD, from = xr[1], to = xr[2])
ydens <- density(y, n = nD, from = yr[1], to = yr[2])
nxfit <- dnorm(xdens$x, mean = mean(x), sd = sd(x))
nyfit <- dnorm(ydens$x, mean = mean(y), sd = sd(y))
topx <- max(c(xhist$density, nxfit, xdens$y))

topy <- max(c(yhist$density, nyfit, ydens$y))

trX <- (nHx - 1) * (xdens$x - xr[1])/diff (xr)

trY <- (nHy - 1) * (ydens$x - yr[1])/diff (yr)



RNDr.

vV V. Vv Vv

\%

Marie Forbelska, Ph.D.

trx <- (nHx - 1) * (x - xr[1])/diff(xr)

try <- (nHy - 1) * (y - yr[1])/diff(yr)

def.par <- par(no.readonly = TRUE)

layout (matrix(c(2, 0, 1, 3), 2, 2, byrow = TRUE), width = c(3,
1), height = c(1, 3), respect = TRUE)

par(mar = c(4, 4, 1, 1))

plot(x, y, xlim = xr, ylim = yr, xlab = "hladina penicilinu v séru po 50 minutdch",
ylab = "hladina penicilinu v séru po 90 minutdch")

par(mar = c(0, 3, 1, 1))

barplot (xhist$density, axes = FALSE, ylim = c(0, topx),
space = 0, col = "bisque")

lines(trX, nxfit, col = "dodgerblue", lwd = 2)

lines(trX, xdens$y, lwd = 2, col = "red", 1ty = 2)

rug(trx, side = 1, col = "grey20", ticksize = 0.05)

par(mar = c(3, 0, 1, 1))

barplot (yhist$density, axes = FALSE, xlim = c(0, topy),
space = 0, horiz = TRUE, col = "bisque")

lines(nyfit, trY, col = "dodgerblue", lwd = 2)

lines(ydens$y, trY, lwd = 2, col = "red", 1ty = 2)

rug(try, side = 2, col = "grey20", ticksize = 0.05)

par(def.par)
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Obrazek 4: Scatter plot a margindlni histogramy pro hladiny penicilinu v séru po 50 a
90 minutach.
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Po grafickém posouzeni normality postupné provedeme nejprve dva neparametrické testy
a pak t—test.

> sign.test(x, y)

Exact binomial test

data: sum(d > 0) and length(d)
number of successes = 30, number of trials = 30, p-value =
1.863e-09
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.8842967 1.0000000
sample estimates:
probability of success
1

> wilcox.test(x, y, paired = TRUE)

Wilcoxon signed rank test

data: x and y
V = 465, p-value = 1.863e-09
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

> t.test(x, y, paired = TRUE)

Paired t-test

data: x and y
t = 14.1341, df = 29, p-value = 1.541e-14
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.7059607 0.9448326
sample estimates:
mean of the differences
0.8253967

7 vysledku je ihned vidét, ze vzdy zamitneme nulovou hypotézu o shodé stiednich hod-
not, nebot’

sign.test B  p-hodnota < 0.05
B hodnota my = % nelezi uvniti 95% intervalu spolehlivosti
wilcox.test WM p-hodnota < 0.05

t.test B p-hodnota < 0.05

B nula nelezi uvnitt 95% intervalu spolehlivosti.
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D. Dva nezavislé nahodné vybéry

PRIKLAD 3: PRESNOST BALICIHO AUTOMATU PRED A PO SERIZENI

Nejprve nacteme popisny a datovy soubor.

> fileTxt <- paste(data.library, "automat2.inf", sep = "")
> con <- file(fileTxt)
> (popis <- readLines(con))

[1] "Presnost baliciho automatu pred a po serizeni"

[2] "Vazenim se ziskali udaje o presnem mnozstvi potravinarskych vyrobku"
[3] "urciteho druhu, automaticky balenych u vyrobku nahodne vybranych"
[4] "pred a po serizeni baliciho automatu. Na 5% hladine vyznamnosti"

[6] "prokazte, ze"

[6] "a) pred serizenim automatu stredni hodnota prekracuje 250g a "

[7] " smerodatna odchylka prekracuje 1 g"

[8] "b) kolisavost mnozstvi se serizenim automatu snizila"

[9] "c) stredni hodnota se serizenin automatu zmenila."

> close(con)

> fileDat <- paste(data.library, "automat2.txt", sep = "")
> x <- scan(fileDat, nlines = 1)

> y <- scan(fileDat, skip = 1, nlines = 1)

Celkovou charakteristiku dat ziskame prikazem summary ()

> summary (x)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
243.2 248.2 2651.3 250.3 2652.8 254.0

> summary (y)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
249.3 250.1 250.2 250.3 250.8 251.1

Vsimnéme si, ze oba dva vybéry maji (po zaokrouhleni) stejné vybérové pruméry.

Lepsi predstavu o datech vSak ziskdme graficky. Proto nejprve vykreslime krabicové grafy.
Abychom mohli oba dva boxploty zakreslit do jediného grafu, vytvorime nové proménné.

xy <- c(x, y)

id <- c(rep(1, length(x)), rep(2, length(y)))
idf <- factor(id, labels = c("pred", "po"))
boxplot(xy ~ idf, horizontal = TRUE)
points(x, rep(1, length(x)), col = "red")
points(y, rep(2, length(y)), col = "red")

vV V.V Vv Vv Vv
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Obrazek 5: Krabicové grafy pro data mérici presnost balicitho automatu pred a po serizeni.

Podle krabicovych grafti také vybérové medidny se ligi. Vyrazné je rozdilnd i variabilita
dat.

Normalitu nejdiive posoudime graficky, ndsledné pomoci testi.

> par(mfrow = c(1, 2))

> qqnorm(x)

> qqline(x, col = "red")
> mtext("pred serizenim")
> qqnorm(y)

> qqline(y, col = "red")
> mtext("po serizeni')

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot
pred serizenim po serizeni
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Obrazek 6: Ovéreni normality pro data méfici presnost balictho automatu pied a po
sefizeni.

> options(width = 70)
> par(mar = c(4, 2, 1, 0) + 0.75)
> h <- hist(x, probability = TRUE, breaks = "FD", col = "linen",
xlab = "hodnoty pred serizenim", main = "Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve")
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> nH <- length(h$breaks)

> nD <- 200

> mx <- mean(x)

> sx <- sd(x)

> mxn <- dnorm(mx, mean = mx, sd = sSx)

> xfit <- seq(h$breaks[1], h$breaks[nH], length = nD)

> yfit <- dnorm(xfit, mean = mx, sd = sx)

> lines(xfit, yfit, col = "dodgerblue", lwd = 2)

> lines(density(x, n = nD, from = xfit[1], to = xfit[nD]),
lwd = 2, col = "red", lty = 2)

> rug(x, side = 1, ticksize = 0.02, col = "grey20")

> legend("topleft", legend = c("Histogram", "Kernel Density Estimate",
"Normal Density"), col = c("black", "red", "dodgerblue"),
1ty = c(1, 2, 1), bty = "n", title = "Line Types")
> mtext (paste("prum=", round(mx, 2), sep = ""), at = mx,
side = 1, line = 0, col = "dodgerblue")
> lines(rep(mx, 2), c(0, mxn), 1ty = 3, col = "dodgerblue",
lwd = 2)

Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve

Line Types

—— Histogram
---- Kernel Density Estimate
—— Normal Density

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

|
' ' pruni=250.34 '
240 245 250 255

hodnoty pred serizenim

Obrazek 7: Histogram, jadrovy odhad hustoty, normalni hustota pro data métici piesnost
balictho automatu pied sefizenim.

> options(width = 70)

> par(mar = c(4, 2, 1, 0) + 0.75)
> h <- hist(y, probability = TRUE, breaks = "FD", col = "linen",
xlab = "hodnoty po serizeni", main = "Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve")
> nH <- length(h$breaks)
> nD <- 200
> mx <- mean(y)
> sx <= sd(y)
> mxn <- dnorm(mx, mean = mx, sd = SX)
> xfit <- seq(h$breaks[1], h$breaks[nH], length = nD)



20

Linedrni statistické modely II (5. cviceni)

> yfit <- dnorm(xfit, mean = mx, sd = sx)

> lines(xfit, yfit, col = "dodgerblue", lwd = 2)

> lines(density(y, n = nD, from = xfit[1], to = xfit[nD]),
lwd = 2, col = "red", 1ty = 2)

> rug(y, side = 1, ticksize = 0.02, col = "grey20")

> legend("topleft", legend = c("Histogram", "Kernel Density Estimate",
"Normal Density"), col = c("black", "red", "dodgerblue"),
Ity = c(1, 2, 1), bty = "n", title = "Line Types")

> mtext(paste("prum=", round(mx, 2), sep = ""), at = mx,
side = 1, line = 0, col = "dodgerblue")

> lines(rep(mx, 2), c(0, mxn), 1ty = 3, col = "dodgerblue",

lwd = 2)
Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve
Line Types
[o¢]
o | —— Histogram
---- Kernel Density Estimate
—— Normal Density
(o]
Qe
<
3
N
S
o |
o | |
' ' I prum=250.31 ' '
249.0 2495 250.0 250.5 251.0 2515

hodnoty po serizeni

Obrazek 8: Histogram, jadrovy odhad hustoty, normalni hustota pro data mérici presnost
balictho automatu po sefizeni.

Pomoci grafu histogram() z knihovny lattice ukdzeme obé rozdéleni ve stejném meé-
Fitku.

> library(lattice)

> data <- data.frame(hodnoty = xy, mereni = idf)

> print(histogram(~hodnoty | mereni, data, as.table = TRUE,
layout = c(1, 2), breaks = "FD", type = "density",

panel = function(x, ...) {
panel.histogram(x, col = "linen", ...)
panel.densityplot(x, col = "red", 1ty = 1, 1lwd = 1.25,
)

panel.mathdensity(dmath = dnorm, col = "dodgerblue",
1ty = 1, lwd = 1.25, args = list(mean = mean(x),
sd = sd(x)))
1)
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Obrazek 9: Grafické posouzeni normality pro data méfici pfesnost balictho automatu
pred a po sefizeni.

7 prechozich grafu jasné vidime, ze jde o rozdilnd rozdéleni a predev§im méfeni pied se-
fizenim maji rozdéleni velmi asymetrické.

Normalitu nakonec otestujeme pomoci Shapiro—Wilkova testu.
> shapiro.test (x)
Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.8673, p-value = 0.03841

> shapiro.test(y)

Shapiro-Wilk normality test

data: vy
W = 0.9279, p-value = 0.5329

Presné podle ocekdvani, normalita byla zamitnuta u méfenich pied sefizenim. Proto k
testovani shody obou vybéru pouzijeme pouze neparametrické testy. (Ale je tieba Fici,
ze tézko délat usudek na zdkladeé tak malych vybéru.)
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WILCOXONUV DVOUVYBEROVY TEST

Princip testu spo¢iva v tom, ze z nahodnych vybéra Xi,..., X,, aYy,...,Y,, vytvoiime
sdruzeny vybér, ktery vzestupné usporadame. Takto sefazenym hodnotam prifadime
poradi. Pokud se neli§i jejich rozdéleni, pak budou mit i shodné prumérné poradi.

Symbolem 77 a T5 oznatme soucet poradi prvniho a druhého vybéru. Ziejmé plati

1
T+ Ty = 5(711 +mn2)(ny +ng+1)

K testovani se obvykle pouziva statistika
1
Uiy =ning + 5”1(”1 +1)-T

Testu zalozeném na U se fikd Mannuv—Whitneuv test.

Polozme dale

1
Uy = ning + 5712(712 +1) — T, piitom plati Uy + Uy = nins.

Pokud | min(Uy, Us) | je mensi nebo rovno tabelované kritické hodnoté, zamité se nulova
hypotéza
Hy: Fx=Fy wvs Hy: Fx # Fy.

Da se také ukézat, ze statistika ma asymptoticky normélni rozdéleni, takze testovani
nulové hypotézy lze rovnéz zalozit na veli¢iné

U —EU; a4

U =——— ~ N(0,1),
uw = L & w0,
kde
1 1
FEU, = inlnz a DU = Enlng(nl + no + 1).
Jestlize

Ul >us = zamitdme nulovou hypotézu.

[ kdyz je Wilcoxonuv test formulovan jako test proti obecné alternativé, je citlivy zejména
na tzv. alternativu posunuti

Hik : Fx(a}) = Fy(.’f;‘—A), kde A 7é 0.

Pro ptipadné jiné alternativy, napt. kdyz se F'x lisi od Fy spiSe rozptylem nebo tvarem,
se radéji doporucuje dvouvybérovy Kolmogoriv—Smirnoviv test.
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Nyni na naSe data, kterd se tykaji méfeni pfed a po sefizeni stroje, aplikujme dvouvybé-
rovy Wilcoxonuv test.

> wilcox.test(x, y)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction
data: x and y

W = 61, p-value = 0.3906
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Protoze p—hodnota neni mensi nez 0.05, pomoci dvouvybérového Wilcoxonova testu se
nam nepodafilo zamitnout hypotézu o shodé rozdéleni.

KOLMOGORUV—SMIRNOVUV TEST

Tento test je zalozen na vybérovych (empirickych) distribuénich funkcich. Oznacme vy-
bérovou distribu¢ni funkei ndhodného vybéru X, ..., X,, symbolem F,,, a obdobné vy-
bérovou distribu¢ni funkci ndhodného vybéru Yy, ...,Y,, symbolem F,,.

Kolmogoruv—Smirnovuv test je zaloZen na statistice
D, n, = sup ’Fnl (l’) - Fn2(x)’
x

Za platnosti nulové hypotézy Dy, n, — 0 skoro jisté pii n; — oo, ng — oo. Kritické
hodnoty tohoto testu byvaji tabelovany.

Nyni na naSe data, kterd se tykaji méfeni pied a po sefizeni stroje, aplikujme dvouvybeé-
rovy Kolmogoruv—Smirnoviv test.

> ks.test(x, y)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x and y
D = 0.5, p-value = 0.1938
alternative hypothesis: two-sided

Protoze p—hodnota neni mensi nez 0.05, pomoci dvouvybérového Kolmogorova—Smirnova
testu se nam nepodafilo zamitnout hypotézu o shodé rozdéleni.

POZNAMKA
Pokud bychom pouzili k testovani shody polohy klasicky dvouvybérovy t—test, bylo by
2
dobré nejprve ovérit shodu rozptylt pomoci testu var.test (testuje Hy : % = 1 pomoci
2

F-testu), i kdyz funkce t.test implicitné poc¢ita s nestejnymi rozptyly.
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E. Ukol.

1. ODHAD MINUTY
(a) Nactete soubor informaci signal.inf a dat signal.txt. Prohlednéte si oba sou-
bory.
(b) Oveérte graficky i pomoci testu normalitu.
(¢) Testujte hypotézu, ze polovina osob délku jedné minuty podhodnoti a polovina
nadhodnoti.
2. DVA ZPUSOBY HNOJENI
(a) Nactéte soubor informaci hnojeni.inf a dat hnojeni.txt. Prohlednéte si oba
soubory.
(b) Oveéite graficky i pomoci testu normalitu.
(c¢) Testujte hypotézu, ze zpusob hnojeni nem4 vliv na vynos psenice.



