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M6120 — 6. CVICENI : M6120cv06 ( Porovndvdni nékolika vijbéri —
ANOVA, vicendasobnd srovndvant)

A. Uvod
Piedpokladejme, ze Yi1,...,Y1,, jevybérz L(u, o)

Ypi,.., Ypn, Jevybérz L(up, 012,).

Necht’ v8echny vybéry jsou stochasticky nezavislé.

n;
Zaved'me teckovou notaci Y; = > Yj; pro j=1,...,p
k=1
Y.
Yi. = %y

Analyza rozptylu je vlastné porovnani stfednich hodnot vice nezavislych nahod-
nych vybérd z normalniho rozdéleni.

Piedpoklady platné pro kazdy ndhodny vybér:
NORMALITA: proVj  L(puj,03) = N(uj,02).
2 2

HOMOGENITA ROZPTYLU: pro Vj o =0

Ovéreni homogenity rozptyli se vétsinou provadi pomoci tzv. Bartletova testu,
popft. pomoci Levenova testu.

Bartletuv test:

n;
a2 1 2 2 C
Oznacme: 5§ = w1 <k§1ij—njyj.> ij=1....p
=

p
_ 1 1 1
C=1+ 301 (J;l n;—1 n—p>

P
Pak B = (n—p)lns? - njl_l lns§] 2 x2(n—p) (Vn;>6)

mé za platnosti nulové hypotézy priblizné x2-rozdéleni o n — p stupnich volnosti,
je-lin; >6proj=1,...,p.

Dostaneme-li

B 2 X%—a(p - 1)

zamitneme hypotézu na hladiné, kterd je priblizné rovna a.
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Levenuv test:

Oznacme: Zj, = |Yj, — )7]*| kde )7]* je vybérovy prumér
vybérovy median
10% trimmed mean (ofezany prumeér)

Pak testova statistika ma tvar

N-p 35ani(Z-2)?

W - _
p—1 Z?:l > (Zk — Z;j)?

a ma za platnosti nulové hypotézy ptiblizné F-rozdéleni o p — 1 a n — p stupnich
volnosti.

Dostaneme-li
W Z Fl—a(p_ 17” _p)

zamitneme hypotézu na hladiné, kterd je priblizné rovna a.

B. Analyza rozptylu jako specialni pripad linearniho regresniho
modelu

Zakladni situace je obdobna jako u dvouvybérového t-testu, ale nyni je problém kompli-
kovan tim, ze vybéru muze byt vic.

Je tfeba testovat hypotézu
Hy:pr=---=pp, vs Hy: Jj#k:p #pg

V piipadé zamitnuti této hypotézy byva témeér vzdy nutné najit vSechny ty dvojice u;, iz,
které toto zamitnuti zpusobily (napt. pomoci Tukeovy metody).

V analyze rozptylu vetSinou stiedni hodnotu j-tého vybéru rozkladame na soucet spo-
leéné stredni hodnoty plus odchylky

pj = H+aj

a pak testujeme hypotézu, ze vSechny odchylky jsou nulové.

Regresni model muzeme napsat ve tvaru

Yir =+ aj + eji gjp ~ 4id N(0,0%), j=1,--,p, k=1 nj;

Maticové, lze napsat | Y = X3 + €| a rozepiSeme-li matice podrobné, dostaneme model,

ktery neni plné hodnosti, nebot’ prvni sloupec je souétem vsech ostatnich. Rikdme, ze
model je preparametrizovan (tzv. overparameterized model”).
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Protoze matice planu X neni plné hodnosti, je mozné vypustit néktery ze sloupcu, popft.
provést reparametrizaci.

Casto se nékterd z a; zvoli jako referenéni a polozi
aj = 0
(nejcastéji hned prvni), tim jeden sloupec vypadne a matice pldnu je plné hodnosti.

KOEFICIENT DETERMINACE

Predpokladejme, ze v regresnim modelu

M|: Y=XB8+e kde e ~ N(0,0°I,
(0,0°L,)

matice planu X (typu n x (p + 1)) ma v prvanim sloupci vektor jednicek. Pak velmi
dulezitou roli v regresni analyza hraje tzv. nulovy (minimalni) model, coz je model
ve tvaru

My|: Yi=fo+e=p+e, kde ¢~ iid N0,02), tj. € ~ N(0,0°L,).

Oznac¢ime-li matici planu nulového modelu symbolem Xy = 1,, kde 1,, je jednotkovy
vektor, pak feSenim normalnich rovnic dostaneme

X6X0ﬁo =XY = 1;117160 =1,Y = nﬁo =nY = B\O = ,L/I =Y.
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Byva zvykem v regresni analyze oznacCovat

SSE=(Y-Y)(Y-Y)=(Y-XB) (Y -XB)= > (Yi~V;)? sum of squares, crror
i=1
SST:(Y_?Q)I(Y_?()):(Y_?lny(Y_?ln): (YZ—?)2 sum of squares, total
1=1
SSR = (? - ?111)/(? - ?171) = Z (Yz —7)2 sum of squares, regression

Pak nestrannymi odhady rozptylu ¢ v minimalnim modelu M a o

M jsou v tomto znaceni

ve vychozim modelu

6,\2:SST a =2 _ SSE.
n—p—1

€ n—1
Protoze minimalni model je podmodelem vychoziho modelu , tak lze dokazat,
ze plati

SSR=SST - SSE = |SST =SSR+ SSE|

Koeficient determinace R? je vlastné vybérovy korelaéni koeficient mezi Y a Y a
ukazuje, jak velky dil vychozi variability hodnot zavisle proménné (charakterizované vy-
razem SST') se podarilo vysvétlit uvazovanou regresni zavislosti. Nevysvétlend variabilita
je dana rezidualnim souc¢tem ¢tvercu SSE.

n n o
S vyuzitim vztahu > Y; = > Y; se dd ukdzat, ze
i=1 i=1

I Y (¥~ V1% - V1))
) S VRS TV T (Y - VL)Y~ VI VL) (F - V1)
Y-+ (¥ VL)V -V (Y = V1,)/(¥ — V1))
(Y Y1) (Y - Y1) (Y Y1) (Y = Y1) (YY1, (Y -Y1.)(Y —Y1,) (Y —Y1,)
_ (Y-Y1,)(Y-Y1,) SSR SSE _ 1

T (Y Vi)Y V1.  SST ' SST
Oznaéime-li vychylené varianty odhadu ptislusnych rozptyli symboly

~2 __ SST ~2 __ SSE
O = =, a 0" ===,

pak muzeme psat

2 SSE/n 52
R _1_SST/n_1_g_2'

Nahradime-li v tomto vzorci vychylené odhady rozptylu nevychylenymi, dostaneme tzv.
upraveny (adjustovany) koeficient determinace

Rly=1-% =1-;2L(1- R

S ohledem na rozklad celkové sumy SST na soucet dvou slozek SSR a SSFE byva zvykem
jako vystup regresni analyzy nabizet tzv. ANOVA tabulku ve formeé

Source ‘ df ‘ SS ‘ MS ‘ F ‘ p-valule ‘
Total n—1 SST

Regression P SSR| MSR = %3 %_gg P (F > J\J\ggg)
Residual n—p—1| SSE | MSE = n‘iifl

Statistika F' mé za platnosti nulové hypotézy (51, ...,0,) = (0,...,0)" F-rozdéleni o p
a n — p — 1 stupnich volnosti.
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PRIKLAD 1: Blood coagulation times
Klinickou studii byla sledovana zavislost mezi dietou a dobou, za kterou dojde ke koa-

gulaci krve.

Data jsou ulozena ve dvou souborech, v prvnim je popis, ve druhém samotnd data.
Nejprve nacteme popisny soubor

> fileTxt <- paste(data.library, "blood.inf", sep = "")
> con <- file(fileTxt)
> (popis <- readLines(con))

[1] "Blood coagulation times"
[2] "The data consist of blood coagulation times for 24 animals"
[3] "fed one of 4 different diets."

> close(con)

Protoze data ke kazdé dieté jsou na samostatném radku, fadky nacteme po jednom

postupne.

> fileDat <- paste(data.library, "blood.txt", sep = "")
> dietl <- scan(fileDat, nlines = 1)

> diet2 <- scan(fileDat, skip = 1, nlines = 1)

> diet3 <- scan(fileDat, skip = 2, nlines = 1)

> diet4 <- scan(fileDat, skip = 3, nlines = 1)

Pro identifikaci diety nejprve vytvoiime proménnou diet typu faktor, nasledné datovy
ramec. Abychom vidél vstupni data, vypiSeme je pomoci funkce cat.

> gr <- factor(c(rep(1, length(dietl)), rep(2, length(diet2)), rep(3,
length(diet3)), rep(4, length(diet4))))

> TxtGr <- '"diet"

> ngr <- 4

> y <- c(dietl, diet2, diet3, diet4)

> TxtY <- "Blood coagulation times"

> data <- data.frame(y =y, gr = gr)

> str(data)

,data.frame,: 24 obs. of 2 variables:

$y : num 62 60 63 59 63 67 71 64 65 66 ...
$ gr: Factor w/ 4 levels "1","2" "3","4": 1111222222 ...

> for (igr in as.character(l:ngr)) cat(paste(TxtGr, igr, ":", paste(yl[gr ==
igr], collapse = ", "), "\n"))

diet 1 : 62, 60, 63, 59

diet 2 : 63, 67, 71, 64, 65, 66

diet 3 : 68, 66, 71, 67, 68, 68

diet 4 : 56, 62, 60, 61, 63, 64, 63, 59
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Zajimavym grafem je plot.design(), ktery pro jednotlivé skupiny (v nasem piipadé
diety) podle zadani vykresli bud’ polohy vybérovych stiednich hodnot (implicitné nasta-
veno) ¢i vybérovych medidnu.

> par(mfrow = c(1, 2), mar = c(2.25, 3.5, 0, 1) + 0.25)
> plot.design(data)

> plot.design(data, fun = median)

> par(mfrow = c(1, 1))
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Obréazek 1: plot.design grafy pro data Blood coagulation times

Vizudlni predstavu o hodnotach vybérovych pruméra a medidnu doplnime o numerické
hodnoty pomoci piikazu tapply ().

> with(data, tapply(y, gr, mean))

1 2 3 4
61 66 68 61

> with(data, tapply(y, gr, median))

1 2 3 4
61.0 65.5 68.0 61.5

Oveérovani homogenity rozptylu
Abychom graficky posoudily homogenitu rozptylu, pouzijeme piikaz boxplot ().

> par(mar = c(5, 5, 2, 5) + 0.25)

> boxplot(y ~ gr, data = data, horizontal = TRUE, main = popis[1], xlab = TxtY,
ylab = TxtGr)

> points(y, gr, col = "gray")

> axis(4, at = 1:ngr, labels = paste("n=", table(data$gr), sep = ""),
las = 2)
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Obrazek 2: Krabicové grafy pro data Blood coagulation times
Na zdkladé krabicovych grafi nevypadd variabilita vSech diet stejné. Mame vsak k dis-
pozici prilis malé vybéry.
Vedle grafického posouzeni provedeme jesté Bartlettiv a Levenuv test.

> bartlett.test(y ~ gr, data = data)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: y by gr
Bartlett,s K-squared = 1.668, df = 3, p-value = 0.6441

> library(car)
> leveneTest(y ~ gr, data = data)

Levene,s Test for Homogeneity of Variance (center = median)
Df F value Pr(>F)

group 3 0.6492 0.5926
20

Protoze p—hodnota neni ani v jednom piipadé mensi nez 0.05, hypotézu o shodnosti
rozptylu nezamitame.

Ovérovani normality

Pomoci funkce HistFit () (skript FunkceM6120.R) vykreslime histogram, jadrovy odhad
hustoty a odhad hustoty normalniho rozdéleni.

> par(mfrow = c(2, 2))

> for (igr in as.character(1:ngr)) {
HistFit(y[gr == igr], xlab = TxtY)
mtext (paste (TxtGr, igr), line = -0.7)

}

> par(mfrow = c(1, 1))



Linedrni statistické modely II (6. cviceni)

Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve Histogram, Kernel Density Estimate, Normal Curve
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Obrazek 3: HistFit grafy pro data Blood coagulation times

Daéle ovérime normalitu pomoci Q-Q grafi.

> par(mfrow = c(2, 2), mar = c(2.25, 3.5, 2, 1) + 0.25)
> for (igr in as.character(1l:ngr)) {
qqnorm(y[gr == igr])
qqline(yl[gr == igr], col = "red")
mtext (paste(TxtGr, igr), line = -1)
}
> par(mfrow = c(1, 1))
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Obrazek 4: qgnorm grafy pro data Blood coagulation times
Normalitu nakonec otestujeme pomoci Shapiro-Wilkova testu.

> for (igr in as.character(1l:ngr)) {

TXT <- paste(TxtY, ":", TxtGr, igr, "\n", sep = "")

oddel <- paste(paste(rep("=", nchar(TXT) - 1), collapse = ""), "\n",
sep = nu)

cat (paste(oddel, TXT, oddel, sep = ""))

print (shapiro.test(y[gr == igr]))

Blood coagulation times:dietl

Shapiro-Wilk normality test

data: ylgr == igr]
W = 0.9497, p-value = 0.7143

Blood coagulation times:diet2
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Shapiro-Wilk normality test

data: ylgr == igr]
W = 0.9224, p-value = 0.5227

Blood coagulation times:diet3

Shapiro-Wilk normality test

data: ylgr == igr]
W = 0.8728, p-value = 0.2375

Blood coagulation times:diet4

Shapiro-Wilk normality test

data: ylgr == igr]
W = 0.9317, p-value = 0.5319

Protoze p—hodnoty Shapiro—Wilkova testu u vSech diet nejsou mensi nez 0.05, nezami-
tame normalitu. Obdobné dopadla homogenita rozptylu, takze muzeme provadét ana-
lyzu rozptylu pomoci klasického regresnitho modelu.

Analyza rozptylu pomoci funkce 1m()

Pro analyzu rozptylu jednoduchého tridéni muzeme vyuzit funkci .

> model.lm <- Im(y ~ gr, data = data)

Vysledek je ulozen do objektu, ktery jsme nazvali model.1lm. Objekt je tvoren polozkami,
jejichz nazvy muzeme ziskat piikazem names ().

> names (model.1m)

[1] "coefficients" '"residuals" "effects" "rank" "fitted.values"
[6] "assign" "qr" "df .residual" "contrasts" "xlevels"
[11] "call" "terms" "model"

Pomoci piikazu coefficients() (lze pouzit i kratsi verzi coef) vypiseme hodnoty ohad-
nadnutych neznamych parametru.

> coef (model.lm)

(Intercept) gr2 gr3 gri
6.100000e+01 5.000000e+00 7.000000e+00 -1.071287e-14

Abychom je vsak mohli viubec interpretovat, potiebujeme znat kédovani jednotlivych
urovni. Proto si pomoci piikazu model .matrix () vypiSeme matici planu.
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> model .matrix (model.1lm)

(Intercept) gr2 gr3 gr4
1 0 O

© 00N O Ol WN -

= e
= O

N NN R B BB e
N = O © 0 ~NO O b W iN
e e e T e e = e e e e e e e S S N L

N
w
P PP R RPRPRPRPRRPROO0OO0O0O0O0O0O000O0O0OO0OO0oOOoOOo

O O O OO0 OO0 O0OO0OO0OO0OO0Or K, KEHEREL,RE,OODO
OO O O0OO0OO0OO0OO0ORFRr P, KR, RFP,RFPEFE,OOOOOOOODO

24 1
attr(,"assign")
[1J 0111
attr(,"contrasts")
attr(,"contrasts")$gr
[1] "contr.treatment"

Vidime, ze standardni (implicitni, default) nastaveni kontrastu v prostredi R je kontrast
typu | contr.treatment|, takZe funkce 1m() uvazuje linedrn{ regresnf model ve tvaru

Y;‘k:,u‘l-aj-i-&“jk kde ar = 0.
Podrovnéjsi informace o odhadnutém linedrnim modelu ziskdme pomoci piitkazu summary ().

> summary (model.lm)

Call:
Im(formula = y ~ gr, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.000e+00 -1.250e+00 1.488e-16 1.250e+00 5.000e+00

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 6.100e+01 1.183e+00 51.564 < 2e-16 *x*x
gr2 5.000e+00 1.528e+00 3.273 0.003803 *x*
gr3 7.000e+00 1.528e+00 4.583 0.000181 ***
gr4 -1.071e-14 1.449e+00 -7.39e-15 1.000000
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Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,*x, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

Residual standard error: 2.366 on 20 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6706, Adjusted R-squared: 0.6212
F-statistic: 13.57 on 3 and 20 DF, p-value: 4.658e-05

V odstavci Coefficients je vzdy vedle bodového odhadu j-tého koeficientu také stfedni
chyba tohoto odhadu s,/v;; (s = %7 vj; je diagonalni prvek matice (X' X)~1), dale
testovd statistika 7T = sﬁ\/—fm pro test nulové hybotézy, ze j-ty koeficient je nulovy, a

nakonec dosazend p—hodnota pii oboustranné alternative.

Odhad uvedeny v fadku (Intercept) je odhadem stiedni hodnoty referen¢ni skupiny.
Ostatni parametry zna¢i odchylky od referenéni skupiny. Protoze p~hodnoty u promeén-
nych diet2 a diet3 jsou velmi malé, obé dvé se vyznamné lisi od prvni diety. U prvni a
posledni diety se rozdilnost neprokazala.

Pod oznacenim Residual standard error je statistika s, ddle ndsleduje koeficient deter-
minace R? a upraveny (adjustovany) koeficient determinace dej. Koeficient determinace
ukazuje, jak velky dil vychozi variability hodnot zévisle proménné se podatilo vysvétlit
uvazovanou regresni zavislosti.

Abychom nemuseli sami pocitat odhady stfednich hodnot pro jednotlivé diety (na z&-
kladé hodnot coeficienti oznacenych ve vystupu (Intercept), diet2, diet3 a diet4),
pouzijeme k tomu pifkaz predict ().

> predict(model.lm, newdata = data.frame(gr = as.character(1:ngr)))

1 2 3 4
61 66 68 61

Podivejme se, jakou formu ANOVA tabulky nabizi prostiedi R pomoci funkce anova().

> anova(model.1lm)

Analysis of Variance Table

Response: y
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

gr 3 228 76.0 13.571 4.658e-05 *x*x
Residuals 20 112 5.6
Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,*x, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

Protoze p-hodnota u statistiky F' v ANOVA tabulce je mensi nez 0.05, zamitame nulovou
hypotézu, ze vektor (ag,as,aq)’ = (0,0,0)’, a lze Fici, ze doba koagulace krve se lisi
v zavislosti na podavané dieté.
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Analyza rozptylu pomoci funkce aov()

Kromé obecné funkce 1m() pro klasickou linearni regresi lze pouzit specialni funkci jen

pro analyzu rozptylu, a to funkci .

> model.aov <- aov(y ~ gr, data = data)

Vysledek je ulozen do objektu, ktery jsme nazvali model.aov. Objekt je tvoren polozkami,
jejichz nazvy muzeme ziskat piikazem names ().

> names (model.aov)

[1] "coefficients" '"residuals" "effects" "rank" "fitted.values"
[6] "assign" "qr" "df .residual" "contrasts" "xlevels"
[11] "call" "terms" "model"

Opét ke zjistni kodovani jednotlivych trovni pouzijeme piikaz
> model.matrix(model.aov)

(Intercept) gr2 gr3 gré
1 0 O

© 00N O Ol WN -

= e
= O

NG R N N

e e el T e e T e e e e e e e S S S N
O OO OO O0OO0ODO0ODO0ODOOO0OO0OO K FHFEFEEEOOO
O O OO O0OO0OO0OO0OFRrFEFEFEFEPEFELEFP,OOOOOOOOO
B P PP R RPR R, O0OO0000 000000000 OoOOo

24 1
attr(,"assign")
[11 0111
attr(,"contrasts")
attr(,"contrasts")$gr
[1] "contr.treatment"

Vidime, ze kédovani je uplné stejné jako u funkce 1m(), nebot’ implicitné jsou kon-
trasty nastaveny na contr.treatment. Pozijeme-li piikaz summary v souvislosti s vy-
stupy z funkce aov (), dostaneme vystupni ANOVA tabulku.
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> summary (model.aov)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

gr 3 228 76.0 13.571 4.658e-05 *x*
Residuals 20 112 5.6
Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,*x, 0.01 ,*, 0.056 ,., 0.1, , 1

Chceme-li znat odhady stfednich hodnot jednotlivych diet, pouzijeme pro vystup z funkce
aov() piikaz model.tables()

> model.tables(model.aov, type = "means")

Tables of means
Grand mean

64
gr
1 2 3 4

61 66 68 61
rep 4 6 6 8

Mnohonasobna srovnavani
Pokud zamitneme nulovou hypotézu
Hy:pr=---=pp, vs Hy: Jj#k:p #pg

ve prospéch alternativni hypotézy, zajima nas, které dvojice se vyznamné lisi. K tomu
pouzijeme testy mnohondsobného srovnavani.

> print (TukeyTest <- TukeyHSD(model.aov))

Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = y ~ gr, data = data)

$gr

diff lwr upr p adj
2-1 5.000000e+00  0.7245544 9.275446 0.0183283
3-1 7.000000e+00  2.7245544 11.275446 0.0009577
4-1 -1.421085e-14 -4.0560438 4.056044 1.0000000
3-2 2.000000e+00 -1.8240748 5.824075 0.4766005
4-2 -5.000000e+00 -8.5770944 -1.422906 0.0044114
4-3 -7.000000e+00 -10.5770944 -3.422906 0.0001268

Na zavér vysledky Tukeova testu mnohonasobného srovnavani jesté vykreslime.

> plot(TukeyTest)
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95% family—wise confidence level

3-1

4-1

I I
-10 -5 0 5 10

Differences in mean levels of gr

Obrazek 5: Tukeova metoda mnohonasobného srovnavani pro data Blood coagulation times

7 vysledku je patrné, ze se

(a) prokdazal vyznamny rozdil

e mezi 1. a 2. dietou
e mezi 1. a 3. dietou
e mezi 2. a 4. dietou

e mezi 3. a 4. dietou
nebot’ intervaly spolehlivosti neobsahuji nulu,
(b) neprokazal vyznamny rozdil

e mezi 1. a 4. dietou

e mezi 2. a 3. dietou

nebot’ intervaly spolehlivosti obsahuji nulu.
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Linedrni statistické modely II (6. cviceni)

d

C. Ukol 1:

(a
(b

) Nactéte soubor informaci brambory.inf a soubor dat brambory.txt.

)
(¢) Testujte hypotézu, ze vynosy vsech odrud brambor jsou stejné.

)

Pred samotnou analyzou rozptylu proved’te ovéreni homogenity rozptylu a normality.

(d) Pokud se prokaze vyznamny rozdil, naleznéze ty dvojice odrud, které se vyznamné
lisi.

D. Ukol 2.

(a) Nactéte soubor informaci b515.inf (s kédovanim utf8), resp. b515w.inf (s kédova-
nim cp 1250) a soubor dat b515.txt.

(b) Pro tato data proved’te ikoly (b) az (d) z pfedchoziho tkolu.

Pozndmka:
V prvnim fadku souboru b515.txt je uveden pro jednotlivé druhy mysi pocet jedincu.
Chybeéjici hodnoty (missing values) jsou oznaceny jako nuly.



