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M6120 — 7. CVICENI : M6120cv07 (Klasicky linedrni regresni model)

A. Klasicky linearni regresni model, modely netiplné hodnosti, rozsifeny
linearni regresni model a vazena metoda nejmensich ¢tverct.

Méjme regresni model plné hodnosti:
Y=XB8+e A AX)=h(XX)=p+1 A n>p+1 A e~ L,(00%1,)
vektor zdvisle proménnych Y = (Y3,...,Y,)
matice pldnu X=(z) i=1,...,n; j=0,...,p
vektor chyb e=(c1,...,en), Ee=0, De=cl,;

Odhad neznamych parametru 3 provedeny metodou nejmensich ctvercu je fesenim nor-
malnich rovnic X'XB3 = X'Y a plati: B = (X’X)_1 XY

Oznacme
Y = XB=XXX)'X'Y=HY
| S —
R H
E = Y-Y=I-HY=MY=MXB+¢)) :M(?(,B+Ms:(I—H)s
M =
2 = n_S;_l =g (Y-Y)(Y-Y)=;25é&e= 5 Y'(I-H)Y=;—¢'(I-H)e
Plati
m EB =0
w Es?= EG) _ 0%, tj. s?je nestrannym odhadem rozptylu

n—p—1
s DB =o2(X'X)"!
Plati-li navic € ~ N,(0,0%I,), pak
n Y ~ No(XB,0%)
s £~ N,(O,0%(1—H))
= B~ Np(B8,03(X'X) )
n %~ xi(n-p-1)

n B a s? jsou stochasticky nezavislé
5, —B; -
w Tj= \/? ~ t(n—pj 1),  kde (X’X)~! = (vij)ij=o...p
n F= 58— B)W (B, —Ba) ~ Flg,n—p—1),
L_(V U s 5_( B
kde X’X1:< ) :< 1) :<A1> a h(W)=
XXt = (g ow )oe=(a ) 8= (W) =g
" T:%Nt(n—p—l), kde c¢=(co,c1,...,¢,) a E(B)=cB
Y; =x/8 +¢; ~ N(x.3,0?) .
A7« i 7 (L] Y'Z_Y'ZNN 21 ,-X,X_li
. Y, =%/ ~ N(x/8,02x/(X'X) " 'x;) = (0,0%(1 +x;( )" %))

kde x| = (zio,...,Tip) Jje i-ty fddek matice planu X
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I Intervaly spolehlivosti |

pro parametry f;

j=0,....p (/J’j —ti_a(n—p—1)s\/v55, Bj +ti-g(n—p—1)s Ujj)

pro stredni
hodnotu predikce (x;B —ti-g (n—p—1)s/x{(X'X) " x, xi3 + ti—g(n—p—1)s x;(X’X)*lxi)
EY:=Ex;B=x,8
pro predikci
Y =x3 (xéB—tl,% (n—p—1)sy/1+x}(X'X)~ 1xi,x§B+t1,% (n—p—1)sy/1+x}(X'X)~ 1xi)
i=1,...,n

kde ti_g (n—p—1) je 1 — 5 kvantil Studentova rozdéleni o n—p—1 stupnich volnosti

Az doposud jsme uvazovali linedrni regresni model plné hodnosti. V nékterych situacich
je vSak vhodné pouzit model s nedplnou hodnosti, tj. h(X) =r < k < n. V tom pii-
padeé systém normélnich rovnic ma nekoneéné mnoho feseni, takze zadny vektor stfednich
hodnot FY = p = X3 neurcuje jednoznac¢né vektor 8. Neni vSak vylouceno, ze exis-
tuji néjaké linearni kombinace vektoru (3, jejichz hodnoty jsou vektorem stiednich
hodnot p € M(X) urceny jednoznac¢né. Ukazuje se (viz Andél, 1978), ze témito hleda-
nymi vektory jsou (nestranné linearné) odhadnutelné parametrické funkce 6 = ¢’g.
Jejich dulezitou vlastnosti je, ze jsou to pravé linedarni kombinace fadkt matice X, tj.
¢ € M(X'). Pokud mame vektor @ = (61,...,0,)", m € N, jehoz slozky jsou odhadnu-
telné, jde o odhadnutelny vektor parametru.

D4 se ukdzat (viz Andél, 1978), Ze nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem odhadnu-
telné parametrické funkce § = ¢’3 je 6=c B, kde ,6 je libovolné feSeni normaélnich rovnic.
Odtud je ihned vidét, ze vektor stfednich hodnot p = EFY = X3 je vzdy odhadnutelny
a jeho nejlepsi nestranny linedrni odhad je tvaru

p=XXXyXY=HY.
Plati-li navic Y ~ N, (X3, 0%1,,), pak (viz Andél, 1978)
(1) Statistika S /02 = L (Y -XB)(Y-XB) = LY'[L,-H]Y ~ x*(n—1).
(2) Statistika s? = % je nestrannym odhadem parametru o2.
(3) Vektor B = (X'XJX'Y a s? jsou nezavislé.
(4) Statistika T' = _cfeB t(n—r).

s\ (X'X) e

Neékdy musime vzit soucasné se zdkladnim linedrnim modelem v tivahu i nékolik speci-
alnich piipadu tohoto modelu, kterym se iikd podmodely nebo submodely. Méjme
ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y,)" a predpoklddejme, ze plati model M a jsou dany dalsi
dva submodely My a My, pficemz pro n>k>r>ry>ro mame

Y ~ N, (XB,0%1,), X jetypunxk, h(X)=r, B jetypuk x1
Y ~ N, (UB;,021,), U je typun x ki, h(U)=r1, By je typu ki x 1
Y ~ N,(TB,y,0%1,), T jetypun x kg, h(

)

Polozme p, = UU'U) UY a py, = T(T'T) "T'Y, pak (viz Andél, 1978)
(5) plati-li model M = p=EmE-m) 1 F(r —ri,n—r),

r—ry

52
(6) plati-li model M = F)= M% ~ F(ri —rq,n—r).

T1—r2

T)=ry, By je typu kg x 1
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Podmodel vznikly vypusténim sloupct matice planu. Podmodel muze byt dan
pozadavkem vynechat z matice planu X nékteré sloupce. Bez Gjmy na obecnosti pied-
poklddejme, ze matice, které urcuji model a podmodel se lisi pravé poslednimi sloupci
matice X, takze X = (Xo,X;).

Mgjme ndhodny vektor Y = (Y1,...,Y,,)" a predpoklddejme, ze plati model M a je ddn
submodel My, pricemz

Y ~ N, (XB,0%1,) kde X jetypunxk, h(X)=r, B jetypukxl

Y ~ N, (Xo8y,0°1,) kde Xq je typu n x ko, h(Xq) =70, By je typu ko x 1

kde n>k>r>rg

Podle definice model My je podmodelem M pokud Xy=XK, v nasem piipadé matice
K= (%“) jetypu kX ko.
Polozme p=HY =X(X'X) XY a py=H)Y =X, (X{Xo) X}Y,
Se = (Y — ) (Y — 1) Seo = (Y = 110)" (Y — Hy)
pak
Sag = (B —1o)' (B — 1) Se = Seq — S,
Pokud plati model , pak statistika

(Seq = Se)/(r —19)
Se/(n —1)
Rozsiteny linearni regresni model a vaZzena metoda nejmensich ¢tverci. Méjme
regresni model, ve kterém Y = X8 + ¢, € ~ £,(0,62V), V > 0, a hodnost matice
h(X) = k (tj. V je pozitivné definitni), pak odhad pomoci metody nejmensich ¢tvercu

je roven

Fy =

~ F(r—mro,n—r).

B =XV IX)1X'V-1ly,
coz lze snadno dokézat. Vzhledem k predpokadu V > 0 (tj. V je pozitivné definitni)
existuje V_%, ktera je symetrickd a regularni. Proto
AV72X) = h(X) =k = A(X'V1X) = (X'V 2V 2X)
takze X'V~1X je regularni. Polozme
Z=VY, F=V:iX, 5=V ie
Pakz Y=XB+e plyne,ze V 3Y=V 3XB+V 2e, tj. Z=F3+n.
Pak ) )
En=FEV 2e =V 2 Fe =0

~~
=0

Dn=D(V 2e) =02V 2VV ™2 =2V 2V2V2V 2 = oI,
a tento model jiz splnuje predpoklady klasického linearniho regresniho modelu, ve kterém
odhad vektoru neznamych parametri metodou nejmensich ¢tvercu je roven

B=(FF) 'FzZ=XV VX)XV VY= (XV !X)XV'y.
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Nejcastéji se matice V uvazuje jako diagonalni matice ve tvaru V = diag{vi,...,vn}.

Polozime-li
vl _ 7,01 1y g
W =V~ =diag{;-,...,;-} = diag{ws, ..., wn},

pricemz prvky wi, ..., w, se nazyvaji vadhami (tedy ¢im je rozptyl vétsi, tim je vdha
pozorovani mensi). Pak odhad neznamych parametri metodou nejmensich ¢tvercu:

B =(XWX) ' X'WY
se nazyva VAZENA METODA NEJMENSICH CTVERCU.
Poznédmka: V prostiedi R se ve funkci 1m() pfid4 parametr weights .
Testovani rovnobéznosti a shodnosti dvou regresnich primek
Megjme dva nezavislé ndhodné vybeéry
Yii,..., Y1, (vesp. Yo1,...,Ya,,)
a k tomu odpovidajici hodnoty regresoru

T1ly .-, Tiny (T€SP. T21,. .., Tony).

Predpoklddejme, ze Yii = a1 + bixy; + €14, e1; ~ N(0,02?) 1=1,...,n1

Y2 = ag + bowa; +€9; e2i ~ N(0,0?) i=1...,n

Vytvorme spoleény regresni model:

Yll 1 T11 0 0 €11
: R ay :
Y1n1 _ 1 Liny 0 0 b_l + €1n,
Y51 o 0 1 an az €91

: : ba
}/2/"/2 0 0 1 T2ng 52112

Vyjadieno blokové:

(v)=(% =) (&) (2)
Y2 0 X2 ,32 €9
w (XX, 0 ~ (X)X ~ (B _ (X’le)_lX’lY1>
xx= (5 k) xY=(xv) P ‘<32>‘<<X'2X2>—1x'2¥2 '

é:Y—?:Y_XB:<E::l>: Y1_¥1 _ Yl_Xlél
€2 Y2 _Y2 Y2 —X2ﬁ2
Se=e'e=e1'e1+& € =25, +5,

_ _ §2 = 2 — ' & = 2 = Se _ (n1—2)s3+(n2—2)s3
2 no—2 no—2 ni+ngs—4 ni+ngs—4
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Testovani rovnobéznosti dvou regresnich primek

P1i testovani hypotézy proti alternativé | Hy : by # by | vyuzijeme toho, ze

statistika R
— BB (n—p—
= s2¢/ (X'X)~1le t(n p 1)'
Polozme ¢ = (0, 1,0, —1), pak

c’(X’X)_lc = V99 + V44, pfiéemz (X,X)_l = (Uz’j)i,jzl,...A'

Za platnosti nulové hypotézy statistika | Ty = S\/% ~ t(ny + ng —4).

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «

pokud m |[to| > tl_%(nl +ng —4)
nebo  m  p-value pg = P(Ty > |to]) < §.

Testovani shodnosti dvou regresnich primek

Budeme testovat hypotézu proti alternative | Hy : 8, # B9 |.

A2
7(7114-222 CLEPN x2(n1 4 ng — 4)

Vyuzijeme vztahu Ky = % =
B — By ~ N(51 - 52702((X,1X1)_1 + (X/2X2)_1))

W
a za platnosti Hy K;= 0—12(ﬁ1 - ﬁ2)/W_1(ﬁ1 - ,82) ~ x2(2)
pak Fozﬁﬁi_@:ﬁ(al—éﬂlw_l(al—aﬂ ~ F(2,n1+n2—4)

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «

pokud m fy< F%(2,n1 +ng —4) nebo fo > Fl_%(2,n1 +ng —4)
nebo  m  p-value pg = P(F' > fo) <§ mnebo 1-—pg< 3.

Ovérovani shodnosti rozptylia

Pii testovani hypotézy | Hy : 07 = 03 | proti alternativé | Hy : 02 # o5 | vyuzijeme toho, ze

statistika Fy za platnosti Hy ma F-rozdéleni

Seq
_ (202 _ 5}
Fy= 22 — 5 F(ny —2,n5 — 2)
(ng—2)o2 2

Nulovou hypotézu zamitame na hladiné vyznamnosti «
pokud = fy< Fa (n1—2,n9 —2) nebo fo > Fl_%(nl —2,n9 —2)
nebo  m  p-value pg = P(Fp > fo) <§ mnebo 1-—pg<§.

Reference: Andél, J. Matematickd statistika. SNTL, ALFA Praha 1978
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PRIKLAD 1: RozvopOovosT v CESKE A SLOVENSKE REPUBLICE (1960-1970)

V celostatnich statistikach byl v letech 1960-1970 sledovan pocet rozvodu na 1000 oby-
vatel zvlast’ pro Ceskou a Slovenskou republiku.

Do proménnych y1 a y2 vlozime pocty rozvodu na 1000 obyvatel pro jednotlivé republiky.

> TXT <- "Rozvodovost v CR a SR v letech 1960-1970"

> TxtY <- "pocet rozvodu na 1000 obyvatel"

> TxtX <- "roky"

> TxtGr <- "republika"

>yl <- ¢c(1.34, 1.45, 1.47, 1.52, 1.48, 1.66, 1.77, 1.76, 1.89, 2.08,
2.19)

> y2 <- ¢(0.58, 0.59, 0.58, 0.55, 0.54, 0.57, 0.64, 0.57, 0.67, 0.75,
0.76)

> xtime <- 1960:1970

Hodnoty obou republik vykreslime do jediného grafu pomoci funkce matplot (). Do grafu
zakreslime také regresni piimky.

> matplot(xtime, cbind(yl, y2), type = "o", xlab = TxtX, main = TXT, ylab = paste(TxtY,
": CR(1), SR(2)", sep = ""), 1ty = 1, col = c("darkblue", "darkgreen"))

> abline(1m(y1 ~ xtime), col = "lightblue3", lty = 1)

> abline(Im(y2 ~ xtime), col = "lightgreen", lty = 1)

Rozvodovost v CR a SR v letech 1960-1970

b

pocet rozvodu na 1000 obyvatel: CR(1), SR(2)
1.0

3
|
{

1960 1962 1964 1966 1968 1970
roky

Obrazek 1: matplot: pro data Rozvodovost v Ceské a Slovenské republice v letech 1960-1970
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Pro obé dvé republiky provedeme odhad vSech parametru regresni piimky pomoci funkce
Im(). Kvuli vysokym z—vym hodnotdm se doporucuje proménnou z (roky) centrovat.

> n <- length(xtime)

> xshift <- mean(xtime)

> model.CR <- Im(yl1 ~ I(xtime - xshift))
> summary (model.CR)

Call:
Im(formula = y1 ~ I(xtime - xshift))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.131818 -0.036818 -0.001818 0.058182 0.098182

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.691818 0.022866 73.99 7.61e-14 *x*
I(xtime - xshift) 0.080000 0.007231 11.06 1.53e-06 **x

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’**’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 7 > 1

Residual standard error: 0.07584 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9315, Adjusted R-squared: 0.9239
F-statistic: 122.4 on 1 and 9 DF, p-value: 1.534e-06

> model.SR <- Im(y2 ~ I(xtime - xshift))
> summary (model.SR)

Call:
Im(formula = y2 ~ I(xtime - xshift))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.083636 -0.040455 0.004091 0.046591 0.060909

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 0.618182 0.015953 38.750 2.52e-11 ***
I(xtime - xshift) 0.017727 0.005045 3.514 0.00658 **

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’%’ 0.056 ’.” 0.1’ > 1

Residual standard error: 0.05291 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5784, Adjusted R-squared: 0.5316
F-statistic: 12.35 on 1 and 9 DF, p-value: 0.006577
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Testovani homogenity rozptylu

Chceme-li testovat rovnobéznost a shodnost obou pirimek, musime nejprve otestovat ho-
mogenitu rozptylu pomoci statistiky

Fy=3s3/s3 ~ F(ni—2,ns—2).

Pomocf funkce summary () ziskdme odhady statistik s? a s3 (viz Residual standard error

v predchozich vypisech) a spocitdme hodnotu statistiky Fp.

> (s.CR <- summary(model.CR)$sigma)
[1] 0.07583874

> (s.SR <- summary(model.SR)$sigma)
[1] 0.05291025

> (f0 <- s.CR"2/s.SR"2)

[1] 2.054483

Abychom mohli provést testovani, potiebuje mit bud’ kritickou hodnotu testu nebo pii-
slusnou p—hodnotu. K tomu potiebujeme znat stupné volnosti, zbytek spocitame pomoci
distribu¢ni a kvantilové funkce F'—rozdéleni.

> (nu.sigma.CR <- model.CR$df.residual)

(11 9

> (nu.sigma.SR <- model.SR$df.residual)

(11 9

> (F.kritH <- qf(0.975, nu.sigma.CR, nu.sigma.SR))
[1] 4.025994

> (F.kritD <- qf(0.025, nu.sigma.CR, nu.sigma.SR))
[1] 0.2483859

> (pValF0 <- 1 - pf(f0, nu.sigma.CR, nu.sigma.SR))

[1] 0.1492161
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Protoze konkrétni hodnota fy = 2.054483 statistiky F' nelezi v kritické oblasti testu
W, = {(0,0.2483859) U (4.025994, o)} a také p—hodnota neni mensi nez 0.05, nezami-
tame hypotézu o shodé rozptylu.

Testovani rovnobéznosti primek
Pii testovani hypotézy Hy : by = bs proti alternativé Hy : by # by vyuZzijeme toho, ze

statistika

b
T= ot ~ tntna—4).

Diagondlni prvky matice (X'X)~! ziskdme pomoci funkce summary ().

> (vjj.CR <- diag(summary(model.CR)$cov.unscaled))

(Intercept) I(xtime - xshift)
0.09090909 0.00909091

> (vjj.SR <- diag(summary(model.SR)$cov.unscaled))

(Intercept) I(xtime - xshift)
0.09090909 0.00909091

Protoze obé regresni ptimky byly odhadnuty na zakladé stejného poctu pozorovani, tak
vazeny prumeér obou rozptylu je obyéejnym aritmetickym prumeérem. A pak jiz snadno
spoc¢itdme hodnotu testové statistiky a prislusnou kritickou hodnotu a p—hodnotu.

> (82 <- 0.5 ¥ (s.CR"2 + 5.SR"2))
[1] 0.004275505

> (t0 <- (coef(model.CR)[2] - coef(model.SR)[2])/sqrt(s2 * (vjj.CR[2] +
vjj.SR[2])))

I(xtime - xshift)
7.06294

> (t.krit <- qt(0.975, nu.sigma.CR + nu.sigma.SR))
[1] 2.100922
> (pValt <- 2 * (1 - pt(t0, nu.sigma.CR + nu.sigma.SR)))

I(xtime - xshift)
1.377579e-06
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Protoze vypoctend hodnota

to = 7.06294 € W, = {(—00, —2.100922) U (2.100922, x0)}

a také p—hodnota je mensi nez 0.05, proto zamitame nulovou hypotézu o rovnobéznosti
obou primek.

Testovani shodnosti primek

Testovani shodnosti pfimek provedeme pomoci F—statistiky
P N P
Fo=5(8B1—B2) W (B, —B,) ~ F(2,n1+n3—4)

kde
W = (X[X) ™+ (X5X,)

Nejprve spocitame matici W, pak jeji inverzni matici pomoci funkce solve ().

> W <- summary(model.CR)$cov.unscaled + summary(model.SR)$cov.unscaled
> (invW <- solve(W))

(Intercept) I(xtime - xshift)
(Intercept) 5.500000e+00 -7.910962e-16
I(xtime - xshift) -7.910962e-16 5.500000e+01

Nakonec dopocitame hodnotu statistiky Fy, kritické hodnoty a p—hodnotu.

> diffBeta <- as.matrix(coef (model.CR) - coef (model.SR))
> FO <- t(diffBeta) J,*}, invW 7*), diffBeta
> (FO <- FO/(2 * s52))

[,1]
[1,] 766.3547

> (FO.kritH <- gqf(0.975, 2, nu.sigma.CR + nu.sigma.SR))
[1] 4.559672

> (FO.kritD <- qf(0.025, 2, nu.sigma.CR + nu.sigma.SR))
[1] 0.02535345

> (pValF00 <- 1 - pf(FO, 2, nu.sigma.CR + nu.sigma.SR))

[,1]
[1,] 0

Protoze konkrétni hodnota fo = 766.3547 statistiky Fp lezi v kritické oblasti testu
W, = {(0,0.2535345) U (4.559672,00)} a také p—hodnota je mensi nez 0.05, zamitdme
hypotézu o shodé regresnich piimek.
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Testovani rovnobéznosti a shodnosti primek pomoci podmodela

Predchozi postup testovani rovnobéznosti a shodnosti dvou piimek je velmi pracny. Na-
Stésti totéz muzeme provést mnohem jednodussim postupem, a to pomoci podmodeli.

Vytvoiime jediny regresni model s vyuzitim kategorialni proménné, kterd bude udavat,
zda se jedna o data jedné ¢i druhé republiky. Dostaneme tak tzv. ANCOVA model nebo
téz mluvime o analyze kovariance.

ANCOVA modely jsou linedrni regresni modely, jejichz zavisle proménné (nazyvané téz
kovariaty ¢i regresory) jsou jak spojité, tak kategoridlni.

Ve shodé s implicitnim nastaveni kontrastu v prostiedi R vytvofime jediny regresni model
a to tak, abychom vypusténim jednoho sloupce mohli testovat i rovnobéznost primek.
Plny model, ktery oznac¢ime jako E, bude mit ruzné koeficienty « i 3, tedy predpoklada,
ze primky mohou byt ruznobézné.

2 in:a+a2—|—(ﬁ+ﬁ2)a}ji+€ji kde j=1,2 z':l,...,nj (n1:n2:11)

a parametry as a (2 budou nulové pro Ceskou republiku a pro Slovenskou republiku
budou znacit odchylku od parametru o (Intercept), resp. 5 (smérnice piimky).

Nejprve vytvoiime datovy ramec.

> data <- data.frame(x = rep(xtime - xshift, 2), y = c(y1, y2), gr = c(rep("CR",
n), rep("SR", n)))
> str(data)

’data.frame’: 22 obs. of 3 variables:

$x :num -5-4-3-2-101234...

$y :num 1.34 1.45 1.47 1.52 1.48 1.66 1.77 1.76 1.89 2.08 ...
$ gr: Factor w/ 2 levels "CR","SR": 1111111111 ...

Nyni pomoci funkce 1m() provedeme odhad modelu . Vsimnéme si, jak zadame razné
smérnice i pruseciky (y ~ x * gr), coz lze také zapsat ndzornéjsi a tim i delsi formou

y 7 x + gr + x:gr.

> model.M <- 1m(y ~ x * gr, data)
> summary (model.M)

Call:
Im(formula = y ~ x * gr, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.131818 -0.039545 0.001364 0.049886 0.098182

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.691818 0.019715 85.814 < 2e-16 **x*
X 0.080000 0.006234 12.832 1.70e-10 **x*
grSR -1.073636 0.027881 -38.507 < 2e-16 **x*
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x:grSR -0.062273  0.008817 -7.063 1.38e-06 *x*x*

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’*%’ 0.01 ’%’ 0.056 ’.” 0.1’ > 1

Residual standard error: 0.06539 on 18 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9892, Adjusted R-squared: 0.9875
F-statistic: 551.9 on 3 and 18 DF, p-value: < 2.2e-16

Vypocteme koeficienty obou piimek.

> (Coef.M <- coef (model.M))

(Intercept) X grSR x:grSR
1.69181818 0.08000000 -1.07363636 -0.06227273

al.M <- Coef.M[1]

a2.M <- Coef.M[1] + Coef.M[3]

b1.M <- Coef.M[2]

b2.M <- Coef.M[2] + Coef.M[4]

txtCoef.M <- paste("al =", round(al.M, 3), " a2 =", round(a2.M, 3),
" b1l =", round(b1.M, 3), " b2 =", round(b2.M, 3))

> cat(paste("Model M :", txtCoef.M, "\n"))

vV V. Vv Vv Vv

Model M : al = 1.692 a2 = 0.618 bl =0.08 b2 = 0.018

Vykreslime do jednoho grafu obé dvé ptimky, pridame intervaly spolehlivosti kolem
stfedni hodnoty a predi¢ni intervaly.

> pred.M.CR <- predict(model.M, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,

gr = "CR"))

> pred.M.SR <- predict(model.M, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "SR"))

> CR.ci.conf.M <- predict(model.M, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "CR"), interval = "confidence")

> CR.ci.pred.M <- predict(model.M, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "CR"), interval = "prediction")
> SR.ci.conf.M <- predict(model.M, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,

gr = "SR"), interval = "confidence")
> SR.ci.pred.M <- predict(model.M, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "SR"), interval = "prediction")

> yrange <- range(c(data$y, pred.M.CR, pred.M.SR))

> plot(xtime[c(1, n)], yrange, type = "n", xlab = TxtX, main = TXT, ylab = TxtY)

> matlines(xtime, cbind(yl, y2), type = "o", pch = c(21, 22), bg = c("red",
"cyan"), 1ty = c(1, 1), col = c("darkred", "darkcyan"))

> matlines(xtime, cbind(pred.M.CR, pred.M.SR), 1ty = c(1, 1), col = c("dodgerblue",
"darkgreen"), lwd = 2)

> matlines (xtime, cbind(CR.ci.conf.M[, 2:3], SR.ci.conf.M[, 2:3]), 1ty = c(2,
2, 2, 2), col = c("lightblue4", "lightblue4", "lightgreen", "lightgreen"),
lwd = 2)

> matlines(xtime, cbind(CR.ci.pred.M[, 2:3], SR.ci.pred.M[, 2:3]), 1ty = c(3,
3, 3, 3), col = c("lightblue4", "lightblue4", "lightgreen", "lightgreen"),
lwd = 2)

> mtext (txtCoef.M)
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Rozvodovost v CR a SR v letech 1960-1970
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Obrézek 2: Riznobézné regresni pifmky pro data Rozvodovost v Ceské a Slovenské re-
publice v letech 1960-1970

Nyni budeme uvazovat podmodel modelu M, kdy v matici planu vypustime posledni
sloupec. Model bude tvaru

: in:a—kag—i-ﬁmji—ksji kde j:1,2 izl,...,nj (Tll:ng:ll)

a parametr ap bude nulovy pro Ceskou republiku a pro Slovenskou republiku bude znagit
odchylku od parametru a (Intercept).

Nyni pomoci funkce 1m() provedeme odhad modelu .

> model.M1 <- Im(y ~ x + gr, data)
> summary (model.M1)

Call:
Im(formula = y ~ x + gr, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.16295 -0.07494 -0.03068 0.04608 0.25386

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 1.691818 0.037266 45.399 < 2e-16 **x*
X 0.048864 0.008333 5.864 1.20e-05 **x*
grSR -1.073636 0.052701 -20.372 2.28e-14 **x*

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’**’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 7 > 1
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Residual standard error: 0.1236 on 19 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9594, Adjusted R-squared: 0.9552
F-statistic: 224.7 on 2 and 19 DF, p-value: 5.988e-14

Vypocteme koeficienty obou piimek.

> (Coef.M1 <- coef (model.M1))

(Intercept) X grSR
1.69181818 0.04886364 -1.07363636

al.M1 <- Coef.M1[1]

a2.M1 <- Coef.M1[1] + Coef.M1[3]

b1.M1 <- Coef.M1[2]

b2.M1 <- Coef.M1[2]

txtCoef.M1 <- paste("al =", round(al.M1, 3), " a2 =", round(a2.M1,
3), " bl =", round(b1.M1, 3), " b2 =", round(b2.M1, 3))

> cat(paste("Model M1 :", txtCoef.M1, "\n"))

vV V. Vv Vv Vv

Model M1 : al = 1.692 a2 = 0.618 bl = 0.049 b2 = 0.049

Vykreslime do jednoho grafu obé dvé piimky, intervaly spolehlivosti kolem stifedni hod-
noty a predi¢ni intervaly.

> pred.M1.CR <- predict(model.M1, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,

gr = "CR"))

> pred.M1.SR <- predict(model.M1, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "SR"))

> CR.ci.conf.M1 <- predict(model.M1, newdata = data.frame(x = xtime -
xshift, gr = "CR"), interval = "confidence")

> CR.ci.pred.M1 <- predict(model.M1, newdata = data.frame(x = xtime -
xshift, gr = "CR"), interval = "prediction")

> SR.ci.conf.M1 <- predict(model.M1, newdata = data.frame(x = xtime -
xshift, gr = "SR"), interval = "confidence")

> SR.ci.pred.M1 <- predict(model.M1, newdata = data.frame(x = xtime -
xshift, gr = "SR"), interval = "prediction")

> yrange <- range(c(data$y, pred.M1.CR, pred.M1.SR))

> plot(xtime[c(1, n)], yrange, type = "n", xlab = TxtX, main = TXT, ylab = TxtY)

> matlines(xtime, cbind(yl, y2), type = "o", pch = c(21, 22), bg = c("red",
"cyan"), 1ty = c(1, 1), col = c("darkred", "darkcyan"))

> matlines(xtime, cbind(pred.M1.CR, pred.M1.SR), 1ty = c(1, 1), col = c("dodgerblue",
"darkgreen"), lwd = 2)

> matlines(xtime, cbind(CR.ci.conf.M1[, 2:3], SR.ci.conf.M1[, 2:3]), 1ty = c(2,
2, 2, 2), col = c("lightblue4", "lightblue4", "lightgreen", "lightgreen"),
lwd = 2)

> matlines(xtime, cbind(CR.ci.pred.M1[, 2:3], SR.ci.pred.M1[, 2:3]), 1ty = c(3,
3, 3, 3), col = c("lightblue4", "lightblue4", "lightgreen", "lightgreen"),
lwd = 2)

> mtext (txtCoef.M1)
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Rozvodovost v CR a SR v letech 1960-1970
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Obrézek 3: Rovnobézné regresni pifmky pro data Rozvodovost v Ceské a Slovenské re-

publice v letech 1960-1970

Nakonec budeme uvazovat podmodel modelu M7, kdy v matici planu vypustime posledni
sloupec. Model bude tvaru

Ma|: Yii=a+Bzji+e; kde j=1,2 i=1,...,n; (g =ny=11)
a parametry o a 3 budou spoleéné pro Ceskou i pro Slovenskou republiku.

Pomoci funkce 1m() provedeme odhad modelu .

> model.M2 <- Im(y ~ x, data)
> summary (model.M2)

Call:
Im(formula = y ~ x, data = data)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.68273 -0.56557 0.02159 0.50136 0.79068

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 1.15500 0.12275  9.409 8.72e-09 *x*x
X 0.04886 0.03882 1.259 0.223

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’**’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 7 > 1

Residual standard error: 0.5758 on 20 degrees of freedom
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Multiple R-squared: 0.07341, Adjusted R-squared: 0.02708
F-statistic: 1.585 on 1 and 20 DF, p-value: 0.2226

Vypocteme koeficienty.

> (Coef.M2 <- coef (model.M2))

(Intercept) X
1.15500000 0.04886364

al.M2 <- Coef.M2[1]

a2.M2 <- Coef.M2[1]

b1.M2 <- Coef.M2[2]

b2.M2 <- Coef.M2[2]

txtCoef.M2 <- paste("al =", round(al.M2, 3), " a2 =", round(a2.M2,
3), " bl =", round(b1.M2, 3), " b2 =", round(b2.M2, 3))

> cat(paste("Model M2 :", txtCoef.M2, "\n"))

V V. Vv Vv Vv

Model M2 : al = 1.155 a2 = 1.15656 bl = 0.049 b2 = 0.049

Vykreslime do jednoho grafu jedinou regresni pfimku, intervaly spolehlivosti kolem stfedni
hodnoty a predié¢ni intervaly.

> pred.M2 <- predict(model.M2, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,

gr = "CR"))

> pred.M2 <- predict(model.M2, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "SR"))

> ci.conf.M2 <- predict(model.M2, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "CR"), interval = "confidence")

> ci.pred.M2 <- predict(model.M2, newdata = data.frame(x = xtime - xshift,
gr = "CR"), interval = "prediction")

> yrange <- range(c(data$y, pred.M2))

> plot(xtime[c(1, n)], yrange, type = "n", xlab = TxtX, main = TXT, ylab = TxtY)

> matlines(xtime, cbind(yl, y2), type = "o", pch = c(21, 22), bg = c("red",
"cyan"), 1ty = c(1, 1), col = c("darkred", "darkcyan"))

> lines(xtime, pred.M2, 1ty = 1, col = c("orchid"), 1lwd = 2)

> matlines(xtime, ci.conf.M2[, 2:3], 1ty = c(2, 2), col c("orchid2"),

lwd = 2)
> matlines(xtime, ci.pred.M2[, 2:3], 1ty = c(3, 3), col = c("orchid4"),
lwd = 2)

> mtext (txtCoef.M2)
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Obrézek 4: Jedind regresni pifmka pro data Rozvodovost v Ceské a Slovenské republice v
letech 1960-1970

Nyni pomoci ptikazu anova() otestujeme pomoci F—testi, zda se modely vyznamné
zhorsily, kdyz jsme postupné odstranili posledni sloupec matice planu.

> anova(model.M, model.M1, model.M2)

Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x * gr
Model 2: y " x + gr
Model 3: y 7 x
Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(OF)
1 18 0.0770
19 0.2902 -1 -0.2133  49.885 1.378e-06 **x
3 20 6.6301 -1  -6.3398 1482.824 < 2.2e-16 *xx*

Signif. codes: O ’*xx’ 0.001 ’**’ 0.01 ’%’ 0.05 ’.” 0.1 7 > 1

7 vysledku jasné vidime to, co jiz bylo patrné z grafu, a to ze neni mozné uvazovat ani
model, kde jsou regresni piimky rovnobézné. Takze musime zustat u plného modelu,
ktery jsme oznacili jako .
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Testovani homogenity rozptylu

Pro vysledny model jesté provedeme test homogenity rozptylu, a to jak pomoci
F—testu, tak pomoci Bartlettova testu. Testovat samoziejmé musime rezidua modelu.

> var.test (resid(model.M) ~ data$gr)

F test to compare two variances
data: resid(model.M) by data$gr
F = 2.0545, num df = 10, denom df = 10, p-value = 0.2717
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.5527571 7.6360862
sample estimates:

ratio of variances
2.054483

> bartlett.test (resid(model.M) ~ data$gr)

Bartlett test of homogeneity of variances

data: resid(model.M) by data$gr
Bartlett’s K-squared = 1.2086, df = 1, p-value = 0.2716

Oba dva testy ukazuji, Ze homogenitu rozpylu nezamitame, nebot’
F—test

e interval spolehlivosti neobsahuje jednicku

e p-hodnota neni mensi nez 0.05

Bartlettuv test

e p-hodnota neni mensi nez 0.05
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C. Ukol.

U 126 podnika Fepaiské oblasti v Ceské republice byl sledovan hektarovy vynos cukrovky
ve vztahu ke spotiebé prumyslovych hnojiv.

Data jsou ulozena v souboru nazvaném cukrovka.txt ve 4 sloupcich:

1. sloupec  dolni hranice spotieby K50 (kg/ha)
2. sloupec  horni hranice spotieby K50 (kg/ha)
3. sloupec  cetnosti

4. sloupec  prumérné vynosy cukrovky (q/ha)

(a) Nactéte soubor dat cukrovka.txt.

(b) Odhadnéte parametry regresnich funkei tvaru

y =00 + bw
y =00 + Bz + [az®
y =B + 12

Poznamka: Za hodnoty nezavisle proménné volte stied intervalu. Nezapomente zo-
hlednit fakt, ze v kazdém intervalu byl jiny pocet pozorovéani (viz 3. sloupec).

(c) Porovnejte vhodnost ti{ pouzitych regresnich modelu.



