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M6120 – 9. cvičeńı : M6120cv09 (Multikolinearita a korelovaná

pozorováńı)

A. Multikolinearita a jej́ı zdroje.

Multikolinearitou se rozumı́ vzájemná lineárńı závislost vysvětluj́ıćıch proměnných.
Přesnou multikolinearitou se rozumı́ př́ıpad, kdy jednotlivé sloupce xj, j = 1, . . . , p ma-
tice plánuX∗ = (1n,X) jsou lineárně závislé, takže pro aspoň jednu nenulovou konstantu
cj plat́ı

c1x1 + ...+ ckxp = On.

V praxi bychom se s t́ımto př́ıpadem neměli setkávat, nebot’ při rozumně sestaveném
regresńım modelu využijeme lineárńı kombinaci a zmenš́ıme počet vysvětluj́ıćıch pro-
měnných. Podobně nereálný je v praxi př́ıpad ortogonálńıch vysvětluj́ıćıch proměnných,
kdy matice X je ortogonálńı a plat́ı, že

X′X = Ip, k = p+ 1, matice plánu X∗ = (1n,X).

Multikolinearitou se rozumı́ př́ıpad, kdy přibližně plat́ı rovnice vyjadřuj́ıćı
lineárńı kombinaci vysvětluj́ıćıch proměnných. V př́ıpadě silné multikolinearity je
determinant informačńı matice X′X bĺızký nule, nejmenš́ı vlastńı č́ıslo je rovněž bĺızké
nule a matice X′X je ”skoro singulárńı”.

Důvody multikolinearity mohou být r̊uzné:

• Multikolinearitu zp̊usobuje regresńı rovnice obsahuj́ıćı nadbytečné vysvětluj́ıćı
proměnné. Statistickými technikami můžeme přebytečné proměnné identifikovat a
vyloučit z regresńı rovnice.

• Multikolinearitu jen ztěž́ı odstrańıme v úlohách, kdy vzájemná spřaženost hodnot
vysvětluj́ıćıch proměnných je zp̊usobena neuvažovanými veličinami nebo formou
statistického zjǐst’ováńı. Jde-li např. o údaje z časových řad, je podobný vý-
voj sledovaných veličin dostatečným d̊uvodem vzniku multikolinearity. Vzhledem
k tomu, že multikolinearitu hodnot́ıme výhradně na základě určitého souboru po-
zorováńı, stač́ı nesprávný výběr kombinaćı hodnot vysvětluj́ıćıch proměnných, ne-
reprezentuj́ıćıch obor možných hodnot, k existenci významné multikolinearity.

• Závažným d̊uvodem multikolinearity je skutečný vztah vysvětluj́ıćıch proměn-
ných v rámci sledovaného jevu, procesu nebo systému. V tomto př́ıpadě je ťreba
využ́ıt všechny informace nevýběrového charakteru k zlepšeńı kvality regresńıch od-
had̊u.

B. Důsledky multikolinearity.

V př́ıpadě přesné multikolinearity je matice X′X singulárńı a běžnou inverźı nepoř́ı-
d́ıme odhad neznámých parametr̊u β metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Pro přibližnou (silnou) multikolinearitu jsme sice schopni matici X′X invertovat,
ale kvalita poř́ızených odhad̊u je poměrně ńızká.
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Sńıžeńı kvality se projev́ı

• v kovariančńı matici var(β̂) a

• v přesnosti prováděných výpočt̊u.

Diagonálńı prvky matice
(X′X)−1,

tj.
ajj = diag(X′X)−1

(označované v literatuře jako VIF - variance inflarion factors) úzce souviśı s v́ıce-
násobnými korelačńımi koeficienty, vyjadřuj́ıćı vztah j–té vysvětluj́ıćı proměnné a
lineárńı funkce ostatńıch vysvětluj́ıćıch proměnných. Lze je zapsat jako

ajj =
1

(1− r2j )x
′

jxj

,

kde
rj = rxj .x1x2···xj−1xj+1···xp

je koeficient mnohonásobné korelace. Vysoký stupeň multikolinearity se projevuje vy-
sokými hodnotami korelačńıch koeficient̊u rj (bĺızkých 1), ale i vysokými hodnotami
některých (nebo všech) jednoduchých korelačńıch koeficient̊u.

O multikolinearitě svědč́ı i vysoké hodnoty poměru největš́ıho a nejmenš́ıho vlast-
ńıho č́ısla.

Důsledkem vysokých rozptyl̊u odhad̊u jsou př́ılǐs dlouhé intervaly spolehlivosti, a tedy
malá přesnost odhadu.

Logickým d̊usledkem multikolinearity je obt́ıžné vyjádřeńı individuálńıho vlivu jednotli-
vých vysvětluj́ıćıch proměnných. Projev́ı se to ńızkými hodnotami testových kritéríı
v testech t, nedovoluj́ıćımi potvrdit závažnost jednotlivých regresor̊u v regresńı funkci.

Někteř́ı autoři doporučuj́ı testovat hodnotu determinantu korelačńı matice R
vysvětluj́ıćıch proměnných pomoćı veličiny

W = −

[
n − 1−

1

6
(2p + 7)

]
ln |R|,

která má při ortogonalitě proměnných rozděleńı χ2 s p(p − 1)/2 stupni volnosti. Jde
o test hypotézy, že korelačńı matice je jednotková.

Pro identifikaci proměnných zp̊usobuj́ıćıch multikolinearitu se doporučuj́ı veličiny

Fj =
n − p

p − 1
(djj − 1),

kde djj jsou diagonálńı prvky matice

D = R−1.

Veličiny Fj maj́ı v př́ıpadech, kdy proměnná xj nezp̊usobuje multikolinearitu, rozděleńı
F s p − 1 a n − p stupni volnosti.
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Poznamenejme, že přes značně nepř́ıznivé d̊usledky se nemuśı multikolinearita nepř́ıznivě
projevit na predikčńıch schopnostech regresńıho modelu.

Závažným d̊usledkem multikolinearity je značná výpočetńı nespolehlivost a nestabilńı
hodnoty regresńıch odhad̊u. Stač́ı malý zásah do statistických údaj̊u a výsledné odhady
jsou odlǐsné.

C. Zlepšováńı podmı́něnosti matice X′
X transformaćı proměnných:

Poznamenejme, že X je zde celá matice plánu.

Model centrovaných proměnných. Mı́sto hodnot yi a xij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p,
použ́ıváme odchylky od aritmetických pr̊uměr̊u yi − ȳ a xij − x̄j . Neńı obt́ıžné

ukázat, že hlavńı přednost́ı cetrováńı proměnných je výpočetńı zjednodušeńı. S vý-
jimkou absolutńıho členu se odhady parametr̊u centrováńım nezměńı.

Model standardizovaných (normovaných) proměnných. Mı́sto p̊uvodńıch proměn-
ných yi a xij pracujeme s proměnnými ve tvaru

qi =
yi − ȳ

sy

a zij =
xij − x̄j

sxj

,

kde sy a sxj
jsou směrodatné odchylky jednotlivých proměnných. Standardizaćı

vysvětluj́ıćıch proměnných dostáváme při použit́ı metody nejmenš́ıch čtverc̊u mı́sto
matice X′X korelačńı matici

R = Z′Z/n.

Vektor

Z′q/n

obsahuje jednoduché korelačńı koeficienty ryxj
.

Standardizaćı proměnných se zmenšuj́ı zaokrouhlovaćı chyby a zlepšuj́ı se možnosti
hodnoceńı individuálńıho vlivu proměnných pomoćı regresńıch paramer̊u (viz tzv.
beta koeficienty).

Model ortogonalizovaných vysvětluj́ıćıćıch proměnných.

Pomoćı Grammova-Schmidtova ortogonalizačńıho postupu a standardizaćı
sloupcových vektor̊u źıskáme soustavu ortonormálńıch vektor̊u takových, že matice
X′X = Ik. Užitečným d̊usledkem ortogonalizace je nezávislost regresńıch odhad̊u,
tj.

var(β̂) = σ2Ik

a t́ım i dobrá interpretace výsledk̊u.

Model v kanonickém tvaru. Mı́sto modelu ve tvaru

Y = Xβ + ε

pracujeme s modelem

Y = Uγ + ε,

kde matice

U = XV,
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vektor
γ = V′β,

a V je matice standardizovaných vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım č́ısl̊um
matice X′X. Odhady parametr̊u modelu v kanonickém tvaru:

γ̂ = c = L−1U′Y,

kde L je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly maticeX′X. Kovariančńı matice odhad̊u

var(c) = σ2L−1

ukazuje, že i v tomto př́ıpadě jsou odhady nezávislé. Rozptyly odhad̊u záviśı na
velikosti vlastńıch č́ısel (č́ım věťśı je vlastńı č́ıslo, t́ım menš́ı je rozptyl odhadu).
Vztah mezi p̊uvodńımi a transformovanými odhady je možné vyjádřit jako

c = V′b.

Reziduálńı součet čtverc̊u se transformaćı neměńı.

D. Hřebenová regrese.

Autoři hřebenové regrese vyšli ze skutečnosti, že při vysoké multikolinearitě jsou dia-
gonálńı prvky matice (X′X)−1 př́ılǐs velké (X je zde celá matice plánu). Navrhli proto
zkreslený odhad

β̂H = (X
′X+mIk)

−1
X′Y,

kde m je kladná konstanta. Pro m = 0 je β̂H = β̂. Zkresleńı odhadu je

−m(X′X+mIk)
−1

β.

S r̊ustem konstanty m se β̂H bĺıž́ı k nule.

Při užit́ı metody hřebenové regrese se věťsinou vycháźı z modelu v kanonickém tvaru

Y = Uγ + ε.

Odhadem γ̂ hřebenou regreśı je

γ̂H = cH = (L+mIk)
−1
U′Y,

kde L je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly matice X′X a U = X′V.

Vztah mezi odhady metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a hřebenovými odhady je možno zapsat
jako

β̂H = VDV
′β̂,

kde V je matice vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch X′X,

D je diagonálńı matice s prvky
λj

λj+m
a

λj jsou vlastńı č́ısla matice X′X.

Mezi odhady v p̊uvodńım a kanonickém tvaru je vztah

cH = V
′β̂H .
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Nechceme-li zvyšovat všechny diagonálńı prvky matice X′X o stejnou konstantu (m)
máme možnost použ́ıt metodu zobecněné hřebenové regrese , lǐśıćı se pouze v tom,
že diagonálńı prvky se zvyšuj́ı o kladné konstanty mj a γ se odhadujeme jako

cZH = (L+M)
−1
U′Y,

kdeM je diagonálńı matice s mj na diagonále. Vztah mezi β̂ a β̂ZH lze opět vyjádřit

β̂ZH = VDV
′β̂,

kde diagonálńı matice D obsahuje prvky
λj

λj+mj
.

Problémem z̊ustává určeńı konstanty m, popř. konstant mj. Plat́ı tato skutečnost:
pro určité hodnoty m se systém stabilizuje a dostává charakter ortogonálńıho systému a
každá úloha má svou optimálńı hodnotu m.

Při použit́ı metody hřebenové regrese bývá zvykem sledovat tzv. HŘEBENOVOU
STOPU, tj. vztah mezi hodnotou určitého parametru a velikost́ı konstanty m.

V posledńı době se doporučuje (pro grafické znázorněńı) použ́ıvat mı́sto mj konstantu
m1 definovanou jako

m1 = p −

p∑

j=1

λj

λj +mj

.

Výhodou m1 je okolnost, že pro mj → ∞ se bĺıž́ı k p. Tato skutečnost umožňuje udělat
si lepš́ı představu o stabilizaci regresńıch odhad̊u při zvyšováńı hodnot mj .

Některé výpočetńı postupy použ́ıvané v hřebenové regresi.

Při znalosti konstanty m (konstant mj) můžeme na základě odhad̊u cj , j = 1, . . . , p, pro
model v kanonickém tvaru snadno určit hřebenové odhady jako

cj,H =
cj

1 +m/λj

.

Ve skutečnosti však konstatu m neznáme, proto v p̊uvodńı práci autoři metody doporučili
po převedeńı modelu do kanonického tvaru odhadnout m jako

kσ̂2/

k∑

j=1

c2j .

Tento odhad m je možno dosadit do předchoźıho vzorce, a tak dostat ”prvńı” hřebenový
odhad cH . V postupu je ťreba pokračovat s t́ım, že se tak podař́ı celý systém stabilizovat.
Později došlo k rozpracováńı metody hřebenové regrese a objevila se celá řada možnost́ı
odhadu konstanty m. Uved’me aspoň některé z nich:

(a) ps2ε/
p∑

j=1

β̂2j , kde β̂j jsou odhady metodou nejmenš́ıch čtverc̊u modelu v p̊uvodńım

tvaru a s2ε =
SSE

n−p−1
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(b) ps2ε/
k∑

j=1

λjc
2
j , kde cj jsou odhady parametr̊u modelu v kanonickém tvaru c = V′β̂

a V je matice charakteristických vektor̊u matice X′X.

(c) Hledáńı optimálńı hodnoty m z rovnice s2ε

p∑
j=1

λj

λj+m
= m

p∑
j=1

c2jλ2j

λj+m2

(d) Hledáńı optimálńı hodnoty m z rovnice p = m
s2ε

p∑
j=1

c2
j
λj

λj+m

Literatura: Hebák, P., Hustopecký, J.(1987) Vı́cerozměrné statistické metody s apli-
kacemi, Praha, SNTL, Alfa

Př́ıklad 1: Chemické složeńı portlandského cementu

Portlandský cement je nejv́ıce použ́ıvaným druhem cementu při výrobě betonu a malty.
Obsahuje směs oxid̊u kov̊u alkalických zemin vápńıku dále pak oxidy křemı́ku a hlińıku.

Portlandský cement a podobné materiály jsou vyráběny páleńım vápence (jako zdroje
vápńıku) s j́ılem nebo s ṕıskem (zdroj křemı́ku), č́ımž vzniká slinek, ke kterému se v pro-
cesu mlet́ı přidá sádrovec, jako regulátor tuhnut́ı. Výsledný prášek po smı́seńı s vodou
začne hydratovat a t́ım tuhne.

Portlandský cement byl poprvé vyroben ve Velké Británii na počátku 19. stolet́ı a jeho
název je odvozen od podobnosti s portlandským kamenem (stavebńı kámen), který se
těž́ı v Dorsetu na ostrově Isle of Portland, který lež́ı v kanálu La Manche. Patent na tento
cement źıskal britský zedńık Joseph Aspdin v roce 1824.

Máme k dispozici údaje, které se týkaj́ı chemického složeńı portlandského cementu:
y množstv́ı tepla v kaloríıch na gram cementu
x1 složka č́ıslo 1 v % (Tricalcium aluminate 3CaO.Al2O3)
x2 složka č́ıslo 2 v % (Tricalciam silicate 3CaO.SiO2)
x3 složka č́ıslo 3 v % (Tetracalcium alumino ferrite 4CaO.Al2O3.Fe2O3)
x4 složka č́ıslo 4 v % (Dicalcium silicate 2CaO.SiO2)

Jde o velmi známá tzv. Haldova data, která byla publikována již v roce 1932 v Industrial
and Engineering Chemistry 24.

Literatura: Woods, H., Steinour, H. H. and Starke, H. R. (1932) Effect of composition of
Portland cement on heat evolved during hardening. Industrial Engineering and Chemis-

try, 24, 1207–1214.

Tato data byla převzata několika daľśımi autory monografíı o regresi, protože velmi dobře
dokumentuj́ı některé problémy souvisej́ıćı s uplatněńım regresńı metody.

> cement <- matrix(c(78.5, 7, 26, 6, 60, 74.3, 1, 29, 15, 52, 104.3, 11,

+ 56, 8, 20, 87.6, 11, 31, 8, 47, 95.9, 7, 52, 6, 33, 109.2, 11, 55,

+ 9, 22, 102.7, 3, 71, 17, 6, 72.5, 1, 31, 22, 44, 93.1, 2, 54, 18,

+ 22, 115.9, 21, 47, 4, 26, 83.8, 1, 40, 23, 34, 113.3, 11, 66, 9,

+ 12, 109.4, 10, 68, 8, 12), ncol = 5, byrow = TRUE)

> colnames(cement) <- c("y", "x1", "x2", "x3", "x4")
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> data <- data.frame(cement)

> print(data)

y x1 x2 x3 x4

1 78.5 7 26 6 60

2 74.3 1 29 15 52

3 104.3 11 56 8 20

4 87.6 11 31 8 47

5 95.9 7 52 6 33

6 109.2 11 55 9 22

7 102.7 3 71 17 6

8 72.5 1 31 22 44

9 93.1 2 54 18 22

10 115.9 21 47 4 26

11 83.8 1 40 23 34

12 113.3 11 66 9 12

13 109.4 10 68 8 12

Data vykresĺıme

> plot(data)

y
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Obrázek 1: Chemické složeńı portlandského cementu

Předpokládejme model ve formě

Y = β0 + β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4
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> model <- lm(y ~ x1 + x2 + x3 + x4, data)

> summary(model)

Call:

lm(formula = y ~ x1 + x2 + x3 + x4, data = data)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-3.1750 -1.6709 0.2508 1.3783 3.9254

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 62.4054 70.0710 0.891 0.3991

x1 1.5511 0.7448 2.083 0.0708 .

x2 0.5102 0.7238 0.705 0.5009

x3 0.1019 0.7547 0.135 0.8959

x4 -0.1441 0.7091 -0.203 0.8441

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

Residual standard error: 2.446 on 8 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9824, Adjusted R-squared: 0.9736

F-statistic: 111.5 on 4 and 8 DF, p-value: 4.756e-07

Všimněme si, že podle statistiky F zamı́táme nulovou hypotézu

H0 : (β1, β2, β3, β4)
′ = (0, 0, 0, 0)′ vs H1 : (β1, β2, β3, β4)

′ 6= (0, 0, 0, 0)′

a model vysvětluje 97, 36% rozptylu (Adjusted R-squared). Přesto jednotlivé t–testy
neoznač́ı ani jednu proměnnou jako statitisticky významnou. Tento paradox bývá d̊u-
sledkem korelovaných regresor̊u x1, x2, x3, x4. Proto spoč́ıtáme nejprve korelačńı matici,
následně jej́ı inverzi a všimneme si diagonálńıch prvk̊u. Ještě si všimneme, že stejné vý-
sledky dostaneme pomoćı funkce vif() z knihovny car. Pro názornost hodnoty VIF
vykresĺıme.

> print(Xcor <- cor(cement[, -1]))

x1 x2 x3 x4

x1 1.0000000 0.2285795 -0.82413376 -0.24544511

x2 0.2285795 1.0000000 -0.13924238 -0.97295500

x3 -0.8241338 -0.1392424 1.00000000 0.02953700

x4 -0.2454451 -0.9729550 0.02953700 1.00000000

> print(Xcori <- solve(Xcor))

x1 x2 x3 x4

x1 38.49621 94.1197 41.88410 99.7858

x2 94.11969 254.4232 105.09139 267.5394

x3 41.88410 105.0914 46.86839 111.1451

x4 99.78580 267.5394 111.14509 282.5129

> print(VIF <- diag(Xcori))
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x1 x2 x3 x4

38.49621 254.42317 46.86839 282.51286

> library(car)

> vif(model)

x1 x2 x3 x4

38.49621 254.42317 46.86839 282.51286

> par(mar = c(2, 5, 1.5, 0.5) + 0.05)

> plot((1:length(VIF)), VIF, type = "h", main = "Variance Inflation Factor")

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

50
10

0
15
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20
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25

0
Variance Inflation Factor

V
IF

Obrázek 2: VIF pro Chemické složeńı portlandského cementu

Všechny VIF značně přesahuj́ı hodnotu 10, uvedenou už jako př́ılǐs velkou.

Všimněme si dále vlastńıch č́ısel korelačńı matice.

> X.eig <- eigen(Xcor)

> eigenval <- X.eig$values

> eigenvec <- X.eig$vectors

> print(conditionnumber <- max(eigenval)/min(eigenval))

[1] 1376.881

> print(conditionindex <- max(eigenval)/eigenval)

[1] 1.000000 1.418534 11.980870 1376.880621

> par(mar = c(2, 5, 1.5, 0.5) + 0.05)

> plot((1:length(eigenval)), eigenval, type = "b", main = "Eigenvalue Spectrum")
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1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

Eigenvalue Spectrum

ei
ge

nv
al

Obrázek 3: Spektrálńı rozklad korelačńı matice dat Chemické složeńı portlandského cementu

Testujme hodnotu determinantu korelačńı matice R vysvětluj́ıćıch proměnných pomoćı
veličiny

W = −

[
n − 1−

1

6
(2p + 7)

]
ln |R|,

která má při ortogonalitě proměnných rozděleńı χ2 s p(p − 1)/2 stupni volnosti. Jde
o test hypotézy, že korelačńı matice je jednotková.

> n <- nrow(data)

> p <- 4

> const <- -(n - 1 - (2 * p + 7)/6)

> alpha <- 0.05

> print(W <- const * log(det(Xcor)))

[1] 65.00172

> dg <- p * (p - 1)/2

> print(chi2Kvantily <- qchisq(alpha, dg))

[1] 1.635383

Protože statistika W je věťśı než př́ıslušný kvantil χ2 rozděleńı, považujeme multikoli-
nearitu za prokázanou.

Pro identifikaci proměnných zp̊usobuj́ıćıch multikolinearitu se doporučuj́ı veličiny

Fj =
n − p

p − 1
(djj − 1),

kde djj jsou VIF prvky, tj. diagonálńı prvky matice D = R−1. Veličiny Fj maj́ı v př́ıpa-
dech, kdy proměnná xj nezp̊usobuje multikolinearitu, rozděleńı F s k − 1 a n− p stupni
volnosti.

> const <- (n - p)/(p - 1)

> print(Fj <- const * (VIF - 1))
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x1 x2 x3 x4

112.4886 760.2695 137.6052 844.5386

> print(Fkvantily <- qf(alpha, p - 1, n - p))

[1] 0.1134778

Vid́ıme, že všechny hodnoty Fj jsou vysoce významné. Poněkud věťśı je vliv dvojice x2
a x4.

E. Autokorelace rezidúı

V regresńıch modelech pro časové řady je ťreba věnovat velkou pozornost problematice
autokorelovaných rezidúı. Ve věťsině př́ıpad̊u se u časových řad s autokorelaćı rezidúı
setkáme, nebot’ hodnota pozorováńı v časovém okažiku t velmi pravděpodobně ovlivńı
následuj́ıćı hodnoty.

Pro testováńı autokorelace rezidúı prvńıho řadu je použ́ıván Durbin–Watson̊uv test

Durbin–Watson̊uv test autokorelace rezidúı 1. řádu

Durbin-Watsonova statistika je definována vztahem

D =

n∑
i=2

(ri − ri−1)
2

n∑
i=1

r2i

.

Protože plat́ı (a − b)2 ≤ 2a2 + 2b2, dostáváme

D ≤

2
n∑

i=2

r2i + 2
n∑

i=2

r2i−1

n∑
i=1

r2i

≤ 4 ⇒ 0 ≤ D ≤ 4 .

Vzhledem k tomu, že Er = 0, bude pro věťśı hodnoty n platit

n∑

i=2

r2i
.
=

n∑

i=1

r2i
.
=

n−1∑

i=1

r2i+1.

Označme výběrový autokorelačńı koeficient:

ρ̂(1) =
Ê(riri+1)√
D̂riD̂ri+1

=

n−1∑
i=1

ri+1ri

√
n−1∑
i=1

r2i

n−1∑
i=1

r2i+1

⇒ D ≈ 2(1− ρ̂1) nebo ρ̂(1) ≈ 1− D
2
.
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Pokud budou rezidua málo korelovaná, hodnota D se bude pohybovat kolem 2.

Kladná korelace zp̊usob́ı, že D ∈ (0, 2) a záporná korelace zp̊usob́ı, že D ∈ (2, 4).

Přesné rozděleńı statistiky D záviśı na tvaru matice plánu X, proto jsou tabelovány
intervaly dL a dU , ve kterých se nacháźı kritické hodnoty (pro r̊uzná n, k a α).

Dolńı a horńı hranice Durbin-Watsonova testu na 5% hladině významnosti
k=1 k=2 k=3 k=4 k=5+

n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU

50 1.50 1.59 1.46 1.63 1.42 1.67 1.38 1.72 1.34 1.77
60 1.55 1.62 1.51 1.65 1.48 1.69 1.44 1.73 1.41 1.77
70 1.58 1.64 1.55 1.67 1.52 1.70 1.49 1.74 1.46 1.77
80 1.61 1.66 1.59 1.69 1.56 1.72 1.53 1.74 1.51 1.77
90 1.63 1.68 1.61 1.70 1.59 1.73 1.57 1.75 1.54 1.78

100+ 1.65 1.69 1.63 1.72 1.61 1.74 1.59 1.76 1.57 1.78

kde k je počet nezávisle proměnných v regresńı rovnici.

Pro rychlé posouzeńı autokorelace prvńıho řadu vystač́ıme s následuj́ıćı tabulkou:

Pokud hodnota Durbin-Watsonovy statistiky D bude v meźıch
0 až dL dL až dU dU až (4− dU ) (4− dU ) až (4− dL) (4− dL) až 4

Zamı́táme Ani Nezamı́táme Ani Zamı́táme
H0 nezamı́táme nezamı́táme H0

KLADNÁ ani nulovou ani NEGATIVNÍ
autoko- nepřij́ımáme hypotézu nepřij́ımáme auto-
relace H0 H0 H0 korelace

V knihovně lmtest prosťred́ı R je Durbin–Watson̊uv test uveden jako funkce dwtest().

Př́ıklad 1: Ztráty vyrobené vody v letech 1953–1983

Podle Historické statistické ročenky z roku 1985 se sledovaly ztráty vyrobné vody (zjǐstěné
jako pod́ıl mezi možstv́ım vyrobené a fakturované vody) jako funkci množstv́ı vyrobené
vody.

> vyroba <- c(351, 359, 387, 422, 450, 482, 515, 547, 593, 620, 649, 669,

+ 708, 766, 794, 832, 856, 919, 978, 1030, 1083, 1131, 1205, 1262,

+ 1333, 1391, 1436, 1488, 1554, 1608, 1646)

> ztraty <- c(64, 68, 63, 72, 74, 74, 80, 88, 117, 122, 140, 135, 143,

+ 152, 166, 161, 164, 198, 227, 231, 252, 261, 282, 284, 321, 324,

+ 326, 341, 368, 389, 391)

> par(mar = c(5, 5, 1.5, 0.5) + 0.05)

> plot(ztraty ~ vyroba)

> abline(lm(ztraty ~ vyroba), col = "red")
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Obrázek 4: Ztráty vyrobené vody v letech 1953–1983

> model <- lm(ztraty ~ vyroba)

> summary(model)

Call:

lm(formula = ztraty ~ vyroba)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-19.084 -6.693 1.066 6.252 15.799

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -42.340155 4.109317 -10.30 3.34e-11 ***

vyroba 0.263346 0.004151 63.45 < 2e-16 ***

---

Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1

Residual standard error: 9.261 on 29 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9928, Adjusted R-squared: 0.9926

F-statistic: 4025 on 1 and 29 DF, p-value: < 2.2e-16

> library(lmtest)

> (DWtest <- dwtest(ztraty ~ vyroba, alternative = "two.sided"))

Durbin-Watson test

data: ztraty ~ vyroba

DW = 1.0819, p-value = 0.003179

alternative hypothesis: true autocorelation is not 0

Protože p–hodnota je menš́ı než 0,05, zamı́táme nulovou hypotézu, že data nejsou kore-
lovaná.
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> n <- length(ztraty)

> x <- resid(model)[1:(n - 1)]

> y <- resid(model)[2:n]

> par(mfrow = c(1, 1), mar = c(2, 2, 1, 0) + 0.05)

> txt <- paste("D =", round(DWtest$statistic, 2), " rho1 =", round(1 -

+ 0.5 * DWtest$statistic, 2), " p-value =", round(DWtest$p.value,

+ 5))

> plot(x, y)

> abline(h = 0, col = "gray")

> abline(lm(y ~ x), col = "red", lwd = 2)

> mtext(txt)
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D = 1.08    rho1 = 0.46    p−value = 0.00318

Obrázek 5: Grafické testováńı autokorelace Ztráty vyrobené vody v letech 1953–1983

F. Úkol: Canadian Women’s Labour-Force Participation Data

Načtěte informačńı a datový soubor women.inf a women.txt . Jako nezávisle proměnnou
uvažujte rok. Pro dvě časové řady [2] Percent of adult women in the workforce a [4]
Men’s average weekly wages, in constant 1935 dollars and adjusted for current tax rates

nalezněte vhodnou trendovou funkci a následně proved’te analýzu rezidúı. Zaměřte se
předevš́ım na autokorelaci.


