
Diferenciální rovnice a jejich u¾ití II | cvièení1. Parciální diferenciální rovnice prvního øádu | model vìkovì strukturované populaceUva¾ujme populaci, která se vyvíjí podle McKendrickova-vonFoersterova modelu a má stabilizovanouvìkovou strukturu, tj.
∂u(t, a)

∂t
+ ∂u(t, a)

∂a
= −µ(a)u(t, a), t > 0, a > 0,

u(0, a) = ϕ(a), a > 0,
u(t, 0) = ∞

∫0 b(ξ)u(t, ξ)dξ, t > 0a souèasnì
u(t, a) = ϕ(a)eλt.Pøitom u(t, a) je velikost (hustota) vìkovì homogenní subpopulace vìku a v èase t (co¾ znamená, ¾ecelková velikost populace v èase t je ∞

∫0 u(t, ξ)dξ), µ je vìkovì speci�cká úmrtnost, b je vìkovì speci�ckáporodnost, ϕ vyjadøuje vìkovou strukturu vìkovì stabilizované populace a λ rùstový koe�cient. Dálezavádíme funkci pøe¾ití l(a) = exp(

−
a
∫0 µ(ξ)dξ

).1. Reprodukèní hodnotu jedince vìku a de�nujeme vztahem
v(a) = ∞

∫

a

e−λξ l(ξ)b(ξ)dξe−λa l(a) .a) Interpretujte tuto velièinu biologicky.b) Jaké kvalitativní charakteristiky tato velièina má (vy¹etøete nebo odhadnìte prùbìh funkce vjako¾to funkce nezávisle promìnné a.)2. a) Urèete oèekávanou délku pøe¾ití jedincù populace, tj. prùmìrný vìk v okam¾iku smrti v¹echjedincù, kteøí se narodili ve stejném okam¾iku (tzv. kohorty).b) Urèete prùmìrný vìk v¹ech jedincù, kteøí umírají ve stejném okam¾iku.c) Porovnejte tyto velièiny a výsledek interpretujte.3. Uva¾ujme populaci jedincù, rozmno¾ujících se dìlením. Pøedpokládejme, ¾e ka¾dý jedinec, který sedo¾ije vìku a0 se rozdìlí.a) Urèete podmínky, za jakých mù¾e taková populace dlouhodobì pøe¾ívat.b) Pøedpokládejme dále, ¾e speci�cká úmrtnost je lineární funkcí vìku, µ(a) = µ0 + αa. Urèeteprùbìh stabilizované struktury populace ϕ a urèete èas, za jaký se velikost populace zdvojná-sobí.4. Odlo¾ená plodnostUva¾ujme populaci, v ní¾ ¾eny zaèínají být plodné ve vìku am, jejich plodnost konèí ve vìku aMa maximální plodnosti bmax dosahují ve vìku aF ; pøitom samozøejmì platí am < aF < aM . Naintervalech (am, aF ) a (aF , aM ) je vìkovì speci�cká porodnost lineární. Speci�cká úmrtnost je odvìku am do vìku aM konstantní a rovna hodnotì µ0. Urèete závislost rùstového koe�cientu nahodnotì aF . 1



5. þBøímì polygamieÿPøedstavme si hypotetickou populaci, v ní¾ se ka¾dý mu¾ ¾ení ve ètyøiceti letech a bere si dvìman¾elky ve vìku dvacet let. Pøedpokládejme dále, ¾e úmrtnost mu¾ù a ¾en je stejná a nezávisí navìku, porodnost ¾en je ve vìku 20{40 let konstantní, jinak je nulová, pomìr novorozených chlapeèkùa holèièek je 1. Mù¾e taková populace dlouhodobì pøe¾ívat? Urèete vìkovou strukturu ϕ v závislostina hodnotách porodnosti a úmrtnosti.6. Hodnoty funkcí l a b pro populaci hrabo¹ù Microtus agrestis byly v laboratorních podmínkáchurèeny takto:
i ai [týdny] l(ai) b(ai)1 0 1.0000 0.00002 8 0.8335 0.65043 16 0.7313 2.39394 24 0.5881 2.97275 32 0.4334 2.46626 40 0.2928 1.70437 48 0.1813 1.08158 56 0.1029 0.66839 64 0.0535 0.428610 72 0.0255 0.3000Odhadnìte rùstový koe�cient λ a urèete stabilizovanou vìkovou strukturu ϕ.
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2. Parciální diferenciální rovnice druhého øádu | model populace v prostoru1. Populace tvoøená potomky jediného páru který se nacházel v poèátku souøadného systému se v pro-storu vyvíjí podle rovnice
∂u(t, x, y)

∂t
= D�u(t, x, y) + αu(t, x, y),

u(t, x, y) vyjadøuje populaèní hustotu v èase t na místì (x, y), D, α jsou kladné konstanty. Vypoèí-tejte ∫∫

R2 u(t, x, y)dxdy.2. Uva¾ujme stejnou populaci jako v pøedchozím pøípadì.a) De�nujme þèelo populaèní vlnyÿ jako kru¾nici o polomìru R1(t) takovém, ¾e u(t, x, y) = ε pro
x2 + y2 = R1(t)2; pøitom ε je pøedem dané malé èíslo. Urèete asymptotické vyjádøení R1(t)jako funkce èasu v pøípadì α 6= 0 a α = 0.b) Urèete poèet párù které se v èase t nacházejí vnì kruhu o polomìru R1.c) De�nujme þèelo populaèní vlnyÿ jinak: jako kru¾nici o polomìru R2(t) takovém, ¾e vnì kruhuo tomto polomìru je ménì ne¾ m párù; pøitom m je pøedem dané malé èíslo. Urèete asympto-tické vyjádøení R2(t) jako funkce èasu v pøípadì α 6= 0 a α = 0.d) Porovnejte výsledky a), c).3. J. G. Skellam v roce 1951 studoval ¹íøení dubù od konce poslední doby ledové. Zformuloval pøed-poklady:(i) Duby se mno¾í s rùstovým koe�cientem α > 0 a do okolního prostøedí se ¹íøí difúzí s koe�ci-entem D > 0.(ii) Dub ¾ije a produkuje ¾aludy nejménì 60 let.(iii) I v panenském prostøedí má jeden dub nejvý¹e 9 milionù plodných potomkù.(iv) Støední kvadratická vzdálenost ¾aludù od stromu je nejvý¹e 50 metrù (støední kvadratickávzdálenost je odmocnina z prùmìru druhých mocnin vzdálenosti v¹ech ¾aludù od mateøskéhostromu).a) Napi¹te rovnici pro vývoj populaèní hustoty dubù na základì pøedpokladu (i).b) Za pomoci zbývajících pøedpokladù najdìte horní odhady parametrù D a α. [Mù¾ete pøedpo-kládat, ¾e na poèátku èasu byl jediný dub v poèátku souøadnic místa.]c) Ovìøte hypotézu, ¾e duby se v Británii roz¹íøily difúzí podle uvedených pøedpokladù. Duby seod poslední doby ledové (za nejvý¹e 20 000 let) roz¹íøily na vzdálenost zhruba 1 000 km.4. Uva¾ujte rovnici reakce-difúze

∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 + u2(1− u),de�novanou pro t > 0, x ∈ R.a) Napi¹te obyèejnou diferenciální rovnici pro øe¹ení ve tvaru putující vlny U = U(z), tj.
z = x − ct, U(x − ct) = u(t, x), lim

z→−∞

U(z) = 1, lim
z→∞

U(z) = 0.b) Najdìte minimální rychlost c putující vlny.c) Pokuste se najít poèáteèní podmínku takovou, aby poèáteèní úloha pro uva¾ovanou rovnicibyla explicitnì øe¹itelná. 3



3. Parciální diferenciální rovnice druhého øádu | modely morfogeneze1. Uva¾ujte rovnici reakce-difúze
∂w

∂τ
= D

∂2w
∂ξ2 + f(w)pro neznámou funkci w = w(τ, ξ) de�novanou pro τ > 0, 0 < ξ < L, s Dirichletovou okrajovoupodmínkou

w(τ, 0) = w(τ, L) = u∗.Pøitom u∗ ∈ R je takové èíslo, ¾e f(u∗) = 0.a) Zmìòte mìøítko èasové promìnné τ i prostorové promìnné ξ tak, aby se rovnice transformovalana rovnici
∂v

∂t
= D

∂2v
∂x2 + γ2f(v)s Dirichletovou okrajovou podmínkou

v(t, 0) = v(t, π) = u∗.b) Odvoïte linearizovanou rovnici
∂u

∂t
= D

∂2u
∂x2 + γ2f ′(u∗)u (1)s homogenní Dirichletovou okrajovou podmínkou

u(t, 0) = u(t, π) = 0. (2)c) Øe¹te úlohu (1), (2) s poèáteèní podmínkou
u(0, x) = u0(x) = sinx.d) Nech» f ′(u∗) > 0. Rozhodnìte, zda zvìt¹ení difuzivity D nebo velikosti L systém stabilizujenebo destabilizuje.2. Uva¾ujte vektorovou rovnici reakce-difúze

∂u

∂t
= D�u + αf (u)de�novanou na oblasti 
 = {(x, y) ∈ R

2 : a2 < x2 + y2 < (a+ δ)2}. (Tato rovnice mù¾e být pova-¾ována za model rùstu chapadel u nezmara.) Parametr δ pova¾ujte za tak malý, ¾e rozdíl koncentrací
u pøi zmìnì souøadnic x, y o vzdálenost nepøevy¹ující δ je zanedbatelný.Najdìte podmínky, za jakých má øe¹ení rovnice n lokálních extrémù v oblasti 
. (Takové øe¹enípopisuje nezmara s n chapadly.)3. Systém rovnic reakce-difúze aktivátoru a inhibitoru je v bezrozmìrných velièinách tvaru

∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 + u2
v

− bu,
∂v

∂t
= d

∂2v
∂x2 + u2 − v,kde b a d jsou kladné konstanty.a) Která z funkcí u, v pøedstavuje koncentraci aktivátoru a která koncentraci inhibitoru?b) Uka¾te, ¾e v prostorovì homogenním pøípadì (bez difúzních èlenù) má reakce aktivátoru ainhibitoru asymptoticky stabilní øe¹ení.c) Najdìte hodnoty parametrù b a d, pro které difúze systém destabilizuje, a naèrtnìte je v rovinì(b, d). 4



4. Obyèejné diferenciální rovnice se zpo¾dìním1. Jeden z modelù rùstu populace velryby grónské (pou¾ívaný International Whaling Commision) jezapsán rovnicí dN(t)dt
= −µN(t) + µN(t − T ){1 + q

[1− (

N(t − T )
K

)z]}

,kde µ | úmrtnost,
q | maximální mo¾ný nárùst porodnost oproti úmrtnosti,
K | kapacita prostøedí,
T | doba k dosa¾ení dospìlosti,
z | míra citlivosti populace na její velikost (tj. vnitrodruhovou konkurenci).V¹echny parametry jsou kladné.Uka¾te, ¾e rovnice popisující vývoj malých odchylek od rovnová¾né velikosti populace jedn(t)dt

≈ −µn(t)− µ(qz − 1)n(t − T )a stabilita rovnová¾ného stavu je tedy urèena reálnou èástí øe¹ení λ rovnice
λ = −µ

[1 + (qz − 1) e−λT
]

.Odvoïte, ¾e rovnová¾ný stav je stabilní, pokud
µT < µTc = π − cos−1 1

b√
b2 − 1 , b = qz − 1 > 1a stabilní pro libovolné T , pokud b < 1.2. Rùst populace lze modelovat následující rovnicídN(t)dt

= αN(t − τ)e−βN(t−τ) − δN(t),kde N = N(t) | velikost populace v èase t,
α | maximální porodnost,
δ | úmrtnost,e−βN | míra zmen¹ení porodnosti zpùsobená vnitrodruhovou konkurencípopulace velikosti N .

• Najdìte netriviální rovnová¾nou velikost populace. Linearizujte rovnici v okolí rovnová¾néhostavu.
• Najdìte hranice oblastí v rovinì (δτ, ατ), ve kterých malé odchylky od rovnová¾ného stavu(a) monotonnì rostou,(b) monotonnì klesají,(c) oscilují s klesající amplitudou,(d) oscilují s rostoucí amplitudou.(Uvedený model pou¾il R. May v roce 1975 k modelování populace Lucila cuprina a ukázal dobroushodu s daty namìøenými Nicholsonem roku 1957.)
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3. Model krvetvorby.Nech» c(t) oznaèuje koncentraci krvinek v krvi (rozmìr velièiny c je, øeknìme, poèet bunìk/mm3).Pøedpokládáme, ¾e krvinky z cirkulující krve mizejí rychlostí úmìrnou koncentraci s konstantouúmìrnosti g (její rozmìr je den−1). Kostní døeò reaguje s asi ¹estidenním zpo¾dìním T na de�citkrvinek a produkuje je v závislosti na jejich koncentraci v krvi. Z tìchto pøedpokladù plyne, ¾emodelem krvetvorby je rovnice tvarudc(t)dt
= λ

(

c(t − T )) − gc(t).Jeden z mo¾ných tvarù þprodukèní funkceÿ λ je
λ(ξ) = amξ

am + ξm
,kde a, m jsou kladné konstanty.Najdìte bezrozmìrný tvar modelu, jeho stacionární stavy, vy¹etøete lineární stabilitu a najdìtepodmínky pro nestabilitu modelu.4. Koncentrace kyslièníku uhlièitého v krvi I.Pøedpokládá se, ¾e koncentrace kyslièníku uhlièitého v krvi závisí na intenzitì dýchání a zpìtnì øídíintenzitu dýchání s jistým zpo¾dìním τ > 0. Jednoduchý model vývoje koncentrace v bezrozmìrnýchvelièinách lze zapsat ve tvaru

dx(t)dt
= 1− ax(t)V (

x(t − τ)), V (x) = xm1 + xm
,kde a, m jsou kladné konstanty.Uka¾te, ¾e existuje kritické zpo¾dìní τc takové, ¾e pro τ > τc je stacionární øe¹ení x(t) ≡ x∗nestabilní. Vypoèítejte x∗ a odhadnìte þperioduÿ øe¹ení v pøípadì, ¾e τ = τc+ε, pøièem¾ 0 < ε � 1.(Pøesnìji, najdìte nejmen¹í p > 0 takové, ¾e z relací x(t0) = x∗, x′(t0) > 0 plynou x(t + p) ≈ x∗,

x(t0 + p) > 0.)5. Koncentrace kyslièníku uhlièitého v krvi II.Jiný model vývoje koncentrace c = c(t) kyslièníku uhlièitého v krvi je tvarudc(t)dt
= p − V

(

c(t − τ))c(t) = p − bVmaxc(t)c(t − τ)m
am + c(t − τ)m ,kde p, b, a, τ jsou kladné konstanty. Vyjádøete tento model v bezrozmìrných velièinách, najdìtestacionární øe¹ení a vy¹etøete jeho stabilitu v závislosti na parametrech.
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