1 Parcialni diferencialni rovnice prvniho radu

1.1 Linearni homogenni parcialni diferencialni rovnice ve dvou nezavisle
proménnych

ou ou

Resenim je funkce u = u(z, y).
Hleddme vrstevnice funkce u. Necht maji parametrické vyjadieni z = z(s), y = y(s). Pak
u(z(s),y(s)) = const a tedy

d Gu@ Gu@_

Porovnanim s (1) vidime, ze pokud funkce = = x(s), y = y(s) jsou feSenimi systému autonomnich
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

:CI a(‘r) y)7
y = b(z,y),

kde ’ oznacuje obycejnou derivaci podle nezdvisle proménné s, pak jsou parametrickymi rovnicemi
vrstevnic FeSeni rovnice (1). Systém (2) se nazyva charakteristickd soustava rovnic rovnice (1),
jeho trajektorie se nazyvaji charakteristiky rovnice (1).

Necht rovnice ¢(z,y) = ¢ je implicitnim popisem charakteristik rovnice (1), tj. vrstevnic fe-
eni této rovnice, a ® je libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné. Pak u = u(z,y) =
®(¢(z,y)) je obecnym Fesenim rovnice (1).

(2)

Jp 0 0
D.: Podle ,fetézového pravidla“ pro parcialni derivaci slozené funkce je — = <I>’—<'0, au _ <I>’—<'0,
Or oz’ Oy oy

na charakteristikdch z = 2(s), y = y(s) plati (2(s), y(s)) = c a tedy

e, ) D 4,

du(z,y) -, Io(z,y)  , Op(x,y)
Ty = (cp(x,y)) <a o +b oy > =

/ dz 0 dy O , o dx 0w d
= #ete) (5 i) = (55 )
= @' (¢(z,y)) %s&(m(s), y(s)) = 0.

O

1.2 Okrajova uloha pro linearni homogenni parcialni diferencialni rov-
nice ve dvou nezavisle proménnych

Necht z = (o), y = (o) je parametricky popis rovinné kfivky, kterd protind kazdou z charak-
teristik rovnice (1) pravé jednou, a necht f je funkce se stejnym definiénim oborem jako ¢ a .
Podminka

u(p(0),¥(0)) = (o) 3)

se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (1).
Heuristicka tivaha: Podminku (3) si lze pfedstavit jako prostorovou kiivku. Déle si lze pred-
stavit, ze mame vrstevnice feSeni, tj. charakteristiky, vytvorené napt z dratu. Tyto vrstevnice
umistujeme na k¥ivku vyjadiujici okrajovou podminku.
Necht charakteristiky rovnice (1), tj. trajektorie systému (2), maji obecné parametrické vyja-
dfeni
x =x(s,c1,c2),

Y :y(sa C1, 62)5

(4)



kde ¢1, co jsou integrac¢ni konstanty. Déle nechf okrajovéd podminka je parametricky vyjadifena
rovnicemi

x =p(0),
y =v(0), (5)
u=f(0).

Pro jednu hodnotu parametru s, feknéme pro s = 0, vrstevnice protind kiivku, na niz je zadéna
okrajovi podminka, tedy

:C(Ov €1, CQ) = 50(0—)7

y(0,c1,c2) =1(0).
Z téchto rovnic vypocitdme konstanty ¢, co v zavislosti na parametru o, tedy ¢; = ¢1(0), ca =
¢2(0). Toto vyjadieni dosadime do (4) a dostaneme soustavu dvou rovic pro dvé nezndmé s a o:

T :x(s, c1(o), 02(0)),
y =y(s c1(0), c2(0)).

Tuto soustavu vyfesime; zejména vyjddiime o pomoci = a y, tj. 0 = o(z,y) a dosadime do posledni
z rovnic (5). Tim dostaneme Feseni tlohy (1), (3) ve tvaru u(z,y) = f(o(z,y)).

1.3 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou
nezavisle proménnych
a(z, y,u)% + b(x, y, u)g—z = c(z,y,u). (6)
Resenim je opét funkce u = u(w,y). Piedpokladejme, Ze toto feSeni je implicitné ddno rovnici
F(z,y,u) =0, tedy
F(:L', y,u(:c,y)) =0.
Odtud dostaneme

d
aF(za yvu(:rvy)) =

a—FJra—F%*O iF(:E u(x ))*a—FwLa—F%
 Odr  Oudx dy YUY Oy Oudy

Prvni z téchto rovnic vynasobime funkci a, druhou z nich funkci b, seCteme je a upravime s vyuzitim

(6):

Oza%—i_bay + ou a3x+b8y :a%‘Lba_yH%

Pokud funkce z = x(s), y = y(s) a u = u(s) jsou feSenim néasledujici charakteristické soustavy
rovnic rovnice (6)

oF  OF 8_F( Ou @) oF OF OF

x' = a(x,y,u),

y' = b(z,y,u), (7)
u/ = C(:I:7 y’ u)?
pak podle predchozi rovnosti plati
d OFdx O0Fdy OFdu OF oF oF
—F(2(s), y(s), =——+——4+——=—a+—b+—c=0.
ds (x(s) y(s) u(s)) Jrds Odyds Ouds oz ¢ dy .
Trajektorie systému autonomnich obyéejnych diferencidlnich rovnic (7) — prostorové kiivky —
se nazyvaji charakteristiky rovnice (6). Z provedeného vypoctu plyne, Ze podél charakteristik je
funkce F' konstantni.

Necht rovnice @1 (z,y,u) = ¢1 a a(z, y,u) = cq jsou implicitnim popisem charakteristik rovnice
(6) (jednorozmérné variety v t¥irozmérném prostoru) a ® je libovoln4 diferencovatelnd funkce dvou
proménnych. Pak funkce u = u(x,y) implicitné zadand rovnici

<I>(g01(:v,y,u),g02(x,y,u)) =0 (8)

je obecnym Fesenim rovnice (6).



D.: Rovnici (8), v niz u povazujeme za funkci proménnych = a y, derivujme parcidlné podle
proménné zx:

0% (91, Do 0u) 00 (Dpr  Opau) _
O6<p1<8$+8u8$>+8g02<8x+6u6x N
0® 0 0® 0 0% 0 0 0 0
__ﬂ+_ﬂ+<_ﬂ+_ﬁ> u

 Op1 O Oy Ox Op1 Ou Oy Ou o’

Oznac¢ime-li A = 6_@% 6_@%

Op1 Ou 0o Ou

Ou_ 1 (0% 0p1, 0% 9pp
Op1 Ox  Opy Ox )

, dostaneme z predchozi rovnosti

or A
Analogickym postupem bychom dostali

o L(200m, 08 e

Oy A\dpr Oy  Opy Oy )~
Ponévadz na charakteristikach plati

%(pl (Jc(s), y(s), u(s)) =0, %(‘02 (Jc(s), y(s), u(s)) =0

dostaneme vzhledem k (7):

Ou  WOu_ 1 (0% [0p1 0o\ 0P (Ops -\ Op2,) )
B Vo, T A<a@1<ax“+ 6yb)+6<p2<5$a+ ')
L <3‘1> (%@+%d_y>+ 62 <%dﬁ+%%)>

A a—tpl Jzr ds Oy ds 6—<p2 Jx ds Jy ds

2 (5 (el - 25 +

D1
d 0o du 1 /0P Jpy 0P Ops \ du

+ o (Gl - G2 ) = g (et o) .

Necht = ¢(0), y = (o) je parametricky popis né&jaké rovinné kiivky, a necht f je redlna
funkce se stejnym defini¢nim oborem jako funkce ¢, 1. Podminka

u(p(0),¥(0)) = f(0) 9)

se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (6). Okrajovou Glohu Fesime analogicky jako okrajovou
ulohu (1), (3):
Necht charakteristiky rovnice (6) maji parametrické vyjadfeni

1'(57 C1, C2, 63)7
y(s, c1, c2,¢3), (10)
u

(Sa C1,C2, 03)7

T
Y
U

kde c1, ca, c3 jsou néjaké konstanty. Ma-li soustava rovnic

z(0,c1, ca, ¢3)
y(oa C1, C2, Cg)
u(0, ¢1, ¢2, ¢3)

p(o),
1/}(0—),
/

(o)



pro nezndmé cj, ca, c3 feseni ¢; = ¢1(0), ca = c2(0), ¢3 = c3(0), dosadime je do prvnich dvou
rovnic soustavy (10):

T = x(s,cl(a),CQ(o),C3(J)),
Yy = y(5701(0—)702(0),cg(0—)).

MA4-1i tato soustava rovnic feSeni o = o(x,y), s = s(x,y), dosadime je do tfeti z rovnic (10). Tim
dostaneme Feseni tlohy (6), (9) ve tvaru

u= u(s(ac, Y), c1 (a(x, y)) ,C2 (U(ac, y)) ,C3 (a(x, y)))

1.4 Quasilinearni parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu
Rovnici

ou(x1, ..., Tn)

81'1

+---+an($1,---,l’n,U)w = f(z1,...,xp,u), (12)

a1 (21, ..., Tn,u)

kde a1, ..., a,, f jsou funkce n + 1 proménnych a u je (hledand) funkce n proménnych, nazyvime

quasilinedrni parcialni diferencidalni rovnice pruniho 7ddu; v pripadé f = 0 homogenni, v opacném

nehomogenni. Pokud funkce aq, . .., a, nezavisi na posledni proménné a funkce f zavisi na posledni

proménné linearné, nazyvame tuto rovnici linedrni parcidlni diferencidlni rovnice prvniho Tdadu.
Soustavu obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

d
axl(s) = a1 (z1(s), ..., zn(s),u(s)),

d
gxn(s) = an(21(5),...,2n(s),u(s)) ,
%u(t) = f(xl(s), ey Zn(8), u(s)),

nazyvame (roz§ivend) charakteristickd soustava rovnice (12). Trajektorie (z1(s),...,zn(s), u(s))
feseni charakteristické soustavy (kfivky v prostoru R"*1) nazyvame charakteristiky rovnice (12).
Bud D C R*! oteviend mnozina a

I = {(z1,...,20) ER": z1 = 01(01,- -, 0n-1),+ -+, T = @p(01,...,0n-1),(01,...,0n_1) € D}

regulérni (n—1)-rozmérné nadplocha v n-rozmérném prostoru R™. Déle bud ug = uo(o1,...,0n-1)
spojita funkce definovana na D. Podminka

w(p1(o1, ..y 0n-1)s 0001, 00o1)) = up(01,..., 00 1), (o1,...,0n—1) €D (13)
se nazyva okrajovd podminka pro rovnici (12).
Jsou-li funkce aq,...,a,, f diferencovatelné, pak charakteristickd soustava s Cauchyovymi
podminkami
ZCl(O) = Sol(ala-"van—l)a
2n(0) = @n(o1,...,0n-1),
U(O) = UO(Ula"'van—l);
mé pro kazdé (o1,...,0,-1) € D jediné Teseni (podle Picardovy-Lindelsfovy véty, viz napf. Ka-

las J., R4b M.: Obycejné diferencialni rovnice, MU 2001, str. 64). Ozna¢me toto FeSeni

(wl(s,al, cey One1)y ey Un(8,01, o 0n_1), Ynt1(s,01,. .. ,Un_l)) )



Plati

1/}1(070—1; ce ;O—nfl) = 501(0—1; . '70—7’171); ce 71/)71(070-17 .. 'ao—nfl) = @n(o'la ce 50—7171)7
’L/Jn+1(0,0'1,...,0’n_1) :’LLQ(O‘l,...,O‘n_l)
tedy
6wz 6()01' . .
0,01,...,0n_1) = —(01,...,0n_1),1=1,2,...,n, j=1,2,...n—1,
(90]( o1 On—1) agj(al On-1), & n, j n
pro kazdé (o1,...,0n-1) € D
a dale
i B
s (0,01,...,0n-1) = ai(cpl(al,...,Jn,l),...,gan(ol,...,Jn,l),uo(ol,...,an,l)) .
Funkcemi 1, . .., 1, je uréeno zobrazeni ¥ : Rx D — R™. Jacobian J = J(o1,...,0,_1) zobrazeni

¥ v bodé (0,01,...,0n-1) je

a1(p1(01y - y0n=1)y ey (01, yon1) oo an(pi(o1,. ., 0n-1)s- s 0n(01,. .., 0n_1)
01 0
(o1 ) e R
6901 59071
ao_n_l (0'1,...70'»,1,1) 60n_1 (0'1,...70'»,1,1)
Je-li J(o1,...,0n_1) # 0 pro kazdé (o1,...,0,_1) € D, existuje inversni zobrazen{ =1 : R* —

R x D (podle véty o existenci inversniho zobrazeni, viz napf. Dosla Z., Dosly O.: Diferencialni
pocet funkci vice proménnych, MU 1999, str. 84).
Polozme (w1, ..., 2n) = ¥ni1 (Y1 (21,...,2,)). Pak u je feseni Glohy (12), (13):

dxk du 9Js ou 8Uj Os dzk 80] dxk B
Z k ds ds 6xk jz 0o ; Oz, - Z oxy ds Z 80'J Z oxy, ds
du 0s Ou Oo; du
= 3505 Zagja =% -1

Toto feseni je jediné.

1.5 Kanonicky tvar parcialni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou
nezavisle proménnych linearni v prvnich derivacich

(e, ) 224 b ) O = ), (14)

dy
funkce a, b jsou definovany na mnoziné G C R?, funkce f je definovdna na mnoziné G x R, pro
funkee a, b plati a(z,y) # 0 # b(z,y) pro (z,y) € G. Parcidlni rovnici (14) pfifadime jeji obyéejnou
charakteristickou rovnici ;
r_ (z,y) , (15)
a(z,y)

kde " oznacuje obyé¢ejnou derivaci podle z. Pfedpoklddejme, Ze charakteristickd rovnice (15) ma
feSeni, které lze implicitné zapsat ve tvaru

o(x,y) =C, (16)




kde C je integra¢ni konstanta. Pak je ¢ (z,y) + '@, (2, y) = 0, tj.
apz + b, =0. (17)

Poznamenejme, ze charakteristicka rovnice linedrni homogenni rovnice ve dvou nezavisle promén-
nych (1) je podilem jednotlivych rovnic charakteristické soustavy (2) této rovnice a tedy rovnost
(16) vyjadfuje charakteristiky rovnice (1) také ve smyslu oddilu 1.1.

Polozme

£ = ¢(r,y), n=y.

Pak &:my — £y = wa(,y), tedy na mnoziné H = {(z, y) €R?: . (x,y) # O} C G je zobrazeni
(&,m) : H — R? prosté. Toto zobrazeni na mnoziné H transformuje rovnici (14) na rovnici

auepy + b(ugpy + uy) = f.
Tuto rovnici lze upravit na tvar

(aps + bpy) ue + bu, = f,
takze vzhledem k (17) a pfedpoklddané nenulovosti funkce b plati

un(&;m) = F(&,m,u),

kde F' = f/b. Tato rovnice je kanonickym tvarem rovnice (14). Ponévadz se v ni vyskytuje pouze
jedna parcidlni derivace, lze ji povazovat za rovnici obycejnou takovou, Ze hledana funkce wu je
funkci jedné nezavisle proménné 7 a zavisi na parametru &.

2 Cviceni

Najdéte obecné feseni rovnice
1) u, = 6z2uy 3) up +2u, =3
2) z+y—a)ug + 2+ —Yuy+zu, =0  4) up+auy=u

Najdéte feSeni rovnice, které spliiuje danou podminku

1
5) uy + yuy =0, u(0,y) = - 8) yu, — zuy = y> — 22, u(z,a) = 2? — a®
Y
1
6) u: + au, =0, u(z,0) =sinx 9) zzuy + yzuy + 2y =0, u (m, —) =1
x
7) w + au, = 2%t + 1, u(x,0) = x + 2 10) 2zu, + yu, = 4u + 1, u(z,1) = 2

Vysledky: 1) u(z,y) = ®(223+y) 2) u(I,y z) = ®(x+y—2z,2%(x—y)) 3) u(z,y) = 3+0(2z—y)
4) u(z,y) = e*®(x? — 2y) 5) u(z,y) = < 6) u(z,t) =sin(z — at)

7)u(m,t):%t4—%t3+§t2—( —Dt+2+28) u(z,y) =22 +y? +ay — 2a*> — an/22 + 42 — a?
9) u(z,y) =v2Z =1y 10) u(z,y) = 2% + 1(y* - 1)



