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Kapitola 1

Prolog

1.1 Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

Leonardo Pisansky, znaméjsi jako Fibonacci, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a
zemrel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci pusobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
mé hlavni zasluhu na tom, ze v Evropé byl pfijat pozi¢ni systém zapisu ¢isel (pomoci indickych
symbolti, kterym dnes fikdme arabské ¢islice). Ve tieti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a
fesil dlohu:

Kdosi umistil par kraliki na uréitém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby
poznal, kolik part kraliki se pfi tom zrodi pribéhem roku, jestlize u kralik je
tomu tak, ze par kraliki privede na svét mésicné jeden par a ze kralici pocinaji
rodit ve dvou mésicich svého véku.!

Tuto tlohu a jeji feseni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modeld ristu popu-
lace. Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani ulohy plyne, ze kraliky muzeme rozdélit do dvou kategorii (tfid) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva meésice a tedy dosud ,nerodi“ potomky, a na ty staré aspon dva mésice a
tedy plodné. Oznaéme x(t), resp. y(t), pocet para juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), kraliki v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vSak neni jasné, co presné ma vyjadirovat ,,pocet part kralikti v £-tém mésici“. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v uréeny den probéhne séitani kralikt, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potfeba vyjasnit, kdy se nové pary rodi. Jedna z moznosti je, ze také
k porodim dochézi uréity den v mésici. Abychom tvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonaccitv vysledek) budeme piedpokladat, ze kralici se rodi prvni den a jejich s¢itani
provadime posledni den meésice. Pri séitani maji tedy novorozeni kralici vék jiz jeden meésic.
P1i s¢itani nésledujiciho mésice maji tito kralici jiz vék dva meésice a patii tedy mezi plodné.
Ponévadz par plodnych kralika ,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet
part mladych v ¢-tém meésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

2(t) = y(t — 1), (1.1)

tPteklad E. Cecha. Citovano dle J. Bedvaf a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.
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Tabulka 1.1: Reseni Fibonacciovy tilohy o krélicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochézi na
zaCatku mésice, pocty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (1.3).

Krélici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miizeme rozumét tak, ze jsou chranéni pfed pre-
datory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢-tém
mésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétSenému o pocet mladych, ktefi se v pred-
chozim mésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) =yt —1)+x(t —1). (1.2)

Rovnice (1.1) a (1.2) miZeme povazovat za model riustu populace kraliki; jeji aktualni velikost
pocitame z velikosti v minulosti. Pfi matematickém modelovani néjakych procesi je ovsem
obvyklé usuzovat na budoucnost z pfitomnosti. V rovnicich (1.1) a (1.2) budeme psat ¢ + 1
misto t, rovnice tedy piepiSseme do tvaru

w(t +1) y(®),
y(t + 1) =x(t) +y(t),

(5) t+1)= <(1) D @ (t)- (1.3)

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kralikti na urcitém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku z(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz mizZeme postupné pocitat pocty x(t) a y(¢) pro libovolné ¢ = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet para z(t) = x(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 1.1. Vysledek 377 part odpovida
vysledku v Liber abaci.”

Jind z moznosti, jak zadani porozumét, je mirné realistictéjsi predstava, ze kralici se rodi
kdykoliv, ale opét je s¢itame v urc¢ity den mésice. Pri s¢itani tedy mohou mit novorozenci,
tj. kralici narozeni od pfedchoziho séitéani, vék z intervalu [0,1) a starsi, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pfi této interpretaci rozdélime t¥idu juvenilnich pard na dvé a
oznacime xo(t) pocet novorozenych part a x1(t) pocet neplodnych part véku alesponi jeden
mésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostiednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, kteri se v pfedchozim meésici narodili, a pocet plodnych je poctem
plodnych z ptredchoziho mésice zvétsenym o pocet mladych, ktefl dosahli véku aspon dva
meésice, dostaneme model

nebo ve vektorovém zapisu

xo(t+1)= y(t)
o1(t+ 1) = 7o()
ylt+1)= z1(t)+y(0),

2To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci piedstavoval rozeni na zac¢atku mésice a séitani na jeho konci.
Pravdépodobnéjsi je, ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a v nasle-
dujicim mésici tak byli dvoumési¢ni a tedy jiz plodni.
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Tabulka 1.2: Reseni Fibonacciovy alohy o krélicich za predpokladu, Ze k rozeni dochazi kdy-
koliv v prubéhu mésice a kraliky sc¢itdme v pevné urceny den meésice, tj. pouzivame model
(1.4).

ktery opét mizeme prepsat do vektorového tvaru

o 0 0 1 oty
T (t + 1) =(1 0 O xr1 (t) (1.4)
Y 0 1 1 Y

Pii pocatecnich podminkach xo(0) = 0, z1(0) = 0, y(0) = 1 a oznaceni celkového poctu
pari jako z(t) = xo(t) + z1(t) + y(t), dostaneme pocty kralikt, jak je uvedeno v tabulce 1.2.
Vysledny pocet para kralikid za rok je pii této interpretaci témér tiikrat mensi, nez ptvodni
Fibonaccitv vysledek.

Prvnim obecnym poucenim tedy mutze byt to, Zze sestaveni modelu rtstu populace je
potfebné vénovat pozornost, presné formulovat a zdivodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Riizné modely téhoz procesu mohou totiz dévat rizné vysledky.

Druhym zavérem je pozorovani, ze vyvoj populace kralikti muZeme popsat matematickym
modelem (1.3) nebo (1.4), které jsou zvlastnimi pfipady obecného modelu ve tvaru

n(t+1) = An(t); (1.5)

pritom slozky vektoru m(t) vyjadiuji ¢asové zavislé velikosti jednotlivych t¥id, do kterych je
populace strukturovana (rozdélena) a A je néjaka matice.

Fibonaccitv model je krasny matematicky, neni ovSem prilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi presné uréeny pocet potomkua v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepredstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
vytvoril jakousi umélou skute¢nost — jeho kralici Ziji a mnozi se na ,,misté ohrazeném zdi“.
Myslenka modelovat pomoci rovnice (1.5) vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich
t¥id, pricemz cas plyne v diskrétnich krocich, je vSak velmi plodna.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjSich predpokladt. Ponechdme pi-
vodni predstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejednd se tedy o cas fyzikalni) a
zvolime néjakou ¢asovou jednotku (ve Fibonacciové tloze ji byl jeden mésic). Populaci si
budeme predstavovat jako tvofenou velkym poctem jedinci (v ptfipadé organismii rozmnozu-
jicich se pohlavné budeme za ,jedince* povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinct muze
byt jednoho z typt — juvenilni (mlady, neplodny) nebo dospély (plodny). Jinak jsou jedinci
nerozlisitelni.

V populaci probihaji t¥i procesy — rozeni (vznik novych jedinct), dospivani (maturace,
pfeména juvenilniho jedince na plodného) a umiréni (nebo z jiného pohledu pfezivani). Na-
rozeni jedince, jeho pfeménu na plodného a jeho tmrti povazujeme za ndhodné jevy. O umi-
rani (pfezivani) a dospivani budeme pfedpokladat, Ze se jedna o jevy stochasticky nezavislé.
Oznac¢me
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01 ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec pfezije jedno obdobi,
o9 ... pravdépodobnost, ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,

v ... pravdépodobnost, Ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,
@ ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.

O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1 <1, 0<o09<1, 0<~v<1l, 0<y; (1.6)

v redlné existujici populaci totiz musi byt mozné, ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(o1 > 0, v > 0) a Ze se né&jaci novi jedinci rodi (¢ > 0), pfeziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
o9 < 1) Nevylu¢ujeme moznost o2 = 0, tj. Ze jedinci po ,produkci potomku“ (porodu,
nakladeni vajicek a podobné) hynou; takova populace se nazyva semelparni. Nevylu¢ujeme
vSak ani moznost o9 > 0, tj. ze dospéli jedinci plodi po delsi tsek zivota; takova populace se
nazyva iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostiedné po narozeni, tj. v ¢ase kratsim, nez
je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud nezemfe, jisté dospéje,
v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1. Zhruba Feceno,
pfi délce casového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bezprostiednim
dospivanim, drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostfednim dospivanim, lososi nebo
cikddy jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci a savci (véetné ¢lovéka) jsou
iteroparni se zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat dosti obecnou populaci.

Oznac¢me déle ni(t), resp. na(t), velikost (pocet jedinct, populaéni hustotu, celkovou bio-
masu a podobné) éasti populace tvorené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v t-tém ¢asovém
kroku. Juvenilni ¢ast populace je tvofena jedinci, ktefi se za posledni obdobi narodili, a je-
dinci, ktefi jiz tuto tfidu populace tvorili, prezili obdobi a nedospéli v ném. Ocekavana velikost
juvenilni ¢asti populace v nasledujicim obdobi tedy bude

ni(t +1) = o1(1 = y)na(t) + pna(t). (1.7)

Plodna ¢ast populace bude tvorena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemfeli a dospéli, a jedinci,
kteri jiz dospéli byli a prezili. Ocekavand velikost plodné ¢asti populace v nasledujicim obdobi
tedy bude

ng(t—l- 1) = Ul’ynl(t) —i—O’gTLQ(t). (1.8)

Tyto rovnice opét muzeme piepsat ve vektorovém (maticovém) tvaru

n(t+1) = <Z;> (t+1) = ("1(1 =) “’) (”1> (t) = An(t), (1.9)

17 02 na

= (707 5

Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 07 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci
jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospéji a dospéli vidy vyprodukuji prave
jednoho potomka), dostaneme piivodni Fibonaccitiv model (1.3).

kde jsme oznacili



Kapitola 2

Konstrukce modelu

2.1 Stavové proménné

»Stav* néjakého systému urcuje jeho ,chovani“. Naptiklad v mechanice je stav systému defi-
novan pomoci poloh a hybnosti vsech ¢astic, které ho tvori; v etologii je stav jedince vyjadien
jeho ,motivaci“; stav ekosystému je popsdn mnozstvim hmoty a energie, kterou si jeho jed-
notlivé slozky vymeénuji; v demografii je stav populace dan velikosti jednotlivych tfid (napf.
vékovych), do nichz miZzeme jedince rozdélit a podobné.

2.1.1 Zadehova teorie stavové proménné

Vychozim bodem teorie je pojem abstraktniho objektu O, ktery interaguje s okolim pomoci
stimuli (podnétii, buzeni; excitation), které na ného ptsobi, a odezev (response), kterymi se
projevuje navenek.

Predpokladejme, ze stimuly i odezvy lze néjak kvantifikovat. Piesnéji: nechf objekt O
pozorujeme v ¢asovém intervalu [tg, t1), kde tg < t; < 0o, a stimuly a odezvy objektu v tomto
Casovém intervalu lze popsat funkcemi e : [tg,t1) — E a 7 : [to,t1) — R, kde E a R jsou
néjaké podmnoziny Banachova prostoru. Pak lze objekt O ztotoznit s pozorovanymi stimuly
a odezvami, tj.

O0={{(tew): to<t<u}, {(tr®): to<t<tr}}.

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme pro podmnozinu Y Banachova prostoru, pro interval [
realnych cisel a pro funkci y : R — Y oznaceni

yr={(tyt)): tel}.

Pak mtzeme psat O = {e[to,tl)ar[to,tl)}- P1i tomto pojeti predstavuje experiment vyvolani
urcitych stimuld e, ;) a pozorovani odezev 7, ;) objektu O.

Zakladnim piedpokladem je, aby objekt O byl determinovany', tj. aby odezva byla sti-
mulem jednozna¢né uréena. Pozadujeme tedy, aby existovalo zobrazeni ¢ z mnoziny 28*¥ do
mnoziny 28*% takové, ze

Tlto,tr) = ¥ (e[to,tl)) ;

! Determinovang objekt neni totéz, co deterministicky. Pozorované funkce e a r mohou byt realizaci n&jaké
nahodné funkce.
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symbol 2V oznacuje potenéni mnozinu (mnozinu podmnozin) mnoziny Y.

Funkce e a 7 je obtizné ziskat (pozorovat, méfit), a pokud se to podafi, obtizné se s nimi
pracuje. Jedno z nabizejicich se zjednoduseni spo¢iva v uvazovani okamzitych stimult e(t) a
odezev r(t) pro t € [tg,t1). Determinovanost objektu by pak znamenala, Ze existuje zobrazeni
1 1 F — R prevadéjici stimulus v okamziku ¢ na okamzitou odezvu r,

r(t) = ¢(e(t)).

Stejny stimulus v raznych ¢asovych okamzicich vsak ¢asto vyvola rtiznou odezvu, coz zna-
mena, ze mezi stimulem a odezvou je néjaka zprostredkujici proménna x, ktera se v prubéhu
¢asu méni. Tato proménné nemusi byt pozorovatelné, mtze, ale nemusi néjak odpovidat struk-
ture objektu; predstavuje jakousi hypotézu o uvazovaném objektu O, néjak vyjadruje jeho
stav. Nazyva se stavovd promennd.

Stavovou proménnou chapeme jako funkci ¢asu,  : R — X, kde X je opét néjaka podmno-
zina Banachova prostoru. Tato funkce je obecné ndhodné, jeji hodnoty jsou dany rozlozenim
pravdépodobnosti. V tomto textu vsak budeme uvazovat pouze deterministické objekty, tj. ta-
kové, ze stavova proménnd ma v kazdém ¢ase t € [tg, t1) nulovy rozptyl a proto ji lze povaZzovat
za funkci klasickou (nendhodnou). Na stavovou proménnou x klademe dva pozadavky:

1. Odezva v casovém okamziku ¢ € [tg,t1) je jednoznaéné uréena stavem a stimulem
v tomto Case t, tj. existuje zobrazeni G : X x E — R (stimulus-state-response function)
takové, ze

r(t) = G(z(t), e(t)). (2.1)

2. Stav v néjakém casovém okamziku je jednoznac¢né urcen stavem v néjakém piedchozim
Case a stimuly, které objekt od té doby dostal, tj. existuje takové zobrazeni F' z mnoziny
X x 2BXE do mnoziny X, ze

$(t —+ At) = F(Zc(t), e[t,t+At)) . (22)
Zobrazeni F' se nazyva prechodovd funkce (state-transition function).

Pozadavek 1. iika, ze ke znalosti objektu staci znat jeho stav a stimuly, které na ného pi-
sobi. Je splnén zejména tehdy, kdyz jsou stavové proménné piimo pozorovatelné. V takovém
ptipadé lze okamzitou odezvu pfimo ztotoznit se stavem a rovnost (2.1) mé tvar r(t) = x(t).
Pozadavek 2. je omezujici; u skuteénych objektt mize stav @ (t + At) zaviset také na historii,
tj. hodnotach x(7) pro 7 < tg, nebo na budoucnosti?, tj na hodnotach x(7) pro 7 > t.
Budeme se tedy zabyvat pouze neanticipativnimi systémy bez paméti.

Rovnice (2.2) pro neznamou funkci @ spolu s poc¢ateéni podminkou x(ty) = x( predstavuje
model ¢asového vyvoje objektu O. Zakladnim problémem matematického modelovani je tedy
nalezeni (nebo konstrukce) prechodové funkce F'.

Specialni tiidu modelt tvoii maticové modely. Jsou to modely, pro néz X = R¥ a existuje
matice A typu k x k takova, ze prechodova funkce ma tvar

F(Cc(t)ae[t,tJrAt)) = Az(t).

To neznamend, ze by funkce F' byla linedrni v prvni proménné. Matice A mize zdviset na
stavu @(t). Je-li navic At > 0 pevné zvoleno, dostaneme diskrétni maticovy model. Prvky

2Takova zévislost nemusi znamenat poruseni kauzality, nebot pfechodové funkce nevyjadiuje pFic¢innost ale
pouze funkéni zavislost
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matice A pak vyjadiuji stimuly, které ptusobi v ¢asovém intervalu [t,¢ + At) na objekt O,
ktery byl v ¢ase t ve stavu @ = x(t). Prvky matice A tedy zavisi na stavu x a case t, tj.
A = A(x,t). Pfi vhodné volbé éasové jednotky lze dosdhnout toho, ze At =1 a rovnici (2.2)
Ize zapsat ve tvaru

x(t+1) = A(z(t), t)z(t). (2.3)

Casova jednotka At se nazyvéa projekcéns interval, rovnice (2.3) se nazyva projekcni rovnice.

Pokud zévislost matice A na ¢ase t je nekonstantni, tj. pro n&jaky stav xy € R* existuji
Casy 11,72 € [to,t1 — 1] takové, Ze 71 # T2 a A(xg,m1) # A(xo,T2), mluvime o maticovych
modelech s externi variabilitou. Pokud matice A skutecné zavisi na stavu «x, tj. pro néjaky cas
t € [to,t1 — 1] existuji stavy 1, zo € R¥ takové, ze x; # a2 a A(z1,t) # A(xz,t), mluvime
o maticovych modelech s interni variabilitou.

2.1.2 Stavové proménné v populacnich modelech

Populaci mtzeme chapat jako objekt slozeny z jinych objekti. Jinak feceno, kazda populace je

tvofena jedinci a kazdy jedinec je v néjakém stavu. Stav jedince (individua) budeme nazyvat i-

stav. Mtze jim byt napt. vék, velikost, vyvojové stadium, obyvana lokalita, vyuzitelna energie

(tukové zasoby) a podobné. I-stav ur¢uje odezvu jedince na stimulus. OvSem v populac¢nich

modelech neni zkoumanym objektem jedinec, ale populace. Stav populace nazveme p-stav.
Pokud jsou splnény néasledujici podminky,

1. vSichni jedinci jsou ovliviiovani tymz prostredim,
2. vliv populace na prostiedi je souc¢tem vlivi jedinct,

pak lze p-stav vyjadrit jako rozlozeni i-stavi. Napriklad, je-li jedinym uvaZovanym i-stavem
vyvojové stadium hmyzu, p-stavem v Case ¢ muze byt ¢tyfrozmérny vektor, jehoz slozky
jsou pocty vajicek, larev, kukel a dospélcti; je-li i-stavem veék, mize byt p-stavem v case
t integrovatelna funkce u : R, — R, pii¢em# u(a) vyjadiuje hustotu jedinct véku a, tj.
takovou funkci, aby mnozstvi jedinct ve véku od a; do as bylo rovno integralu

a2

/u(a)da

al

(v tomto pfipadé by vSak nemohlo jit o maticovy model).

Typickymi stimuly ptsobicimi na populaci jsou rozeni, umirani, dospivani, migrace a
podobné. Tyto stimuly jsou také projevy i-stavi. Je-li naptiklad i-stavem vek jedince, pak stati
jedinci umiraji s jinou pravdépodobnosti nez mladi, v jistém véku jsou jedinci plodnéjsi nez ve
stari nebo bezprostfedné po narozeni atd. AvSak u nékterych organismu plodnost nezévisi na
véku, ale na velikosti (u rostlin, korysi) nebo na véku i velikosti (u ryb); nékdy preziti stejné
starych jedinci zavisi na jejich ptivodu (napi. zda rostlina vyrostla ze semene nebo je klonem
matefské rostliny); prechod z jednoho stadia do nésledujiciho u nékterych hmyzi nezavisi na
véku, ale na teploté okolniho prosttedi (v tomto piipadé by p-stav ,teplota okolniho prostiedi*
nebyl soué¢tem nebo rozlozenim néjakych i-stavii) a podobné. Tyto skutecnosti ukazuji, ze
vybér i-stavovych proménnych je kritickym krokem pii tvorbé modelu.

Uvazujme nyni pro urcitost jako stimulus proces rozeni. Ten lze kvantifikovat jako pocet
potomkt za jednotku ¢asu (tedy veli¢inu nabyvajici nezdpornych celo¢iselnych hodnot), nebo
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i-stavova proménna

spojita diskrétni

spojity regresni analyza | analyza variance

stimulus

diskrétni | logisticka regrese | kontingenc¢ni tabulky

Tabulka 2.1: Statistické metody pro vyhodnoceni zéavislosti stimulu na i-stavu

celkovou biomasu potomkii za jednotku ¢asu (nezédporné reélné ¢islo). Plodnost muze byt pro-
jevem i-stavu vék nebo velikost (kladné redlné ¢islo), ale také napft. postavenim v hierarchii
skupiny (pFirozené ¢islo) atd. Stimulus i i-stav tedy mohou byt spojité i diskrétni veli¢iny. Jako
vhodné i-stavova veli¢ina urcujici stimulus by méla byt vybrana ta, ktera na zakladé experi-
ment nebo pozorovani vykazuje statisticky prikazny vliv na uvazovany stimulus. Moznost
volby statistické metody k vyhodnoceni vlivu i-stavu na stimulus podle charakteru i-stavové
veli¢iny a prislusného stimulu je shrnuta v tabulce 2.1.

2.2 Populace strukturovana podle véku

Jako jediny i-stav populace budeme uvazovat vék, na populaci budou puisobit dva stimuly —
rozeni a pfrezivani. Timto zptsobem je mozné popisovat populace savci nebo ptaki.

Aby model byl maticovy, musime uvazovat konecny pocet p-stavi. Proto zvolime néjakou
¢asovou jednotku (pro populace velkych savct by vhodnou jednotkou byl rok az desetileti,
pro drobné savce tyden az mésic). Za tuto ¢asovou jednotku jedinec, ktery ptezije, zestarne
o stejnou hodnotu. Predpokladejme, Ze zadny jedinec se nemuze dozit véku k vyjadireného
v pfislusnych jednotkéch (volime k € N), tj. Ze nejvyssi mozny vék je k — 1. Jedince rozdélime
do k vékovych trid: v j-té t¥idé budou jedinci, pro jejichz vék a plati j — 1 < a < j, v prvni
tridé tedy budou novorozenci, v k-té nejstarsi jedinci. Oznacme n;(t) velikost j-té vékové
tfidy. Vzhledem k procesu rozeni by jako ,velikost® bylo nejvhodnéjsi uvazovat pocet samic.
Muzeme ale volit i jinou miru velikosti populace — pocet jedinct, popula¢ni hustotu, biomasu
ap.; prechod od jednoho vyjadfeni k jinému je pii konstantnim poméru pohlavi pouze zménou
méfitka.

Pro popis prezivani predpokladejme, Zze v libovolném case pro vSechny jedince z j-té
veékové tiidy je stejnd pravdépodobnost, ze pfeziji casovou jednotku, a tedy ,,se presunou” do
nésledujici vékové tfidy; ozna¢me tuto pravdépodobnost P;. Povazujeme-li pravdépodobnost
za klasickou, plati

ir1(t+1
= M7 i=1,2,...,k—1,
n;(t)
neboli
nj(t + 1) = ijlnjfl(t), 1=2,3,...,k. (24)

Mnozstvi potomkti jednoho jedince za jednotku ¢asu je ndhodnd veli¢ina s néjakou stiedni
hodnotou. Budeme predpokladat, ze tato stifedni hodnota je pro vSechny jedince z j-té vékové
tiidy a jakykoliv ¢as stejnd; oznacme ji Fj. Pro velkou populaci to znamend, Ze mnozstvi vsech
potomki vSech jedinct z j-té vékové tridy za ¢asovy interval jednotkové délky zacCinajici casem
t je roven Fjn;(t). Mnozstvi vSech novorozenct (pfesnéji: velikost prvni vékové tiidy) v Case
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t + 1 tedy bude souctem potomkti rodi¢i ze vsech vékovych tiid, tj.

nl(t + 1) = Flnl(t) + anz(t) + F3n3(t) + -+ Fk,lnk,l(t) + Fknk(t) (2.5)

Pri oznaceni

ni(t
Fy Fy Fy Fp_1 Fy nlgti
P, 0 0 0 0 n2(t)
A—|l0 P 0 0 0|, apn=]| "
. . nk,l(t)
0 0 0 P, 0 melt)

lze rovnice (2.4) a (2.5) zapsat v maticovém tvaru

n(t+1) = An(t),

tedy ve tvaru projekéni rovnice (2.3). Matice A se nazyvéa Leslicho matice.

2.3 Modely disperse

Budeme se zabyvat modely populace, u niz rozliSujeme dva i-stavy, z nichz jeden vyjadiuje
misto vyskytu jedince. Predpokladejme tedy, Ze populace strukturovana podle néjakého krité-
ria (véku, velikosti, hmotnosti, plodnosti, stadia a podobné) je rozptylena mezi nékolik lokalit
(regiont, stanovist, potravnich ostrivka a podobné). Mezi témito lokalitami se jedinci z po-
pulace mohou premistovat. V takovém piipadé se mluvi o metapopulacich (v ekologii) nebo
o multiregiondlnich modelech (v demografii). Nejjednodussi pfipad disperse (migrace, Sifeni,
rozptylu) mezi lokalitami je difize. Pfi ni je mnozstvi jedinct prechazejicich z jedné lokality
na jinou umérné velikosti populace na vychozi lokalité, tj. existuje pravdépodobnost, ze je-
dinec svou lokalitu opusti. V tomto oddilu budeme pfedpokladat, ze tato pravdépodobnost
nezavisi ani na velikosti populace, ani na néjakych vnéjsich vlivech.

()
7
velikost Casti populace tvorené jedinci i-tého stadia na ¢-té lokalité. Vektor popisujici velikost
celé populace miizeme vyjadrit dvéma zptisoby — bud nejprve vSechna stadia na jedné lokalité,
pak na druhé atd., nebo nejprve jedinci prvniho stadia na jednotlivych lokalitach, pak jedinci

Necht je tedy populace strukturovana do s stadii a rozptylena na p lokalit. Ozna¢me n
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druhého stadia atd. Struktura populace tedy mtze byt vyjadiena bud vektorem

) )

ny 1y

al g

2 1

0 & m

n n® ny n?
’I’L(2) 2 N9 2

n= . = : nebo vektorem n=| | | = N (2.6)

: (2) ' (»)
n® s n, Ny

ngp) ngl)

ngp) ng?)

) )

Dale budeme pro jednoduchost predpokladat, ze k ,,demografické udalosti“, tj. k rozeni,
k prechodu mezi stadii nebo k tmrti, dochazi v krajnich bodech projekéniho intervalu a
(0)

k diftzi v pribéhu projekéniho intervalu. Zavedeme tedy symboly m;
¢asti populace tvorené jedinci i-tého stadia na /-té lokalité v obdobi mezi ,,demografickymi

k oznaceni velikosti

udalostmi“. Je-li tedy t levy krajni bod projekéniho intervalu, oznacuje mie (t) mnozstvi
jedincu i-tého stadia na ¢-té lokalité bezprostiedné po ,,demografické udalosti“.

Pro zjednoduseni zapisu pfi nasledujicich tvahéch bude uzitecny Kroneckeruv soucin ma-
tic ®: Nechf matice X = (z;;) je typu px v a matice Y = (y;;) je typu s x \. Jejich Kroneckeriiv
soucin X ® Y je matice typu pux x v, kterou lze blokové zapsat ve tvaru

CEHY $12Y e $1,,Y

1‘21Y .%'QQY Ce .%'QVY
XY =

1Y xeY o ox,Y

2.3.1 Jednoduchy model diftze
Vyjdeme ze zjednodusujicich predpokladii:

1. Jednotlivé lokality jsou stejné kvalitni, tj. ,demografické parametry“ jsou na vsSech
stejné.

2. Pravdépodobnost emigrace z lokality zavisi pouze na stadiu emigrujiciho jedince, nikoliv
na lokalité.

3. Pravdépodobnost, ze migrujici jedinec prezije cestu zavisi pouze na vychozi a cilové
lokalité, nikoliv na stadiu jedince.

4. Emigrace a preziti migrace jsou jevy stochasticky nezavislé.
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Pro popis struktury populace zvolime prvni z moznosti (2.6). Necht ,demografické udalosti*
na kazdé z lokalit popisuje matice A = (a;;). To znamena, ze

my ny
(0 o ) s )
mO(t) = AnO(t), neboli | 7 [@)=A|"" [@®), t.mt) =3 an) ) (27)
: : j=1
mg) ng@)

prokazdé £ =1,2,....,pakazdéi=1,2,...,s, tedy

m® (t) An® (t) A O ... O n® (t)
m@)(t) An?)(t) O A ... O] [n®@®
m)(t) An(P)(t) 0 0 ... A \n®)

pfitom O oznacuje nulovou ¢tvercovou matici fadu s. S pouzitim Kroneckerova sou¢inu mi-
zeme strukturu populace bezprostiedné po ,demografické udalosti“ vyjadrit jako

m(t) = (1o A)n(t),

kde | oznacuje ¢tvercovou jednotkovou matici fadu s.

Ozna¢me déle d; pravdépodobnost, ze jedinec i-tého stadia opusti svou lokalitu a ky;
pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery opustil j-tou lokalitu se do konce projekéniho intervalu

P
dostane na lokalitu (-tou, £ # j; pfi tomto oznaceni musi platit ) k;; < 1 (tento soucet

(=1

£
vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery opustil svou lokalitu, migraci pfezije a dostane
se na néjakou jinou lokalitu). Pravdépodobnost, Ze jedinec i-tého stadia opusti j-tou lokalitu a
skon¢i na ¢-té je tedy podle pfedpokladu 4. rovna d;k;;. Polozme k;; = —1 (s timto oznacenim

p
je z kij S 0) a
=1

k11 k1o ... klp -1 ko ... klp d 0 ... 0
ko1 koo ... kgp kor —1 ... kgp 0 dy ... 0
K=1] . } =1 . . R D=1 . . )
[ kot k... —1 0 0 ... d
P1i tomto oznaceni je
diair diarz ... diags
doagy doazy ... daags
DA =
dsasl dsa52 . dsass

Po ,demografické udalosti“ dojde béhem projekéniho intervalu k ,dispersni udalosti®.
Velikost n/ subpopulace tvorené jedinci i-tého stadia na ¢-té lokalité na konci projekéniho
intervalu (neboli na za¢atku nésledujiciho projekéniho intervalu) pied dalsi ,demografickou
udalosti“ bude sestavat z téch jedinct i-tého stadia, ktefi na f-té lokalité byli na zacatku
uvazovaného projekéniho intervalu a neemigrovali z ni (stfedni velikost takové subpopulace je
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@ _ g, m(e)) a z téch jedincu, ktefi na ¢-tou lokalitu béhem projekéniho intervalu imigrovali

mZ
z ostatnich lokalit (stfedni velikost takové subpopulace je Z dikejm m{ )) Tedy s vyuzitim (2.7)
1
yor,
dostaneme
p .
2O+ 1) =m ) - ) + Z dikgym? (t) = m{(8) + d; Y keym (1) =
=1
J#
P s
= Z alqn )+ d; Z kej Z alqn ) = Z Z d; alqn )+ Z azqn (2.8)
7j=1
Dale plati
(K@DA+I1®A)n(t) =
k11DA  k12DA ... ky,DA A O .. O n(V)
k21DA kDA ... k9,DA O A 0 n® ®
= . . . t =
kDA EDA ... kDA 00 ... AJ| \n®
P s _
> ki 3 diargng (1) + 3 argng” (1)
j=1 ~ q=1 q=1
SRS 9 S Y
> K1y 32 daaggng’ (t) + - azgng (1)
j=1 q=1 q=1
3 S 0 (1)
> ki 3o dsasqng (t) + 32 asqng * (t)
7=1 q=1 q=1
P s .
) > oy 3 diargn(8) + 3 argni” (1)
> kiDAROD () +AnM(r)) 10
i1 > haj 3 daasgn(£) + 3 asgni” (1)
> ko;DARO (1) + An@(p) [ [/ .7
p : ks S 0 S
> kp;DARU) (t) + AnP) (1) 21 ka; Zl dsasgng (t) + 21 asqng (t)
j=1 J= q= q=
> Fyy 32 drargng (1) + 3 agng (1)
j=1 q=1 q=1
SRS 9 S0
> kpj D2 daaggng”’ (t) + - azqng (1)
j=1 q=1 q=1
3 S 0 ()
> kpj 3 dsasgng” (t) + Z asqng” (t)

Porovnanim tohoto vysledku s (2.8) vidime, Ze model diftze populace lze zapsat ve tvaru

n(t+1) = (K@ DA+I®A)n(t)
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nebo podrobnéji

n(l) n(l)

n® n®
(t+1)=(KoDA+I0A) | . | (2.9)

n(p) n(p)

2.3.2 Obecnéjsi model difaze

Pro popis struktury populace nyni zvolime druhou z moznosti (2.6). Nebudeme pozadovat
splnéni zjednodusujicich predpokladt z oddilu 2.3.1 a pohyb jedinctt mezi lokalitami budeme
popisovat podrobnéji. Lze totiz predpokladat, Ze migrace je proces rychlejsi nez ,,demografie®.

Budeme si tedy predstavovat, ze béhem projekéniho intervalu dojde k vice ,migra¢nim
udalostem“ — presuntim z jedné lokality na jinou; pocet ,,migracnich udalosti“ béhem projeké-
niho intervalu oznac¢ime r. Opusténi predpokladi 2.-4. vede k uvazovani pravdépodobnosti,
ze jedinec i-tého stadia opusti j-tou lokalitu a béhem ¢asového intervalu délky 1/r se dostane

na lokalitu ¢-tou. Oznac¢me tuto pravdépodobnost cz(gj ). Hodnota czw) nyni vyjadiuje pravdé-
podobnost preziti a setrvani jedincii i-tého stadia na (-té lokalité po ,demografické udalosti®.
(Ve zjednodusené situaci z oddilu 2.3.1 je r = 1, CZW) =1-—4d;a cz(g]) = dik¢j pro j #L.)

Stredni mnozstvi jedincii i-tého stadia na ¢-té lokalité po jedné ,migracni udalosti tedy

bude ,
0 1Y N~ @), 00,
m{ (t n ) = >l (2.10)
7j=1
cas t oznacuje levy krajni bod projekéniho intervalu, i =1,2,...,s, £ =1,2,...,p. PoloZzme
CZ(-H) 01(12) . cglp) ¢t O ... O
A ey ) O C ... O
G=1|(" " s c=f 0 0 :
Cl(pl) CZQPQ) o Cl(pp) O O ... Cg

Rovnosti (2.10) mtZeme nyni pfepsat maticové:

mgl) mgl)
1 m!? 1 m!?
m; (t—i—;) = Z <t+;> =G Z (t):Cimi(t), 1=1,2,...,5,
mz(p) mz(p)
celkem tedy
ma my
m
7n0+—>: ’ Q+1>=c 2| (1) = cm@)
r r
mg mg

Strukturu populace po g + 1 ,,migra¢nich udalostech“ lze analogicky vyjadrit ve tvaru

1
m<t+q+ )sz<t+g>, g=0,1,2,...,r—2 (2.11)
T T
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Stejnou vahou dostaneme, Ze struktura populace pied dalsi ,demografickou udélosti“ (tj. na
konci projekéniho intervalu) je

n(t+1):Cm<t+r_1>.

r

S vyuzitim (2.11) odtud dostaneme

T T

n(t+1):Cm<t+r_1> — Cm <t+r_2> — = Cm(t). (2.12)

Bez predpokladu 1. bude ,,demografické udalosti“ na kazdé lokalité popisovat jina matice.
OznaCme proto

o _ (O _
A <aij >,~,j:1’ (=1,2,...,p
matici popisujici rozeni a prezivani na ¢-té lokalité. Stejnou uvahou jako v pripadé rovnosti
(2.7) odvodime, ze

S
(0 1y — 0, ()
m (1) = a7 (1) (2.13)
Jj=1
Tuto rovnost mizeme prepsat v maticovém tvaru
m{t AV oo o0 &dY 0 0 0 AV 0 oo n{t
m{ o &2 .. 0o o &Y ... 0o ... o 4V . o n{?
m{P) o o ... ad® o o .. «B .. o 0 .. a? n{)
mi a0 . 0 &Y o . 0 . a0 .. 0 )
m{? 0 af? o o0 afY 0 ... 0 aV 0 ni?

. 5 = . . . . . . . :’ . "~
m{P) ®) o 0o ... a® o o .. &P ... o 0 ... o |[n @)
mM Vo o oy o 0 ... a0 0 n{M
m? 0 a? o o a¥ 0 ... 0 a¥ 0 n{?
mP) 0 0o ... a® o 0o ... a® ... o 0 ... o nlP)

Oznacme nyni

aE) 0 0 Bi1 B2 Bis

0 al(?) B2r Bao Bos
By=1 . 7 . |1, B=]| .

0 0 .. a? Ba Bs ... By

Rovnosti (2.13) proi =1,2,...,s, £ =1,2,...,p tedy mizeme zapsat ve tvaru

mq Bll 812 Bls mn1
mo Bgl 822 BQS N9

(t) =

mg le BSQ Bss Mg

(t)
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nebo struéné m(t) = Bn(t). Odtud a z rovnosti (2.13) nyni dostaneme model difize
n(t+1) = CBn(t)

nebo podrobnéji

n] n;
no T2

“le+n=cB| @) (2.14)
N Ng

2.3.3 Priiklad

Uvazujme metapopulaci na dvou lokalitdch strukturovanou do t¥i vékovych tfid, tj. s = 3,
p = 2. Obé lokality povazujeme za stejné kvalitni, tedy specifické plodnosti i pravdépodobnosti
preziti jsou na obou lokalitach stejné. Necht plodni jsou jedinci druhé a tieti vékové tiidy se
specifickymi fertilitami fs a f3. Pravdépodobnost, Ze jedinci prvni, resp. druhé, vékové t¥idy
preziji projekéni interval oznac¢ime pi, resp. ps. Jedinci tfeti vékové tiidy uhynou.

O dobé migrace budeme predpokladat, Ze je stejna jako délka projekéniho intervalu. Novo-
rozenci nemigruji a pravdépodobnost opusténi lokality zavisi pouze na vékové tiidé. Narocnost
cesty z prvni lokality na druhou mtze byt jind nez cesty naopak; miize jit napf. o migraci
vodnich organismii proti proudu a po proudu. Pro jedince z riznych vékovych tiid se vsak
nelisi.

Za téchto predpokladiit miizeme vyvoj uvazované metapopulace popisovat obéma uvede-
nymi zpusoby. V modelu popsaném v pododdilu 2.3.1 bude d; = 0, takze

0 fo fs 0 0 0 g
A=[p 0 0], D=[0 dy © ,K:(k jﬁ.
0 ps O 0 0 ds 21

Projekéni matice je tedy tvaru

1 0 0 0 10 0 f2 f3
KQDA+I®A= <k21 _1>® dop1 0 0 —l—(o 1>® pr 0 0| =
0 d3zpz O 0 p2 O
0 0 0 0 0 0 0 fo f3 0 0 0
—dgpl 0 0 klgdgpl 0 0 P1 0 0 0 0 0
. 0 —d3p2 0 0 k12d3p2 0 + 0 P2 0 0 0 0 o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 fo fs
kzldgpl 0 0 —dgpl 0 0 0 0 0 P1 0 0
0 kaldgpz 0 0 —d3p2 0 0 0 0 0 D2 0
0 fa f3 0 0 0
(1—di)p1 0 0 FKiadapr 0 0
_ 0 (1—ds)p> 0 0 kiadzps 0
0 0 0 0 f2 I3
ka1dapy 0 0 (1—d2)p 0 0
0 koidsps 0 0 (I—ds)p2 0
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P11 oznaceni

. 0 p) I3
A= (1 — dg)pl 0 0 5
0 (1 — dg)pz 0
0 0 0 0 0 0
Mo = | kiadap: 0 0], Mo = | k2idaps 0 0
0 k12d3pz 0 0 ka1d3p2 0

mizeme model (2.14) zapsat ve tvaru

(1 A M (1)
n 12 n
1) = . ;
(n(2)> (t+1) <M21 A > (n(z)> (t);
matice A popisuje plodnosti a prezivani nemigrujicich jedinctl, matice My a My popisuji
migrace.
V modelu popsaném v pododdilu 2.3.2 bude r = 1, A) = A@) = A Al =2 =0,

11 . 22 __ 12 __ 21 __ 11 . 22 __ 12 _ 21 _
G = 6 = 1, Gy = d2k312, cy = d2k‘21, Cy = 7 = 1-— dg, 3~ = d3k312, 3" = d3k321,

cil = 32 =1 — ds, takze

(00 _ fo 0 _ fs 0
B11—<0 0>, B12—<0 f2>’ Bl3—<0 f3>,
_(p1 O {0 0 (0 0
B21—<0 p1>’ B22—<0 0>, Bz3—<0 0>,
(00 (p2 0 (00
B31—<0 0>7 B32—<0 p2>’ B33—<0 0>,

Ci = 1 0 Co — 1—d2 dgklg Co — 1—d3 d3k12
P70 1) ™27 \dokar 1—-dy)’ 3 \knds 1-—ds

a projekéni matice je tvaru

10 0 0 0 0 0 0 f, 0 f3 0
01 0 0 0 0 0 0 0 fo 0 fs
00 1-— d2 dzk‘lz 0 0 P1 0 0 0 0 0 o
0 0 dgkzl 1— d2 0 0 0 P1 0 0 0 0 -
0 0 0 0 1-— d3 d3k312 0 0 P2 0 0 0
0 0 0 0 d3k21 1-— d3 0 0 0 P2 0 0
0 0 f2 0 f3 0
0 0 0 P 0 f3
| (T —=di)pr  dakiapy 0 0 0 0
| dekapr (1 —do)pa 0 0 0 0
0 0 (1 - d3)p2 d3k12p2 0 0
0 0 d3/€21p2 (1 — d3)p2 0 0

P11 oznaceni

(f 0 (s 0
F2‘<02 fz>’ F3‘<03 f3>’
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P, — ((1 —da)p1  da2kiapi ) P _ ((1 —ds)ps  da2kiapi >
dokoipr (1 —d2)p1)’ dskoipe (1 —d3)p2

mizeme model (2.14) zapsat ve tvaru

ny O F2 F3\ [m
9 (t + 1) =Pt O O N9 (t)
ns 0] P2 0] ns

Matice Fo, resp. F3, vyjadiuje plodnosti druhé, resp. treti, vékové tiidy, matice P, resp. Po,
popisuje pfezivani migrujicich i nemigrujicich jedincti druhé, resp. tieti, vékové tiidy; (P;)e;
je pravdépodobnost spésné migrace jedinci (i + 1)-té vékové t¥idy migrujicich z j-té lokality
na (-tou, tj. v pripadé £ = j pravdépodobnost preziti a setrvani na lokalité. Projekéni matice
modelu je v tomto pripadé blokové Leslieho typu.

Poznamenejme, Ze volba typu strukturovani populace zavedena nékterou z rovnosti (2.6)
v pododdilech 2.3.1 a 2.3.2 neni podstatné, analogické tivahy lze provést pfi jiné volbé struk-
turovani. Priklad ukazuje, Ze pri prvni volbé bude blokova struktura projekéni matice metapo-
pulace takova, ze diagonalni bloky popisuji ,,demografii“ (rozeni a pfezivani), mimodiagonalni
bloky popisuji migrace. Pri druhé volbé ma projekéni matice metapopulace blokovou struk-
turu odpovidajici projekéni matici nemigrujici populace (populace na jedné lokalité).
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Kapitola 3

Modely s konstantni projekéni
matici

3.1 Priklad — populace strukturovana podle plodnosti

Maticovy populaéni model n(t 4+ 1) = An(t) je vlastné vektorova linearni diferen¢ni rovnice
neboli systém linearnich autonomnich diferen¢nich rovnic. Jeji feSeni ukdzeme nejprve na
jednoduchém piikladu — na modelu populace rozdélené na juvenilni a plodné jedince, tj. na
rovnici (1.9), nebo rozepsané do slozek (1.7) a (1.8). Misto podminek (1.6) budeme uvazovat
mirné slabsi podminky

0<O-1S17 0§02S17 0<’YS17 0<S07 (31)

abychom z tvah nevyloudili ,klasické Fibonacciovy kraliky“.
Z rovnice (1.7) vyjadiime

ma(t) = ~(m(t+1) = 11 = () (3.2)
a dosadime do (1.8)
no(t + 1) = o1y (t) + %(m(t +1) — o1 (1 — ) (t).
V rovnici (1.7) dosadime ¢ + 1 za ¢t a déle do ni dosadime z pfedchozi rovnosti:

n(t+2)=oc1(l—vy)ni(t+1)+¢na(t+1) =
= o1(1 =)t + 1) + poryna(t) + o2 (na(t + 1) — o1(1 = y)na(t)) =
= (o1(1 =) + o2)m(t + 1) + (po17 — (1 — 7)o102)n1 (t).

Prvni slozka feSeni systému (1.9) diferenénich rovnic prvniho fadu je tedy fesenim linedrni
diferenc¢ni rovnice druhého radu

nl(t + 2) = (0'1(1 — 'y) + 0'2)77,1(15 + 1) + (Lpal'y — (1 — 7)010'2)77,1(15). (3.3)
Jeji charakteristickou rovnici je kvadraticka rovnice
)\2— (0'1(1—")/)4-0'2))\4-((1—’7)0’10’2—900’1"}/) =0, (3.4)

21
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kterd ma diskriminant
2 2
D= (o1(1=7)+02)" —4((1 = y)o102 — po17) = (01(1 =) — 02)" + 4po17. (3.5)

Vzhledem k predpokladtm (3.1) je D > (01(1 —v)— 02)2 > 0, takze charakteristickd rovnice
(3.4) ma dva realné ruzné kotreny

o1(1—=7)+o2+VvD o1(l—=7v)+0o2—vVD

A= Ao = 3.6
1 5 2 5 (3.6)
Kofeny A1 a Ao zfejmé spliiuji nerovnosti

A > 0, A > ’)\2’, AL — A9 > 0. (3.7)
Poznamenejme, Ze rovnost Ay = |\a], tj. A1 = — A2 nastane pravé tehdy, kdyz o1(1—7) = —o9,

tedy vzhledem k (3.1) pravé tehdy, kdyz oo = 0 a v = 1. Linearni diferen¢ni rovnice druhého
fadu (rekurentni formule) (3.3) mé obecné FeSeni

n1(t) = a\i + bAL.

Konstanty a, b ziskdme z pocatec¢nich podminek. Predpokladejme, ze zndme pocatecni hod-
noty n1(0) a ny(0). Velikost slozek populace nemiize byt zaporné a celkova velikost existujici
populace je kladna, plati

n1(0) >0, ny(0) >0, n1(0)+na(0) > 0. (3.8)

Z rovnosti (3.2) dostaneme n;(1) = o1(1 — 7)n1(0) + ¢n2(0). Zname tedy hodnoty n1(0) a
n1(1), které musi spliiovat rovnosti

n1(0) = a+0b
ni(l) = ai;+ble.

Resenim tohoto systému rovnic pro neznamé parametry a, b je

_ nl(l) - )\2711(0) b— )\1711(0) - ’I’Ll(l)
A1 — A2 ’ A1 — A2 ’

takze
na(t) = n1(1) — Aan1(0) )‘tl n A1n1(0) —ni(1)

)\1—)\2 )\1_)\2

Druhou slozku feseni systému (1.9) dostaneme dosazenim vypocitané prvni slozky do rovnosti
(3.2):

AL,

(’I’Ll(l) — )\2711(0)) ()\1 — 0'1(1 — ’7))
(A — Ag2)
Reseni systému (1.9) tedy je
s (t) = 01(1 = 7)n1(0) + ¢n2(0) — Aana (0)
A1 — Ao
(o1(1 = 9)n1(0) + ¢na(0) — A2n1(0)) (A1 — o1(1 — 7))
(A — A2)

(A1n1(0) = n1(1)) (A2 — o1(1 — 7))

M.
e(A1 — A2) 2

na(t) = M+

A1n1(0) — o1(1 —v)n1(0) — pn2(0)
Al — Ao

A+ AL,

na(t) = A+
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N (M1n1(0) — 01 (1 = 7)n1(0) — ©n2(0)) (A2 — o1 (1 — 7))

(A1 — A2)
kde \; a Ay jsou dany rovnostmi (3.5) a (3.6). ReSeni systému (1.9) Ize také struéné zapsat
ve tvaru

t
)\2,

t
n(t) = aXjw® + B = A <O‘“’(l) +h <¥> w(2)> : (3.9)
1
kde
o (01(1 = 7) = A2)n1(0) + ¢na(0) 5o (M1 = o1(1 = 7)) n1(0) — ¢n2(0)
N Al — Ao ’ N A1 — Ao ’
(1) (2)
wlh © \ A\ —o1(1—7) w® Y \ A2 —o1(1—7)

Pfimym vypoctem muzeme ovérit, ze Ay, A2 jsou vlastnimi hodnotami matice A a vektory
w®, w® jsou piislugné vlastni vektory. Z rovnosti (3.5), (3.6) a nerovnosti (3.1) dostaneme

—01(1 —7) + o9 +\/(02 —o1(1 —7))2 + dpo1y

)‘1_01(1_7): 9 >0’

_al—7) —o +\/(01(1 —7) — 02)” + dpory

o1(1 —7) = Ao 5 > 0.
7, téchto nerovnosti plyne
w >0, wl>0 w0 w?<o (3.10)
Ze druhé z nich spolu s nerovnostmi (3.7) a (3.8) plyne
a>0. (3.11)
Z vyjéadieni feseni (3.9) dostaneme
1 A2\’
—n(t) —aw® =5 (2} w?. 3.12
Xin() ow B<A1>'w ( )

Oznacéme déale

(1) oy wl) o+ u® (22

ot) = n(t) _awy )\'i + pfwy )\é B 1 a b A1
- - 1 2 - t

na(t) awé )Xi + ﬁwé ))\5 wél) i ﬁw(2) <A2>

pomér velikosti slozek populace (danych rovnosti (3.9)) v ¢ase t. Nerovnosti (3.7), (3.10) a
(3.11) ukazuji, ze veli¢ina ¢(t) je definovana korektné.
Necht A; # |A2], tj. o2 > 0 nebo v = 1. Podle nerovnosti (3.7) je A\; > |A2| a tedy

: A\
tllglo <)\_1> =0
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V tomto pripadé je

1

lim (Vn(t) - aw<1>> =0, (3.13)
1

tj. funkce n(t) a aXjw® jsou asymptoticky ekvivalentni, a

L
A ="ay

Pokud navic Ay = 0, coz podle (3.5) a (3.6) nastane pravé tehdy, kdyz o2(1 — ) = ¢, pak

n(t) = aNw® prot=1,2,3,... (3.14)
a
w
q(t) = % prot=1,2,3,....
w
2
Je-li A1 = | A2, tj. A1 = —Ag podle (3.7), pak % = —1, takze
2
wfd + Zu® -1y
q(t) = o a(t+2) =q()
) + L@ -1y
Déle 1
)\—tln(t) —aw® = g(=1)'w®.

Pro velikost vektoru na pravé strané této rovnosti vzhledem k (3.10) plati

|

Velikost vektoru m(t) feSeni rovnice (1.9) tedy v kazdém pfipadé podle rovnosti (3.13), (3.14)
a (3.15) spliluje asymptotickou rovnost

1

A_ﬁn(,ﬁ) —aw®| =3 Hw@)Hl ~3 (wf) — w§2>> . (3.15)

1

In(®)ll, = OA); (3.16)

velikost populace se ,,po dostatecné dlouhém vyvoji chova jako geometrickd posloupnost s kvo-
cientem A{“.

Dosud provedené vypocty muzeme shrnout:

e Matice A v rovnici (1.9) mé dvé realné rtizné vlastni hodnoty Aj, Ay takové, ze

A1 > 0, AL > ‘)\2’

e Vlastni vektor w®) p¥islusny k vlastni hodnoté A\; méa obé slozky kladné.

e Reseni rovnice (1.9) je dano formuli (3.9). Piitom w® a w® jsou vlastni vektory
prislusné k vlastnim hodnotam A; a Ao matice A, parametry a > 0 a [ zavisi na
pocétecnich podminkéach n4(0), n2(0).
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e Reseni n(t) rovnice (1.9) je asymptoticky ekvivalentni s geometrickou posloupnosti
s kvocientem \;p.

e Pokud A\ > |\2|, pak pomér slozek vektoru feseni n(t) konverguje k poméru slozek
vlastniho vektoru w™®) p¥islusného k vlastni hodnoté A;.
Pokud A\; = —\g, pak pomér slozek vektoru Feseni n(t) se periodicky méni, perioda je
rovna 2.

Kladna vlastni hodnota A\; matice A (dominantni vlastni hodnota) tedy pfedstavuje
rtstovy koeficient populace. V ptipadé populace iteroparni (oo > 0) nebo populace se zpozdé-
nym dospivanim (v < 1) se pomér velikosti jednotlivych t¥id v pribéhu vyvoje ustéli; slozky
normovaného vlastniho vektoru prislusného k dominantni vlastni hodnoté, tj. vektoru

IO € I SR C)
™), wi + wV

w(

predstavuji relativni zastoupeni jednotlivych t¥id, tedy stabilizovanou strukturu populace.

Vysledky lze také ilustrovat nékolika konkrétnimi p¥ipady. Za jednotku ¢asu (délku pro-
jekéniho intervalu) zvolime dobu potfebnou k ,,vyprodukovani“ jednoho potomka. Bude tedy
¢ = 1. Za pocéateéni hodnoty zvolime n;(0) = 0, n2(0) = 1, tedy stejné jako v piipadé
Fibonacciovych kralikti 1.1 zacindme s jednim plodnym parem. Plati tedy

j— 1 j—
=5 =

«

—p

a feseni je tvaru

1
ni(t) = N (AL —X%),
1

na(t) = PV ()\i()\l —o1(1 —’Y)) . )\';()\2 —oi(1 —’Y))) )

kde
o1(1 —7) + oy £VD
5 )
Vysledky pro nékolik zvolenych hodnot parametri jsou shrnuty v tabulce 3.1. Vidime, ze
celkova velikost populace muze neomezené rist, klesat k nule (populace vymira), konvergovat
k néjaké hodnoté, pripadné této hodnoty bezprostiedné dosdhnout. V piipadé, ze populace
neni semelparni s bezprostfednim dospivanim, struktura populace (relativni zastoupeni jed-
notlivych slozek) konverguje k néjaké hodnoté; k této hodnoté struktura konverguje mono-
tonné nebo s tlumenymi oscilacemi, pripadné ji dosahne hned v prvnim ¢asovém kroku.

Ao = D= (01(1 —-v) - 02)2 + 4o17.

3.2 Perronova-Frobeniova teorie

Vsechny matice v tomto oddilu budou typu n x n, vSechny vektory budou n-rozmérné. Pro
matici A a vektor v,

all a2 ... A1p V1
a1 a99 . aon (%)

anl1 AaAn2 ... Apn Un
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Tabulka 3.1: Specialni ptipady modelu (1.9) a jejich FeSeni. Ve vSech modelech jsou pocate¢ni
podminky n;(0) = 0, n2(0) = 1 a plodnost ¢ = 1. Graf nalevo zobrazuje prubéh velikosti
slozek populace; velikost skupiny juvenilnich jedinct n; je vyznacena zelené, velikost sku-
piny plodnych jedinct ny je vyznacena cervené. Graf napravo zobrazuje vyvoj relativniho
zastoupeni jednotlivych slozek populace; juvenilni zelené, plodna cervené.
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budeme pouzivat oznaceni (A);; = ai;j, (v); = v;. Symbol |A|, resp. |v|, bude oznacovat
matici, jejiz slozky jsou (|A|)i; = |ai;|, resp. vektor, jehoz slozky jsou (|v|); = |v;|. Déle
budeme zapisovat
A>c ... (Yi,j)ai > c,
v>c ... (Yi)vy; > ¢
A>B ... (Yi,j)aij > bij, tj. (Vi,7)(A)ij > (B)ij,
> . (Vi)v; > wy, tj. (Vi) (v); > (w);

a podobné.
Symbol | bude oznacovat jednotkovou matici. Pro matici A a vektor v dale klademe

V1 0 0

0 vy ... 0
kerA={w: Aw =0}, diagv=|. " |, |v|=

0O 0 ... v,

ker A je zfejmé vektorovy prostor dimenze nejvyse n, tj. dimker A < n, ||v|| je eukleidovska
norma vektoru v.

Definice 1. Matice A se nazyva nezdpornd, je-li A > 0 a nazyva se kladnd, je-li A > 0.
Definice 2. Nezaporna matice A se nazyva
— primitivni, pokud (Ik € N)AF > 0,

— imprimitivng, pokud neni primitivni, tj. (Vk € N)(3i, ) (Ak)l.j =0,
— reducibilni, pokud (37, j)(Vk € N) (Ak)ij =0,
— dreducibilni, pokud neni reducibilni, tj. (v, j)(3k € N) (Ak)l.j > 0.

Poznamka 1. Primo z definice plyne, Ze kazda primitivni matice je ireducibilni a kazda re-
ducibilni matice je imprimitivni. TTidu nezapornych matic lze tedy rozlozit na tii disjunktni
Casti: matice reducibilni, matice primitivni a matice soucasné ireducibilni a imprimitivni.

Tvrzeni 1. Je-li A> 0 a v > w pak Av > Aw.
Je-li A >0, v > w aexistuje i € {1,2,...,n} takové, ze v; > w; pak Av > Aw.
n n
Diikaz. Plyne bezprostfedné z vyjadieni (Av), = Y arjv;, > apjw; = (Aw),. O
j=1 j=1
Tvrzeni 2. Je-li A > 0, v vlastni vektor matice A pFislusny k vlastni hodnoté A a v > 0, pak
v>0al\>0.

Dikaz. Ponévadz v je vlastnim vektorem, je v # 0 a tedy existuje i € {1,2,...,n} takovy
index, ze v; > 0. Podle druhé ¢asti tvrzeni 1 je A\v = Av > A0 = 0. To znamend, Ze pro kazdy
index j je Av; > 0. Zejména tedy Av; > 0, z cehoz plyne, Ze A > 0, nebot v; > 0. Dale pro
libovolny index j je v; > 0, nebot Av; > 0. O

Tvrzeni 3. Je-li A > 0 primitivni a v > 0 jeji vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté A,
pak v > 0, A > 0.
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Dikaz. 7 tvrzeni 1 plyne, ze Av = Av > 0, takze A > 0. Ponévadz A je primitivni, existuje
k € N takové, ze AF > 0.

Ponévadz Av = v, je také AFv = AF"1Ap = AF1(\v) = AAF 1y = ... = \fv. Tvrzeni 2
nyni implikuje v > 0 a AF > 0, takze \ # 0. U

Tvrzeni 4. Nechf matice A spliuje predpoklady
(i) A>0, A#O0;

(ii) existuje &islo A € R a vektor u tak, ze ATu = \u, u > 0 (vektor u je vlastni vektor
matice AT p¥islusny k vlastni hodnoté ), ktery ma vSechny slozky kladné);

(iii) existuje ¢islo p € R a vektor v tak, ze Av = pv, v > 0, v # 0 (vektor v je vlastni vektor
matice A prislusny k vlastni hodnoté pu, ktery ma vSechny slozky nezaporné a alespon
jednu kladnou).

Pak = A
Dikaz. Plati

Mo = (ATu)T'U =uAv=u'pv = pu'v.
Z kladnosti vektoru w a z nezdpornosti a nenulovosti vektoru v plyne uw'v > 0. Vyraz u'v
lze tedy v posledni rovnosti vykratit, takze \ = p. O

Tvrzeni 5. Necht A > 0 spliiuje predpoklady (ii) a (iii) tvrzeni 4 (z nerovnosti A > 0 plyne
i splnéni predpokladu (i)) a symboly A(= u), v maji stejny vyznam jako v tvrzeni 4. Je-li
w vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté A, pak existuje ¢islo @ € R takové, zZe
w = av, tj. dim (ker(A — Al)) = 1.

Diikaz. Bud v vektor z tvrzeni 2. Pak je v > 0 a A > 0. Polozme

W w;
a:min{—]:j:1,2,...,n}, i takovy index, ze o = —.
Vj Vi
P ‘ . Wi _ wj
Pro kazdy index j tedy plati « = — < —. Odtud plyne
Vi vy
w; —av; >0, w; —av; =0, (3.17)

takze w — av > 0.
Dale plati
A(w — av) = \w — alv = A\w — av).

To znamend, ze vektor w — aw je bud vlastnim vektorem p¥islusnym k vlastni hodnoté A,
nebo plati w — av = 0. Nezdporny vlastni vektor je podle tvrzeni 2 kladny a podle (3.17) ma
vektor w — awv alespon jednu slozku nulovou, nemtze tedy byt vlastnim vektorem. Nastava
tedy druha z vylucujicich se moznosti, w — av = o. U

Tvrzeni 6. Necht A > 0, w je vlastni vektor prislusny k vlastni hodnoté A. Pak
n n n
(Alwl), = alw;l =D lagw;| > | awj| = [(Aw)i| = [(Aw)| = |Al[w],  (3.18)
j=1 j=1 j=1

. Alw| > (Al [w].
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Dikaz. Nerovnost je trojuhelnikova. U

Tvrzeni 7. Necht A > 0. Pak mnoZina

Sa = {c >0: (Hv(c)) v© > 0| = 1, Av(©) > cv(c)}
je neprazdna a shora omezena.
Diikaz. Bud v(© libovolny nezdporny vektor takovy, e H’U(O)H = 1. Podle tvrzeni 1 je

Av©® > A0 =0 =00,

takze 0 € Sa, Sa # 0.
Bud ¢ € Sa a v(© prislusny vektor, ktery existuje podle definice mnoziny Sa. Necht i je
takovy index, ze UZ(C) = max {vgc),véc), .. (C)} Pak je v( 9>0a

n
cvgc) < <Av(c)>i = Zaij < Za” < ) max Zal] 1=1,2,...,np,
j=1

7j=1

tedy

¢ < max Zalj: [=1,2,...,n
j=1

a ¢ je horni zavora mnoziny Sa. U

Tvrzeni 8. Necht A > 0, Sp je mnozina zavedené v tvrzeni 7 a A\ = sup Sa. Pak pro kazdy
vektor w plati Alw| < A\j|w|.

Diikaz. Nulovy vektor spliiuje uvedenou nerovnost trividlné. Pripustme, Ze existuje nenulovy
vektor w spliiujici nerovnost Alw| > A;|w| a poloZme

1
£ = min {m((N’tz = Awi]) ¢ Jwi| > 0} .

Pakjee >0a
elwi| < (Alwl]); — Ai|lw;| pro kazdy index 1,
A1 +e) fwi] < (Alwl);,
(M +o)|w| < Alw|.
Polozime-li
(ite) _ 1

dostaneme, ze v(*11¢) >0, Hv()‘lJre)H =1la

AV = LA > Hl (M + &) [w| = (A +e)p+),

takze \; + ¢ € Sa, coz je ve sporu s definici suprema. O
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Tvrzeni 9. Necht A > 0. Pro kaZzdou jeji vlastni hodnotu A plati [A| < A; = sup Sa.

Diikaz. Bud X vlastni hodnota matice A a w piislusny vlastni vektor. Podle tvrzeni 6 a 8
je [M|w] < Alw| < Aj|w|. Ponévadz w jakozto vlastni vektor je nenulovy, existuje index 4
takovy, ze w; > 0. Z predchozi nerovnosti nyni dostaneme |A|w; < A\jw; a z toho dale plyne,

Tvrzeni 10. Necht A > 0 a A\; = sup Sa. Pak A\; > 0, \; je vlastni hodnotou matice A a
prislusny vlastni vektor v > 0.

Dikaz. Nejprve ukdzeme, ze mnozina M = {v : v > 0,||v|| = 1} je kompaktni: Z trojihelni-
kové nerovnosti pro normu plyne, ze pro vektory v v® e M plati

=] <o o <11 -2

takZe mnozina M je ohranicena.
Bud {w(k)}zozl C M posloupnost vektort konvergujici k vektoru v v prostoru R" s met-
rikou urcenou euklidovskou normou, tj. pro kazdy index ¢ plati

n

lim Z <w§k) — v@'>2 =0, neboli lim w(k) = ;.

k—o0 k—o0 i

Ponévadz w®) >0, je také v; > 0, tj. v > 0. Z toho, Ze zobrazeni F' : R” — R dané predpisem

i
F(u) = ||u| je spojité, plyne podle Heineovy podminky F < lim w(k)> = lim F (w®), tj.
k—r00 k—r00
lv|| = klim Hw(k)H = 1. Celkem tedy dostavame, ze v € M. Mnozina M s konvergentni
—00

posloupnosti obsahuje i jeji limitu, takze tato mnozina je také uzaviena.
Hodnota \; = sup S je limitou posloupnosti ¢isel z mnoziny Sa, tj. existuje posloupnost
{ck}req € Sa takova, ze klim cr = A1. K &sltim ¢, € Sa existuji vektory v(¢) takové, ze
— 00

o) > 0, H,,,(cw

=1 (3.19)

Av() > cpolr), (3.20)
Relace (3.19) tikaji, Ze vSechny vektory v() jsou prvky mnoziny M. Z jeji kompaktnosti
o0
plyne, Ze existuje posloupnost {'U(c’“l)}l ) vybrana z posloupnosti vektort {’U(C’“)}Zozl takova,

e lim v(®*) = v e M. Z prvni relace (3.19) déale plyne v > 0, tj. |v| = v.

l—o00
Z (3.20) plyne
Av k) > Ckl’U(ck’)-

Ponévadz linedrni zobrazeni je spojité, dostaneme limitnim pfechodem [ — oo z posledni
nerovnosti nerovnost
Av > \v.

7 ni s vyuzitim tvrzeni 8 dostaneme Av = A\jv, coz znamena, ze v je vlastni vektor ptislusny
k vlastni hodnoté \;. O
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Tvrzeni 11. Necht A > 0 je primitivni. Pak existuje vlastni hodnota A\; > 0 matice A takova,
ze prislusny vlastni vektor v > 0, dim (ker(A — )ql)) = 1 a pro kazdou vlastni hodnotu A # A;
matice A plati Ay > |A|.

Dikaz. Polozime A; = sup Sa, kde Sa je mnozina zavedena v tvrzeni 7. Podle tvrzeni 10 je
A1 vlastni hodnotou matice A a prislusny vlastni vektor v > 0. Podle tvrzeni 3 je A\; > 0 a
v > 0.

Matice AT je také primitivni. Stejnou ivahou ukazeme, ze existuje A > 0 vlastni hodnota
matice AT a piislusny vlastni vektor w > 0. Z tvrzeni 4 dostaneme rovnost A = Ap.

Ponévadz matice A je primitivni, existuje k& € N takové, ze A¥ > 0. Uvahy lze zopakovat
pro matici A* a jeji vlastni hodnoty )\’f. Tim se ukaze, 7e matice A* spliiuje predpoklady
tvrzeni 5. Jsou-li nyni v a v dva vlastni vektory matice A piislusné k vlastni hodnoté Ay,
plati

AFp) = )\’f'v(l), AFp2) = )\’f'v(2),

takze podle tvrzeni 5 je vektor v(®) nasobkem vektoru v, tj. dim (ker(A —X\l)) = 1.

Podle tvrzeni 9 nemé matice A vlastni hodnoty s absolutni hodnotou vétsi nez A;. Bud
A vlastni hodnota matice A takova, ze |A\| = A1 a w pfislusny vlastni vektor. Z tvrzeni 6
dostaneme A|w| > |A| Jw| = A\1|w|, z ¢ehoz podle tvrzeni 8 plyne

Alw| = M\ |wl. (3.21)

To znamend, 7e |w| € ker (A — )ql), takze podle jiz dokdzaného, je vektor |w| nasobkem
vektoru v a ponévadz v > 0, je také
[w| > 0. (3.22)

Dale pro libovolny index i plati

Alwi| = (Alw]), = aijlwi| = Y agw;| = [(Aw),| = [Mwi| = (A Jwi] = Ax|wl.
j=1 i=1

V trojuhelnikové nerovnosti tedy nastava rovnost, coz znamend, ze argumenty vSech scitanci
jsou stejné, arg (aij\wj]) = arga;;w; pro vSechny indexy j. Protoze a;; € R, a;; > 0, tj.
arg (aij|wj|) = 0, je také arga;;w; = 0, tj. w; € R a w; > 0. Déle |w;| = wj, |lw| = w.
Vzhledem k (3.22) je w; > 0. Nyni s vyuzitim (3.21) dostaneme

)\’U)j == ()\w)] == (A’w)] == (A|’w|)] == ()\1|'w|)J == (Alw)j == )\11&1]',
takze A = Aq. O

Tvrzeni 12. Necht A > 0, A1, A jsou jeji vlastni hodnoty takové, ze \; = sup Sa a |A\| = A1,
arg A = ¢, tj. A = e¥\;. Pak existuji éisla ¥1,0,...,9, € R, Ze A = ¢?DAD™!, kde D =
diag (ewl,ew?, . ,ew”).

Diikaz. Necht w je vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté A, tj. Aw = Aw. Podle tvrzeni 6
a 8 je Ai|w| = |\ |w] < Alw| < A\|w|, takze

Alw| = Aflwl. (3.23)
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Polozme w
Arg —k7 Wi 7é 07
Y = ’wk“
0, wy, = 0,
tj. e'r = ’w_k" pokud wy, # 0. Pak e!”*|wy| = wy, pro kazdy index k, Djw| = w a dale
Wi
AD|w| = Aw = \w = e’ \jw = e \;D|w],
tedy
e¥\Djw| = AD|w|,
e¥\|lw| = D 'AD|w)|

a s vyuzitim (3.23) Alw| = e ¥D~!AD|w|. Polozme C = e '*D~!AD. Pak Alw| = Clw|.
Ponévadz Alw| > 0, je také Clw| > 0, tedy Clw| = |C|w]||. Celkem s vyuzitim trojihelnikové
nerovnosti dostaneme

Alw| = Clw| = |Clw|| < [C[|w] = AJw].
V trojuhelnikové nerovnosti nastava rovnost

n

n
Seylwil| =3 Jeyl wyl,  1=1,2,....m,
j=1

Jj=1
coz znamena, ze c;j|wj| a |c ] Jw;| maji stejné argumenty, tedy ¢;; € R, ¢;j > 0, |C| = C.
Dale ¢;j = e e Wig;eli, tj. |c;j| = |aij| = aij, A =|C| = C = e ¥D LAD a odtud plyne
tvrzeni. 0

Tvrzeni 13. Necht A > 0, A\; = supSa, Aa,..., Ag jsou vSechny jeji rizné vlastni hodnoty
takové, ze \1 = |Xo| = [A3] = -+ = [\g], 0 = ArgA; < Argly < -+ < Arg)y. Pak
Aj = e2mU=D/d); a dim (ker(A — A1) = dim (ker(A — \;1)), 5 = 1,2,....d.

Diikaz. Oznaéme ¢; = Arg \j, tj. A\j = %)y, j = 1,2,...,d. Nejprve si viimneme nékolika
jednoduchych fakt:

(i) Z tvrzeni 12 plyne, ze k vlastni hodnoté \; existuje regularni diagonalni matice D;
takova, ze A = e¥/D;AD; .

(ii) Matice A a DjADj_1 maji stejné vlastni hodnoty. Je-li totiz A vlastni hodnotou matice
A pak matice S = A — Al je singularni a tedy také matice D]‘SD;1 = DjAD;1 — Al je
singularni, coz znamend, ze A je také vlastni hodnotou matice DjADjfl. Podobné na-

hlédneme, ze libovolna vlastni hodnota matice DjADj_1 je také vlastni hodnotou matice
A.

(iii) A je vlastni hodnotou matice A pravé tehdy, kdyz e ¥\ je vlastni hodnotou matice
e ¥ A, nebof matice A — Al a e 7% (A — \l) = e %A — e~1%i Al jsou soucasné singularni
nebo regularni.

(iv) Je-li A\; vlastni hodnotou matice A, pak )\_] je také vlastni hodnotou matice A, nebot
matice A je realna. Odtud dale plyne, ze A\; = A\, pro néjaké k € {1,2,...,d}, tj.
@ + @i = 21, nebot A1, Ag, ..., Aq jsou vSechny vlastni hodnoty stejného modulu.
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Je-li d = 1, je tvrzeni trividlni. Je-li d = 2, pak Ay € R — kdyby totiz A2 méla nenulovou
imaginarni ¢ast, pak by také Ao byla vlastni hodnotou riiznou od Ag i A1, coz by bylo ve sporu
s predpokladem, ze A1, A2 jsou vSechny vlastni hodnoty stejného modulu. To znamené, ze
P2 =T.

Bud d > 2. Je-li A3 je vlastni hodnotou matice A, pak podle (iii) je e '¥2)\3 vlastni
hodnotou matice e '¥2A, takze podle (i) je také vlastni hodnotou matice e~i¥2¢i¥2 D2AD271 =
D2ADS 1 Nyni podle (ii) je e ¥2)\3 vlastni hodnotou matice A, coz znamend, Ze existuje
ke{l,2,...,d}, z

)\k = e_w? )\37
ek = e 'P2e¥B )\,
elPk  —  llpz—w2) ’
Pe = @3 — P2,

nebot ¢y € [0,27). To znamend, Ze ¢ € (0, ¢3). To je vSak mozné jen tak, ze ¢ = p2, k = 2
a tedy A3 = e'?2)\y. Analogicky lze ukéazat, ze

)\4 = el“”)\g, )\5 = el“”)\4, ey )\d = 61802)\d717 )\1 = er)\d.

Odtud plyne, ze vlastni hodnoty A1, As, ..., Ay jsou vrcholy pravidelného d-tihelniku se stie-
dem 0 v komplexni roving, tedy ¢o = 27/d.
Bud nyni j € {2,3,...,d} libovolny index. Z rovnosti

Av = \jv
plyne rovnost
A (e“"f'v) = \jv.

Jsou-li tedy oW v@ . v® linedrns nezavislé vlastni vektory matice A pfislusné k vlastni
hodnoté A, pak e%iv™) ¢%iv®@) . e?iv®d jsou vlastni vektory matice A piislugné k vlastni
hodnoté \;, které jsou linearné nezavislé. To znamena, Ze

dim (ker(A — A1) < dim (ker(A — A;1)).

Analogicky z toho, Ze rovnost Aw = A\jw implikuje rovnost A (e*i*"j w) = Mw, odvodime
nerovnost dim (ker(A — A;1)) < dim (ker(A — A\1l)). Celkem tedy dostaneme, Ze plati rovnost
dim (ker(A — Al)) = dim (ker(A — X;1)). O

Tvrzeni 14. Je-li A > 0 ireducibilni, pak A; = sup Sp > 0, pfislusny vlastni vektor v > 0 a

dim (ker(A — M) = 1.

Drikaz. Nejprve ukdzeme, ze ireducibilni nezdporna matice A nemé nulovy sloupec: Pripustme,
ze existuje index j takovy, Ze a;; = 0 pro vSechna i = 1,2,...,n. Pak pro libovolné m € N je

n

(Am)jj - (Am_lA)jj = Z(Am_l)jkakj =0,
k=1

coz je spor s ireducibilitou.
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Polozme
- 1
c=mind > a;:i=12...,np, v9=—(11..,17
j=1 vn
Pake>0a
1 & 1
(AU(C))Z- :ﬁ;aij Zﬁc = C(U(C))i7

tedy Av(© > cv(©) takze ¢ € Sp. Odtud plyne A\; = sup Sa > ¢ > 0.
Ponévadz matice A je ireducibilni, ke kazdé dvojici indexti ¢, j existuje ¢islo x;; takové, Ze
(A’“j)ij > 0. Polozme m = max{x;j: i =1,...,n,j=1,...,n,i# j}. Pak

m
m .
(I+A)m:I+Z<],>AJ >0,
7j=1
a pro libovolny vlastni vektor v matice A piislusny k vlastni hodnoté \; plati

(I+A)"v =

= |1+ A Jv=v+ (,)AJ =1+ (.)AJ = (1+ M),
;(g) V=" jz; ; v Z ; 1]l v=( 1)

Jj=1

tedy v je soucasné nezaporny vlastni vektor kladné matice (I4+A)™

(1 4+ A1)™. Podle tvrzeni 2 je v > 0 a tedy
dim (ker(A — M) > 1.

prislusny k vlastni hodnoté

7 uvedeného vypoctu dale plyne, Ze
ker (A — Ml) Cker ((14+A)™ — (14 X)™).
Prostor na pravé strané inkluze je podle tvrzeni 5 jednodimenzionalni a tedy
dim (ker (A — \1)) < 1.
O

Véta 1. Bud A nezdpornd matice. Pak existuje jeji vlastni hodnota A1 € R takova, Ze A1 > |\
pro kaZdou vlastni hodnotu A matice A, a existuje nezdporny vlastni vektor v prislusny k vlastni
hodnoté A\q.

Je-li navic matice A primitivnt, pak Ay > |\| pro libovolnou vlastni hodnotu \ # A1 matice
A, prislusny vlastni vektor v > 0 a ker(A — M\l) je jednodimenziondlni.

Je-li navic matice A ireducibilni a imprimitivni, pak A1 > 0, prislusny vlastni vektor

v > 0 a existuji vlastni hodnoty A2, A3, ..., A\g takove, Ze \j = e2mi=1/d), ¢ ker(A — \l) je
jednodimenziondlni, j =1,2,...,d.
Dikaz. Prvni ¢ast je tvrzeni 10, druhé c¢ést je tvrzeni 11, tieti ¢ast je tvrzeni 13 a 14. U

Pozndmka 2. Cislo d z t¥eti ¢asti véty 1 je vétsi nez 1. Tato vlastnost vSak nebyla dokézana.

Klasifikace nezapornych matic a odpovidajici vlastnosti vlastnich hodnot a vlastnich vek-
tord jsou shrnuty v obrazku 3.1.
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Nezaporna
A>0
A ER
Primitivni Imprimitivni
C (AL —
(3O AL >0 (V0) (3i,5) (A%),;, =0
AL > | Ag]y w® >0
Ireducibilni
Reducibilni

(Vi,5) (3¢) (AY),. >0
(3i,) (V0) (A?); =0 ’

A >0, w® >0

A >0, w® >0

(Fd) N\j = \e2m0-D/d =12 ... d

Obrazek 3.1: Klasifikace nezapornych matic a charakterizace jejich vlastnich hodnot a vlast-
nich vektord. Vlasti hodnoty Aq,...,\, matice A jsou usporadané tak, ze |[Ai| > |-+ > |A\,],
w® oznacuje vlastni vektor piislusny k vlastni hodnoté A;.

3.3 Reseni projekcéni rovnice

Budeme resit projekéni rovnici

n(t+1) = An(t) (3.24)

s konstantni projekéni matici A typu k x k. Pfredpokladejme, Ze zname pocatecni strukturu
populace n(0). Pak plati

atd. Obecné n(t) = AA""In(0) a tedy

n(t) = A'n(0). (3.25)
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Piimym dosazenim do rovnice (3.24) se lze presvédéit, ze n(t) dané rovnosti (3.25) je skute¢né
feSenim projekéni rovnice (3.24).

Déle budeme piedpokladat, ze matice A v rovnici (3.24) ma k riznych vlastnich hodnot.
Z hlediska aplikaci tento predpoklad neni omezujici. Aby totiz matice A méla nasobnou vlastni
hodnotu, musi jeji prvky splnovat urc¢itou rovnost. Jinak feceno, mnozina vsSech matic typu
k x k majicich ndsobné vlastni hodnoty tvoii varietu dimenze mensi nez k% v prostoru RkQ;
ponévadz k?-rozmérna mira takové variety je nulova, je (geometricka) pravdépodobnost jevu,
Ze matice A bude mit nasobné vlastni hodnoty, také nulova.

Necht rizné vlastni hodnoty A1, Ao, ..., \x projekéni matice A jsou usporadany tak, ze

IA1] > A2 > - > Akl

ponévadz matice A je nezadporné plati A\; € R, A\; > 0, a tedy |[A1| = 1. Oznaéme w) vlastni

vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté A;, j = 1,2,... k. Z pfedpokladané riznosti
vlastnich hodnot plyne, ze vektory w®, w®, ... w® tvori bazi prostoru R¥. Existuji tedy
konstanty ¢y, co, ..., c; takové, ze

n(0) = crw® 4+ cow® + o 4 cpw®).

Dosazenim tohoto vyjadfeni do rovnosti (3.25) dostaneme

k k k
n(t) = A'n(0) = Y _Alwl = "¢, AT AW =3 "¢ ATl =
j=1 j=1 j=1
k k k .
= AT AW ZCJAA 2w =3 " AT = =) T ealw)
j=1 j=1 j=1

Dostévame tedy feseni rovnice (3.24) ve tvaru

k“ .

t)=> cXw?. (3.26)

j=1

Polozme nyni

W — (w(l),w(2), . ,'w(k)> ;

A 0 ... 0
. 0 X ... 0

A= dlag()\l,)\g, .. ,)\k) = (62])‘]) = . . . . 3
0 0 ... X

W je matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A, A je diagonalni matice s vlastnimi
hodnotami matice A na diagonale. Pak plati

(AW),; = <Aw(j))i _ <Ajw(j)>,~ — N,

(2

k
(WA); = Do = A,
=1
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a tedy
AW = WA. (3.27)

Ponévadz sloupce matice W tvoii bazi prostoru R”, jsou linearné nezavislé a tedy matice W
je regulérni. Z predchozi rovnosti proto dostaneme

A=WAW !, (3.28)
dale W—'A = AW~! a po transpozici
ATwal — WT*l/\,
symbol WT—! oznacuje matici (W*I)T = (WT)fl. Porovnanim s rovnosti (3.27) vidime, ze

sloupce matice WP~ jsou vlastni vektory transponované matice AT, kterd méa stejné vlastni
hodnoty jako ptivodni matice A. Je-li tedy WT—1 = (v(l), DI ,v(k)), pak

ATl — )\j,v(j)’
neboli

T

I

oA = )\j,v(j)
jinak feceno, fadky matice W1 jsou transponované levé vlastni vektory matice A. Plati tedy
OLIKG) 8-

Ozna¢me nyni ¢ = W~!n(0). Vyjadfeni matice A ve tvaru (3.28) nyni dosadime do feSeni
(3.25) rovnice (3.24):

n(t) = A'n(0) = (WAW™)" n(0) = WAW'WAW ! ... WAW ' (0) = WA'W 1 (0) =

Aﬁ 2 e 0 C1

—wie = (w0, w®, . w®) | § O D] 2
0o 0 ... )\Z Cr.
Aﬁcl

1) (2 oY | A2e2 SR
- <w< ) w®, . w >) =3 e,
1

A ”
kCk

Dostavame tedy stejné vyjadieni feseni rovnice (3.24) jako bylo v rovnosti (3.26). Navic ale

AT
vidime, Ze pro konstanty ci,ca,...,c; plati ¢; = o) n(0), 7 = 1,2,..., k. Provedené tivahy
lze shrnout do véty:

Véta 2. Necht nezapornd matice A ma rizné vlastni hodnoty A1, A2, ..., A\ takové, Ze
AL > x| > > .

Oznacme w9 | resp. v, (pravy) vlastni vektor, resp levy vlastni vektor, matice A prislusny
X . N L. NT

k vlastni hodnoté \;, j = 1,2,... k. Necht vektory 0@, w) jsou takové, ze v wl) = i

Pak tesent projekcnd rovnice (3.24) je tvaru

k
n(t) = ch)\ﬁw(j), (3.29)
j=1

kde ¢; = 'v(j)Tn(O).
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Poznamenejme, ze z predpokladu riznosti vlastnich hodnot plyne, ze \; > 0. V opacném
ptipadé by totiz bylo |A2| = |A3| = -+ = [A\g| = 0. Pro ireducibilni matici A podle Perronovy-
Frobeniovy véty (aplikované na matici AT) plati pro ireducibilni matici A nerovnost v() >
0. M&-li tedy pocateéni struktura populace n(0) v takovém pfipadé alespon jednu slozku
nenulovou (tj. je-li populace na zacatku sledovani p¥itomna), pak je ¢; = v(l)Tn(O) > 0.

Rekneme, Ze rovnice (3.24) je ergodickd, pokud priibéh jejiho feseni v okoli nekone¢na (t;.
pro dostate¢né velké ¢) nezavisi na poc¢ateéni podmince n(0). Populaci, jejiz vyvoj je popsan
ergodickou rovnici, nazveme také ergodickou.

3.3.1 Matice A ireducibilni a primitivni

Reseni (3.29) projekéni rovnice (3.24) piepiSeme na tvar

k t
Aj ;
n(t) = A [ qw® + ch <>\—i> w!)

J=2

V tomto ptipadé je podle Perronovy-Frobeniovy véty A\ > |[A;| pro j =2,3,...,k a tedy

k t
1 by .
i il _ M) = .t 25 () —
thm <X§n<t> cw ) E <c] thm <A1> ) w o.

Jj=2

Reseni n(t) projekéni rovnice (3.24) s ireducibilni a primitivni matici A je tedy pro libovolnou
pocateéni hodnotu n(0) asymptoticky ekvivalentni s funkci cl)\tl'w(l). To znamena, Ze pro
dostateéné velké ¢ nezavisle na pocatecni strukture n(0) populace (pokud je alespon jedna
jeji slozka na zac¢atku nenulova) roste velikost populace exponencialné a relativni zastoupeni
jejich jednotlivych slozek je timérné slozkam kladného vlastniho vektoru w® piislusného
k dominantni vlastni hodnoté \;. Populace s primitivni projekéni matici A je tedy ergodicka.

Dominantni vlastni hodnotu A; matice A lze interpretovat jako Malthusovsky koeficient
ristu. Pokud tedy A; > 1, populace roste, pokud A; < 1, populace vymira.

3.3.2 Matice A ireducibilni a imprimitivni

Podle Perronovy-Frobeniovy véty je v tomto pripadé Ay > 0 a existuje prirozené cislo d
takové, ze 1 < d < k, \; = \e?"U~D/d pro j =1,2,...,d a A\ > [\gy1] pokud d < k. P¥itom
dim (ker(A — A;1)) =1 pro j = 1,2,...,d. Refeni (3.29) rovnice (3.24) prepiSeme na tvar

d k t
il , by ,
n(t) =\ E :Cje2 (G=D)t/d gy (5) 4 E: ¢ (}\_i> w? |
Jj=1 Jj=d+1

p—1

pii zapisu pouzivame konvenci ) v; = 0. Plati tedy
J=p

d k ¢

(L 2mi(—1)t/d, () | — i (N G) —

tlgglo >‘t1n(t) - g 1c]e w = E c; tlgglo N wV’ = o. (3.30)
]:

j=d+1
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Vidime, Ze feSeni n(t) projekéni rovnice (3.24) s ireducibilni a imprimitivni matici A je tedy
pro libovolnou poc¢atecéni hodnotu n(0) asymptoticky ekvivalentni s funkei ! s(), kde

d
j=1

je d-periodicka funkce.
Necht j je index takovy, ze 1 < j < %(d +1). Pak d — j + 2 < d a pro vlastni hodnotu
)\d,jJrQ plati

Ad—jio = Ape2mi(d—i+D/d — N (2mig=2mi(j—1)/d _ \ —2mi(j—1)/d _ N,
tj. vlastni hodnoty A; a Ag_;i2 jsou komplexné sdruzené. Matice A je redlnd a proto pro

vlastni vektor w®) piislusny k vlastni hodnoté A; plati

Vektor w() je tedy vlastnim vektorem matice A piislusnym k vlastni hodnoté Ad—j+2. Poné-
vadz dim (ker(A — Aq_j42l)) = 1, existuje konstanta a; takové, ze w7+ = q;w0). Po-
dobné lze ukazat, ze existuje konstanta f; takovd, ze pro levé vlastni vektory vl g pld=it+2)

plati v(=7+2) = 3,5(). Déle plati

1= v(d_j+2)Tw(d_j+2) = ﬁjmTajw(j) = ajﬁj'u(j)-rw(j) = O‘jﬁj-

Ponévadz poéateéni struktura populace n(0) je redlny vektor, plati

a2 = 0 n(0) = 50 n(0) = B00) T n(0) = 55
a déale

cjezm(jq)t/dw(j) 4 cd7j+2e27ri(d7j+1)t/dw(dfj+2) _

_ ¢ 2mU D) 4 g gm0 —

= Cje%ri(j—l)t/dw(j) + ¢;e2mU -1t/ dqy (i) = 2R (cje%i(j—l)t/dw(j)) :

symbol R oznacuje realnou ¢ast komplexniho éisla (vektoru).

d
Je-li ¢islo d sudé, pak pro j = 3 + 1 plati

W2mi(-1)t/d _ mit _ 1
cje =cay 0" =cd 1)

s

Polozme nyni
d ’
r(t) = (—1)tc%+1w(2+1), d sudé,
o, d liché.

Poznamenejme, ze fealné vlastni hodnoté Aa  ; matice A odpovida realny levy i pravy vlastni
2

d—1
vektor. Proto je funkce r redlnd. Dale plati Y r(t+1) = 0.
=0
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Vektorovou funkeci

271'1 (j-1) t/dw(])

HM&

nyni prepiSeme na tvar

(]

s(t) = crw® + <Cj627ri(j71)t/d,w(j) + Cd_j+2€27ri(dfj+l)t/dw(dfj+2)> +r(t) =

m|+

<
Il
)

d+1
—Clw +2 Z ( 27”-7 1t/d ()>+'l"(t),

symbol [y] oznacuje celou ¢ast z redlného ¢isla . Z tohoto vyjadieni vidime, Ze funkce s(t)
je redlné.
Pro primér hodnot d-periodické funkce s na intervalu délky periody plati

= = [4] N ‘
p sit+1) = cqw® + p 2 R (cje%l(]*l)(tﬂ)/dwm) +o0=
1=0 =0  j=2
d+1
a2 - i)t/ () N (2riC- 11/
=cw'’ + E?R cje w e
[%57] 2mi(j—1)d/d
2 1—e™U™
— 14 2 e2m(-Dt/dy (N> "% ~ | _ (1)
saw R - A 1_emG-D/d | — A%
]:

To vzhledem k (3.30) znamend, Ze pro dostatecné velky ¢as ¢ nezavisle na pocatecni struktute
n(0) populace (pokud je ovsem alespon jedna z jejich slozek nenulova) roste populace tak, ze
jeji velikost kolisa kolem exponencialni funkce a dlouhodoby primeér zastoupeni jednotlivych
slozek je tmérny slozkdm vlastniho vektoru w®) piislusného k dominantni vlastni hodnoté
Al.

Populace je opét ergodickd a dominantni vlastni hodnotu A; matice A lze opét interpre-
tovat jako Malthusovsky koeficient rustu.

3.3.3 Matice A reducibilni

Veéta 3. Matice A je reducibilni prdavée tehdy, kdyz jeji radky a sloupce lze preskladat tak, Ze
Ji lze blokové zapsat ve tvaru
A B O
B2 Bo

kde By je ireducibilni matice typu ki x ki, Bo je matice typu (k — k1) X (k — k1) a Bia je
matice typu (k — k1) X ki; pritom 1 < ky < k.

Bez jmy na obecnosti lze tedy matici A prepsat v blokovém tvaru

B, O
A =
<B12 B2>
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kde B; je ireducibilni matice typu k1 x k1. Pak

A2_<31 o><81 o>_< B? o)
Bi2 Bz/) \Bi2 B B12B1 +B2B1a B3/’

A3 — ( B? O><Bl O)_( B3 O)
B12B1 + B2Bia B3/ \Bis Bs (B12B1 + B2B12)B; + B2B1s B3/’

atd. Obecné
. B O
Al =
t bl
Bl B}

kde Bg’;) je nezédpornd matice typu (k — k1) x ki. Vektor m popisujici strukturu populace

vyjadiime jako
<p> '

kde vektor q je ki-rozmérny a vektor p je (k — ki)-rozmérny. ReSeni (3.25) projekéni rovnice
(3.24) je nyni tvaru

Bl O /q(0) Biq(0)
n(t) = <B§2 B)( <o>>‘<s§2q<o>+sap<o>>'

Modelovanou populaci tedy mizeme rozdélit na ,ireducibilni“ ¢ast g a ,zbytek” p (ten je
tvoren napt. postreprodukénimi stadii nebo subpopulaci na stanovisti, na néz vedou migracéni
cesty z ,hlavniho aredlu“ ale nikoliv zpét v piipadé prostorové strukturovanych modela ap.).
yIreducibilni“ ¢ast populace se vyviji zptisobem popsanym v 3.3.1 nebo v 3.3.2 podle toho,
zda je matice B primitivni nebo imprimitivni.

3.3.4 Stabilizovana struktura a reproduktivni hodnota

Bud A ireducibilni matice, \; jeji dominantni vlastni hodnata a w = (wy,ws,...,w;)" pFi-
k
slusny vlastni vektor takovy, Ze > w; = 1. Poznamenejme, ze podle Perronovy-Frobeniovy
j=1
véty je w > 0. Bud dale v = (vy,v2,...,v;)" levy vlastni vektor matice A pifslusny k vlastni
hodnoté \; takovy, ze vTw = 1. Opét je v > 0.
Necht n = n(t) je feSeni projekéni rovnice (3.24) a ¢; = v'n(0). Podle 3.3.1 a 3.3.2

existuje 7 € N, ze plati
7—1 1
. . t _ .
tlggo < g )\—Zn(t +i) — cl)\lw> = 0;

i=0 "1
v pripadé primitivni matice A staci volit 7 = 1, v pfipadé imprimitivni matice A staci volit
7 = d. Po dostatecné dlouhém vyvoji populace tedy jsou prumérné velikosti jejich jednotlivych
slozek imérné slozkam vektoru w, tento vektor vyjadiuje stabilizovanou strukturu populace.
Uvazujme nyni strukturné stabilizovanou populaci, tj. populaci po dostateéné dlouhém
vyvoji, jejiz pramérna struktura se dale vyviji podle (pfiblizné) rovnosti

Z—n (t+1) = e Mw = Mo n(0)w
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a jejiz celkova prumérna velikost je tedy (pfiblizné) rovna

k
Zﬁj Z)\lv n(0)w; = Xo n(0
j=1

k
)\ Zvj

J=1

Mo Tn(0

||M»

k
Pii oznaceni §; = v; lz vy je celkova primérné velikost populace (pfiblizné) rovna
=1

k k k
> " hg(t) = (Aﬁ Zw) > &m;(0)
j=1 =1 / j=1

k
Ponévadz z ¢; = 1, predstavuje vyraz z &¢;n;(0) vazenym prameér velikosti slozek poc¢ateéni

populace. Vysledek lze tedy mterpretovat tak ze §; vyjadiuje vahu, s jakou pfispiva j-ta slozka
pocatecni populace k velikosti populace po dostatecné dlouhém vyvoji. Hodnota {; se proto
nazyva reproduktivni hodnota j-té slozky populace, vektor

U1
1 V2
k :
Y
=1 Uk

se nazyva vektor reproduktivnich hodnot slozek populace.

Pokud ve struktuie populace je jedinéd tfida novorozencti, mtze byt uzitecné vyjadiovat
reproduktivni hodnotu jednotlivych t¥id populace relativné vzhledem k reproduktivni hodnoté
novorozenct. Je-li tedy v takovém pripadé prvni t¥ida tfidou novorozencti, uvazujeme vektor
reproduktivnich hodnot ve tvaru

U1
1 | 2
— ;
U

Vg

pri ¢teni literatury je tedy potiebné davat pozor, kterou z ,variant“ definice vektoru repro-
duktivnich hodnot autor pouziva.

3.4 Transientni dynamika

V celém oddilu bude A ireducibilni matice typu k x k, (k > 2), A\; > 0 jeji dominantni vlastni
hodnota (riistovy koeficient), w = (w1, ws, ..., w;)" piisluiny (pravy) vlastni vektor takovy,

ze
k
D wi=1
j=1

(stabilizovana struktura populace) a v pfislusny levy vlastni vektor takovy, Ze v’

w = 1.
Vektor n = n(t) = (ni(t),n2(t),... ,nk(t))T bude FeSenim rovnice (3.24) v ¢ase t. Budeme
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dale pouzivat oznaceni ¢; = v'n(0) a

1
a0 =33 5pnlt+ )

kde d je pocet vlastnich hodnot matice A které maji modul rovny hodnoté A;.
Symbolem || - ||, budeme oznacovat ,taxikaiskou* normu na R*, tj. pro libovolny vektor

€= (£,6,...,&)" € RF klademe
k
1€, = 1&l-
=1

Norma ||n(t)||; vyjadiuje celkovou velikost populace v ¢ase t; absolutni hodnoty v sou¢tu neni
tfeba psat, nebot vektor n(0) je nezaporny.

3.4.1 Rychlost konvergence ke stabilizované strukture

Bud i nejvétsi z moduli vlastnich hodnot matice A mensich nez \1; v pfipadé d = k klademe
w=0.

Koeficient tlumeni (dumping ratio) definujeme jako

M )

%

pro p = 0 klademe ¢ = oco. Zfejmé je o > 1. Porovnanim s vysledky oddilu 3.3 vidime, ze
existuje konstanta K takova, ze

1 _ _
HA—tln(t) - clwa < Ko! (3.31)
pro libovolnou normu || - || na R¥ ekvivalentni s euklidovskou. Koeficient tlumeni tedy vyja-

dfuje rychlost konvergence ke stabilizované struktufe.
V piipadé primitivni matice A lze nerovnost (3.31) pfepsat na tvar

1 \!
= = [(—A) - va] 1(0)
A1
Ke kazdému nezapornému vektoru x tedy existuje konstanta K = K (x) takova, ze
1 \!
[(A_1A> —wo'
Odtud dale plyne, ze existuje kladna konstanta C' takova, ze
1 \!
<‘ (A_1A> —wo'

pro vSechna i,j = 1,2,..., k. Tato vlastnost umoznuje zformulovat a dokazat jeden vysledek
z teorie primitivnich matic:

( ! A)tn(o) — won(0)

Ko '> ‘ —n(t) —wey —
A1

x| < Kot

) <Co? (3.32)
ij
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Véta 4. Bud A primitivni matice typu k x k, Ay > 0 jeji dominantni vlastni hodnota, w,
resp. v, jeji pravy, resp. levy, vlastni vektor prislusny k dominantni vlastni hodnote, tj.

Aw = \jw, v A= )\va

0 i

a necht plati viw = 1. Pak matice | + wv! — /\%A je regularni a tada <<LA) - va>
i=1

absolutne konverguje. Pritom plati

<| +wo' — %A) B =1+ i <<%1A> — va> . (3.33)

Diikaz. Budte i, € N, i > j libovolné indexy. Pak plati

o - G
) e () e -
_ <va> <va) <va) W <va> (va) <va) o7 —

= wo',

a tedy s vyuzitim binomické véty dostaneme

(Lacwrr) = () (2a) ) -

j=0

O AHICONEACHE
() B (-
-5

= <%1A>i + (-1 =1 wo' =

> i
Rada )’ <<>\—11A) — ’w'vT> konverguje absolutné, nebot podle nerovnosti (3.32) je majorizo-
i=1

vana konvergentni fadou. Z predchoziho vypoctu plyne, ze absolutné konverguje ke stejnému
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00 7
sou¢tu také geometricka fada <)\%A — 'w'vT) . Plati tedy
i=1

[ele] 1 1 - o0 1 - 1
I+Z<<)\—1A> —wv>:|+z<)\—lA—wv> =
i=1 i=1 i=0

ie
N\
| -
>
|
SN~—
I

coz je dokazovana rovnost (3.33). O

3.4.2 Vzdalenost od stabilizované struktury

Oznacéme
n(t) 1

x(t) = - =
o~ &
J=1

n(t).

Keyfitzova vzdalenost populace od stabilizované struktury je definovana jako

Aln(t), w) = = () —w], = = 5 |a;(t) — wy];

J=1

jedna se o standardni vzdélenost pravdépodobnostnich vektort. Ponévadz vSechna z;(t) jsou
nezaporna a vsechna w; jsou kladna, je |z;(t) — w;| < |z;(t)| + |w;j| = z;(t) + w; a tedy

k
1
0<Am 521 t) +w;) = L.
j:

Rovnost A(n(t),w) = 0 pfitom nastane pravé tehdy, kdyz x;(t) = w; pro vSechny indexy
j=1,2,... k, tedy pravé tehdy, kdyz x(t) = w.

Keyfitzova vzdélenost od vektoru w zavisi pouze na hodnoté n(t), nikoliv na trajektorii, po
niz se struktura populace n(t) ke stabilizované struktute w pfiblizuje. Pro jemnéjsi hodnoceni
odchylky populace od stabilizované struktury je potfebné tuto trajektorii zohlednit. Polozme
proto

s(An(0),1) = zt: (}\%ﬁ(i) - clw> .

1=0

Tento vektor kumuluje rozdily aktudlni ,,prumérné struktury populace* od struktury stabi-
lizované. Cohenova kumulativni vzddlenost pocateéni struktury populace m(0) od struktury
stabilizované je definovana jako

k
D(A,n(0)) = tliglO!sj (A, n(0),1)| = ‘

lim s(A,n(0 )t)H

t—o00
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Necht matice A je primitivni, tedy d = 1, () = n(t) = Aln(0) podle (3.25). V tomto
pripadé tedy s vyuzitim Véty 4 dostaneme

tim s(An(0).0) =" (Sen(i) ~we ) = ((%A)in«» - van<o>> -

i=0 1

_ f% <<%1A> - va> n(0) = <| - — +§ <<%A) - va>> n(0) =

Oznacéme

—1
7= <|+va—iA> .
A1

Pak Cohenovu vzdélenost n(0) od stabilizované struktury muzeme vyjadrit vztahem

D(A,n(0)) = ’(Z - 'w'vT) n(O)H1 .

3.4.3 Populac¢ni moment

Predpokladejme, ze populace v ¢ase t = 0 mé stabilizovanou strukturu, ale nikoliv stabilizova-
nou velikost, tj. populace roste nebo vymira. V case t = 0 se né€jakym vnéjsSim zadsahem zmeéni
projekéni matice tak, aby jeji dominantni vlastni hodnota byla rovna 1, tj. aby se stabilizovala
i velikost populace. Ozna¢me A, projekéni matici populace v ¢ase t < 0 a Apew projekéni
matici populace v ¢ase t > 0. Populacni moment (population momentum) definujeme jako

o = tim 12O (3.34)
t=oc [(0)]]
pokud tato limita existuje. Ponévadz struktura populace n(t) v ¢éase t > 0 zavisi pouze na
matici Apew a na pocateéni struktute populace n(0), populaéni moment zavisi na n(0) a Apew,
M =M (n(O),Anew). V pripadé M > 1 velikost populace po stabilizaci vzroste, v ptipadé
M < 1 se zmensi.

Dominantni vlastni hodnota matice Ay je rovna 1. Pravy, resp. levy, vlastni vektor
matice Anew piislusny k vlastni hodnoté 1 oznacime Wyew, resp. Unew. Necht ||wpewl|l; = 1,
V] Whew = 1 a matice Apey je primitivni. V tomto piipadé podle 3.3.1 je
T

tlgglo (1) = Ve P (0) Whew-
Odtud zejména plyne, ze limita v definici popula¢niho momentu (3.34) existuje. Plati tedy

T

M — anew"(o)wneWH1 :,UT n( )HwnewH1 _ 'UIewn(O).
[m(0)] e [nO), [ (0)]

Nechf matice Agq je také primitivni a weq je vlastni vektor prislusny k dominantni vlastni
hodnoté matice Aglq takovy, ze |[weiqll; = 1. V takovém pfipadé je n(0) = ciwolq a

T
(% C1Wold T

M — new — .

lerwoall, e e

Jsou-li tedy obé matice Aglq, Anew primitivni, je popula¢ni moment témito maticemi jedno-
znacéné urcéen, M = M (Aold, Anew)-
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3.5 Analyza citlivosti a pruznosti

Vyvoj populace podle rovnice (3.24) je charakterizovan demografickymi charakteristikami —
napf. rustovym koeficientem \p, stabilizovanou vékovou strukturou w, reproduktivni hodno-
tou slozek populace a podobné. Tyto charakteristiky zavisi na projekéni matici A. Urcitou
charakteristiku vsSak jednotlivé slozky matice A neovliviiuji stejnou mérou: charakteristika
je vice ¢i méné citlivd na zmény néjaké slozky projekéni matice; charakteristika reaguje na
zmény slozky matice A vice ¢i méné pruzné.
Citlivost charakteristiky x = x(A) na slozku a;; projekéni matice A (sensitivity of x to

a;j) je definovana jako

Ix

(9al-j ’
pruznost charakteristiky x = x(A) vzhledem ke sloZce a;; projekéni matice A (elasticity of x
with respect to a;;) je definovana jako

agj Ox Oy

X 8&1']' N alnaij'

3.5.1 Citlivost a pruznost rustového koeficientu

Necht A je vlastni hodnota matice A, w, resp. v je pravy, resp. levy, vlastni vektor prislusny

k vlastni hodnoté A\. Rovnost Aw = Aw zderivujeme podle a;;, vynasobime zleva vektorem

v' a upravime pomoci vztahu v A = Av". Timto zptisobem dostaneme

Aw = Ilw,
A
0 LA ow _ o\ w4 A ow
({90,2‘]‘ ({90,2‘]‘ 8aij 8aij
'vTa—A +vTA Ow = vTﬂw—i-)\'vT Ow
aaij 8&1']' 8&1']' aaij
viw; = 6(1)2\] 'va,
tedy
8)\ o vl-wj

Far; = oTw (3.35)

V pripadé, ze matice A je ireducibilni, A; je dominantni vlastni hodnota projekéni matice A

(Malthusovsky koeficient ristu), w a v jsou pravy a levy vlastni vektor ptislusny k dominantni
vlastni hodnoté, které splituji rovnost v'w = 1, dostaneme

18
({90,2‘ 7

= Vjwy.
Nyni mtzeme polozit s;; = v;w; a definovat matici citlivosti S ristového koeficientu A; na
slozky projekéni matice A jako

Matice citlivosti vyjadiuje vliv zmén popula¢nich prametri na rustovy koeficient. A to véetné
zmén téch parametri. které se v redlné populaci ménit nemohou, nebof jsou nutné nulové
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(napf. nelze preskoéit nékteré vyvojové stadium hmyzu). Citlivost tedy vyjadiuje, co by se
stalo, kdyby se jisty parametr zmeénil nebo mohl zménit. I tento hypoteticky vysledek muze
byt v nékterych situacich zajimavy (napf. jaky vliv na evoluéni zdatnost populace by méla
mutace zpusobujici pfechod ze stadia larvy pfimo v dospélce bez stadia kukly).

Pruznost e;; rtstového koeficientu A; vzhledem ke slozce a;; je nyni ddna rovnosti

oM 1
€ij = ~— = —a;;S;; =

)\1 8&1']' )\1

N Gijviwy,

A

matice pruznosti ristového koeficientu je definovana jako

1
E = (ey) = 3-A0vw.

kde o oznac¢uje Hadamarduv sou¢in matic (souéin ,po slozkach“).

Lemma 1 (Eulerova véta o homogennich funkcich). Je-li funkce f = f(x1,22,...,2m) ho-
mogenni rddu K, tj.

flexy,cxa, ... cxm) = " f(x1, 20, ..., Tm) (3.36)

pro libovolnou konstantu c, pak

inaf(xl,x2, — ,xm) = Iif(:ﬂl,xg, cee ,xm)'
—1 (9::3@

Dikaz. Rovnost (3.36) zderivujeme podle c, tj.

m
Of (cx1,cxa,. .., cxy) Ocx; 1
= KC T1, T2,y Tyn)-
Z Ocx; oc Jn s m)
cr;
Ponévadz 3 ' = g;, stadi polozit ¢ = 1 abychom dostali dokazovanou rovnost. O
c
Pro ristovy koeficient Ay = Ai(a11,. .., aij, ..., agi) plati Aw = A\jw a také cAw = chjw

pro libovolnou konstantu c¢. To znamena, Ze c-nasobek vlastni hodnoty A1 je vlastni hodnotou
matice cA,

C)\l(an,. .. ,CLZ']',. .. ,akk) = )\1(0&11,. .. ,cal-j,. .. ,cakk),

jinak Teceno, ristovy koeficient A1 je homogenni funkci fadu 1 slozek projekéni matice A.
Podle Eulerovy véty o homogennich funkcich tedy plati

Zelj:)\ Z Zjaa”_)\_l)‘l_l

)= 1 7.7_

Z tohoto dtivodu byva pruznost riistového koeficientu e;; vzhledem ke sloZce a;; interpretovana
jako relativni piispévek slozky a;; projekéni matice k ristovému koeficientu.
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3.6 Udalosti v Zivotnim cyklu

Za zivotni cyklus jedince povazujeme obdobi od narozeni (vylihnuti, vykli¢eni) do smrti.
Udalosti, které ho v té dobé potkaji, mohou byt dosazeni dospélosti, preména do dalsiho
Vyvojového stadia, vykveteni, ztrata plodnosti, emigrace, imigrace a podobné. Udéalost v zi-
votnim cyklu je vyjddrena jako piechod do jiného i-stavu v pribéhu projekéniho intervalu,
je tedy charakterizovana nenulovou slozkou v projekéni matici A. V té jsou ovSem zahrnuty
také ,objeveni se“ novych jedinci. Abychom odlisili udalosti v zZivotnim cyklu od rozeni,
provedeme dekompozici projekcéni matice, tj. vyjadiime ji ve tvaru souctu

A=T+F.

Piitom slozka t¢;; matice T je pravdépodobnost, Ze jedinec z j-té t¥idy pfejde béhem projeke-
niho intervalu do tiidy i-té; slozka f;; matice F je stfedni pocet potomk jedince z j-té ttidy,
ktefi se béhem projekéniho intervalu objevi ve tfidé i-té. Poznamenejme, ze tiid, v nichz
mohou byt ,novi“ jedinci, mize byt vice. Mohou to byt novorozenci na riznych lokalitach u
metapopulaci, dormantni a kli¢ici semena u rostlin a podobné.

Cést populace tvorenou jedinci, kteif ,se objevili“ (narodili, vylihli, ...) ve stejném oka-
mziku, nazyvame kohorta. SloZeni kohorty vzniklé v ¢ase t je ddno sou¢inem Fn(t—1), kohorta
se vyviji jako populace s projekéni matici T.

Ke k tfidam, do nichz je populace strukturovana, ptiddme k+ 1-ni tfidu, v niz jsou jedinci
mrtvi. Zavedeme parametry

k

mjzl—Ztij, j=1,2,...,k
i=1

vyjadiujici pravdépodobnost, ze jedinec z j-té tfidy béhem projekéniho intervalu zemte. Pak
lze Zivotni cyklus interpretovat jako Markovuv Tetézec s matici pravdépodobnosti prechodu

T O
o (5 0)

e Dominantni vlastni hodnota A nezaporné matice T je mensi nez 1, tj. celkova velikost
populace, v niz ,nevznikaji“ novi jedinci se v priitbéhu ¢asu zmensuje.

O matici T je rozumné predpokladat:

e Ke kazdému indexu j € {1,2,...,k} existuje koneéna posloupnost indext iy,1s,...,is
takova, ze t;, j > 0,25, > 0,...,¢; ., > 0,m;, > 0, tj. jedinec z jakékoliv t¥idy se
v kone¢ném case mutze dostat do tfidy zemrelych, neexistuje néjaka trida nesmrtelnych.

Ponévadz || T|l, = A < 1, plati

lim ||T*||, < lim A" =0,

t—o00 t—o00

¢ t t 1_)\t+1 1

. P < 1 p: 1 P =1 =
Jim DT < fim 3 ITI = Jim 347 = Jim e = gy
p=0 9 p=0 p=0
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o0
takze lim T' = O a fada >_ T! konverguje. Oznac¢me dale

N=> T =(01-T)"
t=0

matice N se nazyva fundamentalni matice uvazovaného Markovova Fetézce. Ponévadz
p2 _ T O T 0\ _ T2 0]
“\mT 1) \m" 1) T \mT(T+) 1)°

PgZ(mWTT:I) (1)> (,,JT ?>:<mT<T2TiT+I> (1)>

Tt 0]
Pt — t—1
L) mT Z T 1 )
p=0

vidime, ze (T*);; vyjadfuje pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery byl na pocatku ve t¥idé j bude
v Case t ve tridé ¢. Déle z uvedeného vypoctu plyne, zZe

0O O
lim P! =
vl <mTN 1) ’
takze stav k£ + 1 je jedinym absorbujicim stavem Markovova fetézce.

v

3.6.1 Cas straveny v jedné t¥idé

Uvazujme populaci, kterd je strukturovana do k tiid. Predpoklddejme, ze do jednotlivych
t¥id vstupuji jedinci na zacatku projekéniho intervalu. Pokud povazujeme délku projekéniho
intervalu za jednotkovy Cas, lze celkovy cas, po ktery je jedinec prislusnikem i-té tiidy vyjadrit
jako celkovy pocet prechodil z t¥idy j-té do tiidy i-té; pritom piipoustime i moznost j = 1,
tedy setrvani jedince v i-té tridé.

Zavedeme nahodnou veli¢inu y;;(t), ktery indikuje, zda jedinec, ktery byl na poc¢atku ve
tridé j je v Case t ve tridé 7, tj.

1, jedinec, ktery byl v case 0 ve tfidé j, je v Case t ve t¥idé i,
i (t) = )
0, jinak.
Jeji stfedni hodnota je
E pij(t) = 1(T")i; + 0(1 = (T)35) = (T")ij-
Nahodna veli¢ina v;; vyjadiujici celkovy cas, po ktery je ve tiidé ¢ jedinec, ktery byl na
pocatku ve tfidé j, je dana souctem vSech jeho ,,pobyta ve tridé j¢,

o
vij = Y pij(t).
t=0

Ocekavany cas, po ktery je ve tfidé ¢ jedinec, ktery byl na pocatku ve tiidé j je tedy

Evij =EY pi(t) =Y Epg(t) =Y (T = (N)s;.
t=0 t=0 t=0

k

Dostévame tak interpretaci fundamentélni matice: N = (E ;)7 ;_;.
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3.6.2 Ocekavana doba doziti

Za dobu doziti jedince ze tiidy j povazujeme cas, za ktery se jedinec z této tridy dostane do
absorpéni tiidy £ + 1 mrtvych jedinct. Ozna¢me jako 7; ndhodnou veli¢inu, kterd tento cas
vyjadiuje. Pak pravdépodobnost P(7; > t), ze jedinec, ktery byl na poc¢atku ve t¥idé j, bude
v Case t jesté nazivu, je vlastné pravdépodobnosti jevu, ze tento jedinec nebude ve t¥idé k+1,
tj. ze bude v néjaké jiné tridé. Tato pravdépodobnost je dana souctem

k

P(r; > 1) =) (Thy.

i=1
Pravdépodobnostni funkci ndhodné velic¢iny 7; lze vyjadrit jako

k
P(rj=t)=P(r; >t —1) = P(r; > 1) = Y (T =T,
=1

nebot podle principu inkluze a exkluze plati

1:P(Tj>t—1\/TjSt):P(Tj>t—1)—|—P(TjSt)—P(Tj>t—1/\Tj§t)=
ZP(T]‘>t—1)+1—P(Tj>t)—P(Tj=t).

Tuto pravdépodobnostni funkci muzeme také prepsat ve tvaru

P(r; =t) = Zk:(-l—tl ~TY),; = ((IT(Ttl B Tt)>T> _ <(Tt*1 B Tt)TI) .

i=1 J J

Ze znamé pravdépodobnosti funkce muzeme vypocitat stfedni hodnotu i rozptyl nahodné
veli¢iny. Ocekdvand doba doZiti (specifickd stredni délka Zivota) jedince j-té tiidy je stiedni
hodnota nédhodné veli¢iny 7;, kterou miizeme vyjadrit jako

(3] [ k
Erj=> tP(m=t)=) _ty (T"'-T) U_Z<Zﬂt ! ZtTt> =
t=0 t=1 i=1 i=1 ij
koo
=22 ((+ DT =T, =3

i=1 t=0 i=1

o0

M»

(=T, =(NT1);.

~+

=0 i=1

Vektor specifickych stfednich délek zivota tedy je (E11,Eo,... ,ETk)T = NT1, neboli
(Er,E7y,...,E1;) = 1TN.

Nyni vypocitdme rozptyl ndhodné veli¢iny 7;. Ponévadz

N = ZTt i (t+ 1T — T :i TH—tTt):itTH(l—T):itTHNfl,
t=0 t=1 t=1 t=1

miizeme vyjadiit N2 = Z tTt=1 a dale
t=1

ZtTt itTt LTt 0Tl = ZtTt Y ):NLitTt*lN*l:N?—N,
t=1

t=1
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takze
00 0o k k 00
Erf =) £P(r=t)=> ) (T"'-T) sz(Zfz (T Tt)> =
=0 t=0 i=1 i=1 \t=0 ij
v (iT ) ij) 5 (i B Tt)> i
i=1 = = i=1 \t=0 ij
k 00 k k
=S <Z(2t T )T ) - )+ N), = D (N2 - N)y; = <(2N2 - N)T1>j .
=1 t=0 z=1 =1

Pro rozptyl ndhodné veli¢iny 7; tedy dostavame

varr =Er? - (B7;)” = (N2 =N)T1) - (NT1);’
J

a vektor rozptyli dob doziti mizeme psat ve tvaru
(varTy,varro,...,varm,) = 1T (2N2 —=N) — 1 "N o 1TN.

Pokud jsou ve tfidé ¢ novorozenci (tedy jedinci véku 0), je ocekéavany vék pii amrti téchto
jedinct roven E7; — 1.

3.6.3 Veékove specificka plodnost

Pfipomenime, Ze slozka (T);; vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery byl na poc¢atku
(tj. v case 0) ve tfidé j bude v ¢ase a ve tfidé [; je-li | # k+ 1, je to pravdépodobnost, Ze tento
k

jedinec je ve tiidé [ a zije. To znamend, ze ) (T%);; vyjadiuje pravdépodobnost, ze jedinec,
=1
ktery byl na pocatku ve tfidé j bude v ¢ase a jesté nazivu, tj. v néjaké jiné tr¥idé nez k + 1-ni.
Ozna¢me nyni 0yj(a) podminénou pravdépodobnost, Ze jedinec, kterj byl na pocatku ve
t¥idé j bude v c¢ase a ve t¥idé [ za podminky, Ze dosud Zije. Tato pravdépodobnost je dana
vztahem

oyj(a) = 7(Ta)lj = <Ta(diag 1TTa)_1>

i
(T*)y;

M=

=1

Necht i-t4 t¥ida je t¥idou ,nové vzniklych® jedinct (novorozenci, semen ap.), tj. fi; # 0 pro
néjaky index [. Uvazujme jedince, ktery byl na pocatku ve t¥ide j, dozije se v€ku o a vétsiho
a v ném bude ve tfidé [. Ocekavany pocet jeho potomki, kterym prispéje v ¢ase a do tiidy
i je dan sou¢inem f;0;5(a). Ocekavany pocet potomkii ve tiidé i vSech jedinci, ktefi byli na
pocatku ve t¥idé j a v Case a jsou jeSté nazivu, je

pijla me] = (FT"(diag 1779 7")

©ij(a) se nazyva vekové specifickd plodnost (age-specific fertility) jedinct t¥idy j. Vékové
specifické plodnosti miZzeme zapsat do matice

®(a) = (¢ij(a))y,_, = FE(a) = FT*(diag 17T 7%,
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k
kde X(a) = (Uij(a))m:l‘
Pokud je populace strukturovana podle véku a jedina tfida novorozenct je prvni, pak

©11(a) je vekové specifickd plodnost jedince ve véku a v obvyklém demografickém smyslu.

3.6.4 Cista mira reprodukce a délka generace

Cistd mira reprodukce (net reproductive rate) Ry je definovana jako ofekévany pocet potomki
jedince béhem jeho Zivota.

Stfedni hodnota doby, kterou jedinec, ktery byl na pocatku ve tridé j, stravi ve tridé [
je Eyyj = (N);;. Ocekavany pocet novych jedinct ,vzniklych* ve t¥idé i, které vyprodukuje
béhem doby stravené ve tfidé [ jedinec, ktery byl na pocatku ve tiidé j, je dan soucinem
fi Evy;. Ocekévany pocet vSech potomki jedince, ktery byl na pocatku ve tiidé j, objevivsich
se ve tridé 7 je tedy

k
Z fil E Vlj = (FN)”
=1

Pokud tedy je prvni tfida jedinou tfidou, v niz jsou novorozenci (obecné: nové vznikli jedinci),
muzeme polozit

Ro = (FN)11.

Pokud ale jsou novorozenci ve vice tfidach, je situace komplikovanéjsi. Ozna¢me y(0)
slozeni populace na pocatku. Jeji vyvoj jako generace, tj. bez potomk, je projektovan matici
T,

y(t+1) = Ty(t),

kde y(t) oznacuje slozeni generace v case t. Tedy

y(t) = T'y(0).

Ocekdvané slozeni potomki uvazované generace v Case t je Fy(t), takze vSichni ocekavani
potomci inicidlni generace, tj. nasledujici generace, ma slozeni

D Fy(t)=> FT'y(0)=F <Z Tt> y(0) = FNy/(0).
t=0 t=0 t=0

Tento vysledek lze interpretovat tak, Ze matice FN projektuje jednu generaci na nasledujici.
To néas opraviiuje vzit za ¢istou miru reprodukce Ry dominantni vlastni hodnotu matice FN.

Délka generace T je definovana jako doba, po jejimz uplynuti je populace pravé Ry-krat
vetsi, tj.

(D)l = Ro [n(0)]; -

M&4-li populace stabilizovanou strukturu, tj. n(t) = A{n(0), kde A\; je dominantni vlastni &islo
projekéni matice A a vektor n(0) je tmérny piislusnému vlastnimu vektoru, pak |n(T)|, =
M n(0)||;, tedy Ro = AT, neboli

T log Ry .
log \;
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3.6.5 RozloZeni véku v jednotlivych tfidach stabilizované populace

Uvazujme populaci, kterd se vyviji dostatecné dlouho, takze jeji slozeni v case t je dano
vztahem

n(t) = a\w

kde A1 je dominantni vlastni ¢islo projekéni matice A, vektor w je prislusny vlastni vektor a
« > 0 je vhodna konstanta. Slozeni kohorty vzniklé v ¢ase t je tedy

Fn(t—1) = o\ TFw

a slozeni kohorty vzniklé v ¢ase t — a je oz)\tl_a_lF'w. Kohorta vznikla v ¢ase t — a ma v Case
t slozeni
T (aA7* 7 TFw) = (aATHAT T Fw.

Oznacéme

x(a) = A\ “TFuw.

Tento vektor je tmérny slozeni kohorty stari a, tj. slozeni, jaké ma v case t kohorta vznikla v
case t —a. V poli

X = (2(0),z(1),2(2),...) = (Fw, AT TFw, AT *T?Fw, ...)
odpovidaji sloupce véku a fadky tridé. Tedy zlomek

(;c(a))j B (Af“T“Fw)j _ (T*Fw);
lz(@)lly (AL TeFwll,  [[TFwll,’

a=0,1,2,...,

vyjadiuje relativni zastoupeni jedinct tfidy j mezi vSemi jedinci véku a, tedy pravdépodob-
nostni funkci ndhodné veli¢iny ,t¥ida, z niz je jedinec véku a*; zlomek

Oc()a:(a))j _ (A*“T“Fw) _ _ (TFw), , i1k
go (z(s)); g: (AT STSFw) go (A?’STSFw)j

vyjadiuje relativni zastoupeni jedinci véku a mezi vS§emi jedinci t¥idy j, tj. pravdépodobnostni
funkci ndhodné veli¢iny ,,vék jedince z j-té t¥idy“. Stfedni hodnotu véku jedincu j-té tridy je
nyni dana vyrazem

> aA] (TFw);

(T“Fw)j ="

5J:Za’oo

0 3 (T ), 3 A (T Fw),

Piipomenme, Zze m; = 1— z t;j vyjadiuje pravdépodobnost, Ze jedinec z j-té tiidy béhem

projekéniho intervalu zemfe. Ocekavany pocet jedinci t¥idy j, ktefi zemfou, je tedy

(1) = Ny — Lo an s
m;n;(t) = mjaXjw; = aXim;w;
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a celkovy pocet umirajicich jedinct je

t
g min;(t) = A} E mw; = aXimTw.
j=1

To znamena, %e pravdépodobnost, Ze umirajici jedinec je z tfidy j je dana podilem
m;w;

mTw

Primérny vek v jedinct umirajicich béhem projekéniho intervalu nyni vyjadiime jako vazeny
prumér stiednich hodnot vék{ umirajicich jedinct ve vSech t¥idéach,

o0

Z ar; “(TFw);

k
m;W; a=0
=) B = mT,w Zm]wj = :
j=1 j=1 Z AL Y(TeFw);

3.7 Analyza vékové strukturované populace

Projekéni matici vékoveé strukturované populace je Leslieho matice

P, Fy, F3 ... Fp1 Fy

P 0 0 ... 0 0

0o P~ 0 ... 0 0

A=1 . . . . : :

0 0 O 0 0

0 0 O P,y O
Parametry P;, F; jsou pro j = 1,2,...,k nezadporné; I; oznacuje specifickou fertilitu jedinct
J-té vékové ttidy, P; pravdépodobnost preziti projekéniho intervalu jedincem j-té vékové tiidy.
Budeme pfedpokladat, ze 0 < P; < 1 pro j = 1,2,...,k (je mozné dosdhnout maximalniho

véku k — 1, tj. byt v k-té vékové t¥idé, a v libovolném véku je mozné uhynout), a F > 0
(i nejstarsi jedinci jsou plodni). Pfedpoklad Fj > 0 zarucuje, Ze matice A je ireducibilni. Kdyby
se v populaci vyskytovali i jedinci v postreprodukénim véku, byla by matice A projekéni matici
reproduktivni ¢asti populace.

3.7.1 Rustovy koeficient populace

Najdeme vlastni hodnoty matice A. Oznacme

N B F ... F, F
PP -x 0 ... 0 0
0 P -\ 0 0
Ap = det(A — \l) = ,
0 0 0 ~A 0
0 0 0 Pei —)
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Determinant Ay rozvineme podle posledniho sloupce,

k—1
Ap = (-1 R, H P, — MDA (3.37)
q=1

Odtud je vidét, ze pro A = 0 je

k—1
Ap= (DR P #0
q=1

a tedy matice A v souladu s Perronovou-Frobeniovou vétou nemé nulové vlastni hodnoty.
Rovnost (3.37) lze povazovat za linearni diferen¢ni rovnici (rekurentni formuli) prvniho
fadu pro nezndmou posloupnost {Ay}. Jejim feSenim je

k p—1
Ap = (=N"A = (DY N PE T P
p=2 q=1

Ponévadz A; = det(F; — \), dostaneme

k p—1 k p—1
A= =N+ (TR - DD NPE T Po= (-0 (1Y N PR T Ry
p=2 q=1 p=1 q=1

Vlastni hodnoty matice A tedy jsou feSenim rovnice

k p—1
SINE][P |27 =1 (3.38)
p=1 q=1
Oznacime-1i na chvili
k p—1
OEDS B | I RN
p=1 q=1
k 1 A) = li A)=0
pak lim f( ) =00, lim f(A)=0a
k p—1
FO==> [pE [P | A" "<0
p=1 q=1

pro A > 0. To znamend, ze na intervalu (0,00) funkce klesd od nekoneéna k nule, takze
rovnice (3.38) mé jediné kladné feSeni, ozna¢me ho A;. Navic, pokud f(1) > 1, pak A\; > 1;
pokud f(1) < 1, pak A\; < 1. Hodnota \; je dominantni vlastni hodnotou matice A, tedy
Malthusovskym koeficientem ristu populace. Mizeme tedy formulovat prvni zavér:

>1 populace roste,
k p—1
Je-li Y | Fp [[ Py | =1 pak wvelikost populace se nemeént,
p=1 q=1

<1 populace vymird.
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Oznacme nyni m;(tg) pocet novorozenych potomki rodi¢i z j-té vékové t¥idy v jistém case
to, tj. m;(to) = Fjn;(to — 1). Pak m;(to + i) je pocet jedinci veéku i, ktefi se narodili v Case
to a jejichz rodice méli v Case to vék j. Umrti v rtiznych ¢asovych okamzicich povazujeme za
stochasticky nezavislé jevy. Za tohoto predpokladu je klasickd pravdépodobnost, Ze se jedinec
dozije v€ku j svych rodic¢t v dobé svého narozeni, rovna

j—1

mj(to+J) _ 1~
m;(to) et !
Odtud
7j—1 J—1
mj(t() +7) ij(t())HPqZ F]HPq nj(t()—l).
q=1 q=1
Hodnota
j—1
1P (3.39)
q=1

tedy vyjadruje pocet potomku jednoho jedince véku j, ktefi se dozili alespon véku svého
rodic¢e v dobé narozeni. Tato hodnota se nazyva fertilitni funkce. Soucet

k J—1
Ro=> F [~
j=1 q¢=1

se nazyva cista mira reprodukce (net reproduction rate). Vyjadfuje pomér, v jakém nahradi
generace potomki generaci svych rodici; je-li tedy tento pomér mensi nez 1, nestaci nasledujici
generace nahradit generaci predchéazejici a populace vymira.

Délka generace v je doba, po jejimz uplynuti ma strukturné stabilizovana populace s risto-
vym koeficientem A; velikost Ro-krat vétsi, tj. |[n(t +7)||; = [n(t)||; A] = Ro |[n(t)|l; . Odtud
dostaneme

In Ry
Cln )

y

3.7.2 Stabilizovana vékova struktura

Stabilizovanou vékovou strukturu populace, tj. vlastni vektor w = (wy, ws, ..., wy)! piislusny
k dominantni vlastni hodnoté A\; matice A, ziskdme fesenim homogenni soustavy lineadrnich
rovnic

F1 FQ F3 e kal Fk w1 w1

P1 0 0 e 0 0 w9 w9
0 PQ 0 N 0 0 w3 w3
S : : : =M\ :

0 0 0 ce 0 0 Wk —1 WEk—1

0 0 0 N Pk,1 0 Wi Wi
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Ponévadz dim (ker(A—)\l I)) = 1, musi byt jedna z rovnic linearni kombinaci ostatnich. Druha
az k-ta rovnice této soustavy jsou

Piwy = Mws,
Pyawy = Aws,
Pywz = Awy,
Py qywi—1 = Mwy.

Tyto rovnice jsou linearné nezavislé a jejich feseni je

w1
= —P
w2 Y 1
w9 w1
= —P,=—<PP
w3 A 2 )\% 1472
w3 w1
= —P3=—SPDPP
Wy A 3 )\:{’ 14721473
wj = WA} ]HPq
q=1

k—1
Wy = wl)\%_kHPq-
q=1

Odtud je vidét, ze pokud A\; > 1, pak wy > wge > -+ > wy. Tyto nerovnosti jsou nutnou
podminkou k tomu, aby strukturné stabilizovana populace nevymirala. Dostavame tak zavér:
je-li nekterda veékova trida ve strukturné stabilizované populaci pocetnéjsi nez vékovd trida
mladsich jedincu, pak populace vymird.

7 pozadavku, aby slozky vektoru w vyjadrovaly relativni zastoupeni vékovych tirid ve
strukturné stabilizované populaci, tj. ||w||; = 1, plyne podminka

k k p—1
1= pr = wlz)\iprPq,
p=1 p=1 q=1
tedy

=1

1—

A I E Il 7
q:

B R N B
SMNTIL R X MNTILR
p=1 q=1 p=1 q=1

3.7.3 Reproduktivni hodnota vékovych trid

Reproduktivni hodnotu vékovych t¥id, tj. levy vlastni vektor v = (v1,va,...,v;)" piislusny
k dominantni vlastni hodnoté A\; matice A, ziskame fesenim homogenni soustavy linearnich
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rovnic ATv = \jv:

o P 0 0
F 0 P 0
F5 0 0 0
Fr.qy 0 O 0
F, 0 0 0

Tuto soustavu prepiseme na tvar

Frop +
Fov +

Fy_ovi + Py_ovp—1 =
Fr_qv1 + Pp_qvp =

0 V1

0 (%)

0 (OR3

) } =\
Pr 1| | k-1

0 Vi
Pivy = Ay,
Pz = Mg,

A1Vg—2,
AMVk—1,

Fkvl = )\12}]9.

7 posledni az druhé rovnice postupné vypocitame

Fy,

Vi = )\_Ula
1
1

V-1 = \
1

Vg—2 = )\—(
1
k p—1

k—3—p
= Z Fp H Pl A7 Ton,

p=k—2 q=k—2
k p—1

v; = Z FPHP(] )\Zlilipvl
p=ti q=1
k p—1

Vo) = Z FPHP(] )\iip’vl
p=2 q=2

— (Fp—1v1 + Pyqvg) = (Fyoa A+ Fp P\ ?) o1,

Dosazenim vypocitaného ve do prvni rovnice dostaneme

59
U1
(%)
v3
(3.40)
V-1
Vg

1 _ _ _
Fav1 + Pe_ovp_1) = (FroaAT' + Fro1Peco Ay + FrPeo1 Pra ) 01 =

k p—1 k p—1
1 _ _
?}12)\—1 Fi+ P E FPHPQ )\% P V1 =10 E FpHPq )\11);
p=2 q=2 p=1 q=1

ponévadz vlastni hodnota A; spliiuje charakteristickou rovnici (3.38), vidime, Ze prvni rovnice
soustavy (3.40) je zévisld na druhé az k-té (coz odpovida tomu, Ze dim (ker(A — A11)) = 1).
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Byva vhodné volit vy = 1, tj. vyjadfovat reproduktivni hodnotu vékové tfidy relativné
k reproduktivni hodnoté novorozencu. V takovém piipadé je

k p—1 - k p—1 )\i—l—p
vi=y F,,Hpq NP R]IR )
q=1

—i = =1
p=i p=i q 17,
q=1

Porovnanim s (3.39) vidime, ze reproduktivni hodnota i-t€ vékové tiidy je souctem fertilitnich
funkci do nejvzdalenéjsiho mozného konce Zivota jedincu této vekove tridy ,diskontovanych®
rustovym koeficientem a pravdépodobnosti preZivani.

Predpokladejme nyni, zZe jedinci z uvazované populace jsou plodni az od jistého véku,
tj. ze existuje index m, 1 < m < k, takovy, ze [} = F, = --- = I, = 0 < Fj,41. Déle
predpokladejme, ze populace nevymird, tj. A\; > 1. V takovém ptipadé pro i < m plati

k p—1 k p—1
i—1— i—
vi= > B[P XN TPu< D> B ] P | Ao =i
p=m+1 q=1 p=m+1 q=i+1

7Z tohoto vysledku mtzeme zformulovat zavér: V nevymirajici populaci se stabilizovanou vé-
kovou strukturou reproduktivni hodnota nedospélych jedinci s vekem roste.

3.7.4 Citlivost rastového koeficientu na plodnost a prezivani

Nechf A\; je dominantni vlastni hodnota Leslicho matice A (kladné feSeni charakteristické
rovnice (3.38)), w a v pfislusny pravy a levy vlastni vektor. Podle rovnosti (3.35) plati

8)\1 V1W; 3}\1 Vj41W;5
= = . 3.41
oF; vTw’ IP; vTw (3:41)
Odtud s vyuzitim vysledkt pododdilu 3.7.2 dostaneme
j—1
o NUTLR,
8Fj wy q=1 )\1
= = : = . (3.42)
A1 Wit o P;
Jt A 1P J
dFj 11 1

Pokud A\; > 1 (populace nevymira), pak je prava strana posledni rovnosti vétsi nez 1, tedy

on o
OF; = OFj1

V nevymiragici populaci citlivost ristového koeficientu na plodnost klesda s vekem.
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S vyuZitim rovnosti (3.42) a vysledki pododdilu 3.7.3 z druhé rovnosti (3.41) plyne

) i = -
i) >\ B I RN
8Pj Vj41W5 V41 )\1 . p=j+1 q=j+1 )\1 .
8)\1 N Vj42Wj41 N Vj+2 F] N k p—1 ) F N
1— J
OPj 11 > (Fp I1 Pq) )‘{Jr P
p=j+2 q=j+2
k p—1 . Fiq k p=1 .
Fim+ > (B II Py )M P]—+ >\ B I PP
_ p=j+2 \  g¢=j+1 AL UL p=2 =2 Piv1 _ P
k p—1 ‘ P; k p—1 , P, — P’
+1— J — J J
Z <Fp H Pq> )\]1 P Z <Fp H Pq> )\jl P
p=j+2 q=j+2 p=j+2 q=j+2

(3.43)

v piipadé Fjy1 > 0 je posledni nerovnost ostrd. Pfedpokladdejme, Ze pravdépodobobnost
preziti nedospélych jedincti roste s vékem, tj. nejvétsi tmrtnost maji novorozenci a tmrtnost
s vekem az do dosazeni plodnosti klesd, takze P, < P, < --- < P,,. V takovém pfipadé je

N on
OP; = OPjn

proj=12...,m—1.

Pokud dmrtnost nedospélych jedinct klesa s vékem, pak citlivost riustového koeficientu na
pravdépodobnost prezZiti u nedospélych jedinci s vekem klesd.
Ponévadz A1 > 0, lze nerovnost (3.43) pfepsat na tvar

PioM _ P Oh
A 3Pj - N ({9Pj+1’

rovnost nastane praveé tehdy, kdyz Fj; = 0. Porovnanim s definici pruznosti v oddilu 3.5
vidime, Ze pruznost ristového koeficientu vzhledem k pravdépodobobnosti preziti s vékem ne-
roste, u nedospélych jedinci tato pruznost na véku nezdvisi.

Uvazujme jesté jeden dusledek rovnosti (3.41), a to

o\
oP; _ wjw; v

oM vwy w
oF,

Ristovy koeficient je citlivéjsi na preZivani néjaké vékové tridy neZ na jeji plodnost prdvé
tehdy, kdyZz reproduktivni hodnota ndsledujici vékové tridy je vétsi nez reproduktivni hodnota
novorozenci.

Volime-li v; = 1, Ize uvést dalsi interpretaci reproduktivni hodnoty: reproduktivni hodnota
vekové tridy vyjadruje pomer citlivosti rustoveho koeficientu na prezivani a plodnost veékové
tridy predchozi.

3.7.5 Ocekavany vék pri umrti a stfedni délka Zivota

Uvazujme populaci, kterd je strukturné stabilizovand, tj. populaci, jejiz vyvoj je popsan rov-
nosti
n(t) = chw,
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kde A1 je dominantni vlastni hodnota matice A a w je prislusny vlastni vektor. Necht V' je
nahodna veli¢ina vyjadiujici vék néjakého jedince z populace, ktery zemiel béhem casového
intervalu (¢,t 4 1).

Pocet vSech jedinct, ktefi méli v ¢ase ¢ vék j — 1 a zemfeli béhem intervalu (¢, + 1), je
podle vysledki pododdilu 3.7.2 roven

Jj—1 ) J
nj(t) — nj+1(t + 1) = C)\tle — C)\iJrle_H = C)\tl )\17] H Pq — )\1)\1_(]—’—1) H Pq w1 =

q=1 q=1
= e XTI\ (- P[] B
q=1
proj=1,2,...,k—1. Pocet vSech jedinct, kteri méli v ¢ase t vék k—1, a tedy vSichni béhem

intervalu (¢,t + 1) zemfeli, je
k—1
ng(t) = eAbwy, = cwg AT H P,.
q=1

Pro zjednoduseni zapisu budeme pouzivat i symbol Py a polozime P, = 0. Pfi této konvenci je
pocet vSech jedincti, ktefi méli v ¢ase ¢t vék j — 1 a zemfeli béhem ¢asového intervalu (¢,t+1)

roven
can XTI (1 - P ] A
q=1
pro j =1,2,..., k. Pocet vSech jedinci, ktefi zemfeli béhem intervalu (¢,¢ + 1), je tedy roven
k p—1 k p—1
> e NTINT (1= P) [ Py = cwnAi™ D APA - B) [] P
p=1 q=1 p=1 q=1
Povazujeme-li pravdépodobnost za klasickou, mizeme psat
. Jj—1 . Jj—1
cw A (L= P) [T By A=) T Py
. . q=1 . q=1
P(V=j-1)= 1 & el Tk p—1
cant Ay Y ANTA=FP) I P X ANTA-F) I] By
p=1 q=1 p=1 q=1

Pravdépodobnost, ze jedinec ze strukturné stabilizované populace uhynuly béhem projekéniho
inervalu méa urcity vek tedy nezavisi na case. Stfedni hodnota veéku pti tmrti je

SG-ona-p) e Saaa-p)Tr

=1 q:l =
EV =" = : —1. (3.44)
k _ p—1 k . j—1
A=) I 7y > A=) IR
p=1 q=1 J=1 q=1
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Jj—1 - -
Pro zjednoduseni zapisu ozna¢me na chvili a; = (1-P;) [[ Py, 8j = v/ A\, v =/ A\ .
q=1

k . k .
Pak EV = (Z iNTa /Y Alja]) — 1, takze
j=1

J=1

O - k A 2
(ZA?%>
j=1

podle Cauchyovy-Bunakovského-Schwartzovy nerovnosti. Tedy s klesajicim ristovym koefici-
entem roste ocekdvany veék pri umrti.

Necht T oznacuje celkovou dobu Zivota néjakého jedince z uvazované populace; T je opét
ndhodna veli¢ina. Uvazujme kohortu (skupinu jedinct, ktefi se narodili ve stejném case t)
o pocatecni velikosti Ny. Velikost kohorty v ¢ase t oznacime N (¢). Umrti v riznych éasovych
okamzicich povazujeme za stochasticky nezavislé jevy. Klasicka pravdépodobnost, Zze jedinec
z kohorty bude zit jesté ve véku j tedy je

N(to + j)

J
N :a&mgzna.

Odtud N(ty + j) = Ny H P,. Klasickd pravdépodobnost, Ze doba zivota jedince je prave j,

tj. Ze se jedinec dozije veku 7 a véku j + 1 se nedozije, je rovna

j+1
NOHP NOHP
N(to+j) = N(to+j+1) _ g=1 /
P(T = j) = T T P [P
q=1

proj=1,2,...,k— 1. Ponévadz k je vék, kterého jiz neni mozné dosdhnout, je P(t = k) = 0.
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Stredni délka Zivota (ofekdvand doba doziti, life expectancy) je tedy dana formuli

k-1 J k j—1
ET—Z](l_PJH)HPq:Z(J_l)(l_Pj) Py =
j=1 q=1 j=1 q=1
Jj—1 k—1 k-1 j k—1 j
:Z(]_l) Py - (J_l)HPq: jHPq_Z(J_l)HPq:
j=1 q=1 j=1 q=1 j=1 gq=1 j=1 q=1
k—1 J k j—1
=S 1[P=>_ [P (345)

j=1g=1 j=2¢q=1

Upravme nyni jmenovatel prvniho zlomku na pravé strané rovnosti (3.44):
J

k ' j—1 k -1 k o k—1
Zl)\lj(l—Pj)l—[qu:Zl)\ljl—[qu—Z)\ljnP Z)\l HP ZlAl 117 =
Jj= q= Jj= q= = = Jj=

=1

L. koo Jq’l
:)\_1+Z)\;JHP Z’\l JHP —+Y ANa-w]] A

j=2 q=1 j=2 q=1

Ocekévany veék pri tmrti tedy mizeme vyjadrit jako

Mw

j—1
G- 0-P) TR,
BV =\ . (3.46)
1+ 3> N1 -M) TR
j=2

g=1

Ponévadz EV je klesajici funkcel proménné A\, porovnanim vyrazi (3.45) a (3.46) vidime, ze
EV = ET pravé tehdy, kdyz \y = 1. Ocekdvany vek pri amrti a stredni délka Zivota jsou
stejné€ jediné v populaci se stabilizovanou velikosti. V rostouct populaci je stredni vek pri umrti
nizsi nez stredni délka Zivota, ve vymirajici populaci naopak vysst.

Oznac¢me déale T, délku zivota, ktery ma pted sebou jedinec ve véku a. Pak je

aﬁ] a+ll'[+1
P, — P
N(tota+j)—N(to+ta+j+l) =1 ° =1 1 far
PTa=3) = Nty +a) - a = (= Paj) J] Py

0 I1 7, g=a+1

q=1
proj=0,1,...,k—a— 1 a stredni délka Zivota ve véku a je ddna vyrazem
k—a—1 a+j k—aa+j—1
ET, = Zj(l_PaJerrl) HPq:Z HPq§
7=0 g=a+1 7j=2q=a+1

pouzili jsme analogické upravy jako pfi odvozeni (3.45). Poznamenejme, 7ze Ty = T a tedy
stredni délka zivota je stiedni délkou zivota pii narozeni.

V demografickych studiich se kromé stredni délky zivota také udavaji dvé dalsi charakte-
ristiky preziti. Pravdépodobnd délka Zivota ve véku a oznacovana €, je doba, po jejimz uplynyti
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ziistane na zivu polovina jedinct z ptivodniho rozsahu. Presnéji feceno, €, splituje nerovnosti
N(to+a+e;) < 3N(to+a) < N(tg+a+ e, — 1), neboli

a+€q ateq—1

Hpqglﬁpq< H Pq,
q=1 2(1:1 q=1
.

q=a+1

Normalni délka Zivota ve véku a oznacovand 3, je doba, po jejimz uplynuti je imrti nejprav-
dépodobnéjsi, tj.
2 = argmax{P(T, =j): 7=0,1,...,k—a—1}.

3.8 Ulohy a cviceni

1. Uvazujte model s projekéni matici

0 1 5
A=103 0 0
0 05 0

Jedna se o model populace strukturované do t¥i vékovych t¥id, pravdépodobnost pieziti
z prvni vékové tfidy do druhé je P, = 0.3 a pravdépodobnost pieziti ze druhé tiidy
do tfeti je P» = 0.5. Béhem projekéniho intervalu vyprodukuji jedinci ze druhé tiidy
F, =1 zivého potomka a jedinci ze tieti t¥idy F5 = 5 zivych potomkd.

a) Aplikujte projekéni matici A na pocéateéni populaéni vektor
1
n0)=(0]. (3.47)
0

Zobrazte vyvoj jednotlivych vékovych tiid béhem 15 casovych intervalt a béhem 50
Casovych intervali; ve druhém pripadé pouzijte na svislé ose logaritmickou stupnici.
Dale zobrazte prubéh relativniho zastoupeni jednotlivych t¥id v celkové populaci
pro stejné hodnoty casu.

b) Vliv pocateénich podminek. Zobrazte vyvoje celkové velikosti populace a vyvoj
relativniho zastoupeni jednotlivych t¥id v celkové populaci pro 10 ndhodné zvole-
nych pocatecnich vektort n(0) o celkové velikosti ||(0)|; = 1 pro 50 ¢asovych
krokt. Pro celkovou velikost populace volte na svislé ose logaritmickou stupnici.

c) Vliv zmény projekéni matice. Zobrazte pribéh celkové velikosti populace s ma-
tici A a pocateénim vektorem (3.47) pro 40 ¢asovych kroku. Poté postupné zmen-
Sujte jednotlivé nenulové prvky projekéni matice A o 10% jeho velikosti a zobrazte
prubéh celkové velikosti populace s takto zménénou matici a stejnym pocateénim
vektorem. Na svislé ose volte logaritmickou stupnici.
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d) Vliv ndhodnych perturbaci parametru. UvaZzujte model s ¢asové zavislou
projekéni matici

0 05 0

kde h(t) je realizace ndhodné veli¢iny, kterd nabyva hodnot 2 (v pfiznivych ob-
dobich maji jedinci velkou plodnost) a % (v nepfiznivych obdobich se plodnost
redukuje) se stejnou pravdépodobnosti. Provedte vice simulaci (alespon 20) vyvoje
celkové velikosti populace s pocateénim vektorem (3.47) a pro kazdy ¢as vypocitejte
prumér a rozptyl ze vSech simulovanych hodnot. Zobrazte pribéh této primeérné
velikosti populace a jejiho rozptylu. (Na svislé ose volte logaritmickou stupnici a

vyvoj pocitejte aspon pro 60 ¢asovych kroki.)

e) Vliv velikosti populace. Uvazujte model s projekéni matici zavislou na popu-
la¢nim vektoru

kde N = ny +ng+ns3 je celkova velikost populace a g(N) = Re N (velka populace
spotiebovava vice zdroju a tim zmensuje plodnost).

Nejprve zvolte b = 0.005, R = 2 a zobrazte prubéh velikosti populace pro 20
nahodné zvolenych pocatecnich vektort (nemusi byt splnéna podminka jednotkové
pocatecni velikosti populace). Opét volte na svislé ose logaritmickou stupnici a
vyvoj pocitejte pro alespon 150 ¢asovych krokd.

Zvolte b = 0.005 a zobrazte vyvoj celkové velikosti populace s poc¢atecnim vektorem
(3.47) postupné pro R = 2,20,100,500. Stupnici na svislé ose tentokrat volte
rovnomeérnou.

2. Uvazujme tfi projekéni matice pro vékové strukturovanou populaci

0.3063 0.6094 0.0913 0 0.8784 0.1316
A; = |{0.9924 0 0 ) Ay = 10.9924 0 0 )
0 0.9826 0 0 0.9826 0

0 0.0641 0.9603
As = | 0.9924 0 0
0 0.9826 0

Pro vSechny tyto matice vypodéitejte rustovy koeficient (dominantni vlastni ¢islo) a
stabilizovanou vékovou strukturu w. Dale pro né spociteje vzdalenosti A(n(0),w) a
D((A;,n(0)) zavedené v 3.4.2 vektoru n(0) = (0.4304,0.3056, 0.2640) T od stabilizované
vékové struktury prislusné populace.

3. Pro nasledujici populace vypocitejte rustovy koeficient A1, stabilizovanou strukturu po-
pulace w a reproduktivni hodnoty jednotlivych tiid v. Dale vypocitejte koeficient tlu-
meni, citlivosti rastového koeficientu A; na jednotlivé slozky projekéni matice a pruz-
nosti tohoto koeficientu vzhledem k jednotlivym slozkdm projekéni matice. Analyzujte
udalosti v zivotnim cyklu jednotlivych populaci.
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a) Populace americkych zen mladsich nez 50 let byla v roce 1971 rozdélena do véko-

vych trid po péti letech. Pro jednotlivé t¥idy ¢ byly urceny plodnosti F; a pravdeé-
podobnosti prezivani P;:

F; P;

0 0.99670

0.00102 0.99837
0.08515 0.99780
0.30574 0.99672
0.40002  0.99607
0.28061 0.99472
0.15260 0.99240
0.06420 0.98867
0.01483 0.98274
0.00089

(N. Keyfitz, W. Flieger. Population: facts and methods of demography. W. H.
Freeman, San Francisco, CA, 1971)

© 0 N O U W N |,

—_
o

Populaci samic kosatky dravé (Orcinus orca) lze roz-
délit do ¢tyt t¥id: novorozenci, mladé, dospélé a post-
menopauzni samice. Vyvoj populace je popsédn pro-
jekéni matici

0 0.0043 0.1132 0

A— 0.9775 0.9111 0 0
N 0 0.0736 0.9534 0
0 0 0.0452 0.9804

Délka projekéniho intervalu je jeden rok. (S. Brault, H. Caswell. Pod-specific de-
mography of killer whales (Orcinus orca). Ecology, 74:1444-1454, 1993.)

Populaci karety obecné ( Caretta caretta) 1ze rozdé-
lit do sedmi t¥id: 1 — vajicka, 2 — malé juvenilni, 3 —
velké juvenilni, 4 — subadultni, 5 — poprvé plodici,
6 — jednoro¢ni remigranti, 7 — dospélé. Z dat, kterd
byla sbirdana vice nez dvacet let na ostrové Little
Cumberland, Georgia, USA, byla ziskana projekéni
matice pro projekéni interval populace délky jed-
noho roku:

0 0 0 0 127 4 80
0.6747 0.737 0 0 0 0 0
0 0.0486 0.6610 0 0 0 0
A= 0 0 0.0147 0.6907 0 0 0
0 0 0 0.0518 0 0 0
0 0 0 0 0.8091 0 0
0 0 0 0 0 0.8091 0.8089

(D. T. Crouse, L. B. Crowder, H. Caswell. A stage-based population model for
loggerhead sea turtles and implications for conservation. Ecology, 68:1412-1423,
1987.)
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d) Populaci stétky lesni (Dipsacus sylvestris) 1ze rozdélit do
Sesti tfid: 1 — semena dormantni jeden rok, 2 — semena
dormantni dva roky, 3 — malé rtzice, 4 — stfedni rtzice,
5 — velké ruzice, 6 — kvetouci rostlina. Vyvoj populace je
pro projekéni interval 1 rok popsan projekéni matici:

0 0 0 0 0  322.38
0.966 0 0 0 0 0
0.013 0.010 0.125 0 0 3.448
0.007 0 0.125 0.238 0  30.170
0.008 0 0.038 0.245 0.167 0.862

0 0 0 0.023 0.750 0

(P. A. Werner, H. Caswell. Population growth rates and age versus stage distribu-
tion models for teasel (Dipsacus sylvestris Huds.). Ecology 58:1103-1111, 1977.)

4. Udélosti v zivotnim cyklu vékové strukturované populace odvodte metodami popsanymi
v oddilu 3.6 a vysledky porovnejte s vysledky oddilu 3.7.



Kapitola 4

Modely s externi variabilitou

4.1 Cyklicka variabilita

Predstavme si, Zze vyvoj populace béhem projekéniho intervalu je rozdélen do nékolika fdzi.

Typickym prikladem muze byt vyvoj jednoletych bylin: projekénim intervalem je jeden rok,

jednotlivymi fazemi jsou ro¢ni obdobi. V kazdé fazi svého vyvoje muze populace byt roz-

délena do rtzného poctu tfid. V pripadé jednoletych rostlin muZzeme na jafe rozlisit malé

a velké sazenice, v 1été malé, stiedni a velké rostliny, na podzim je populace tvofena pouze

vyprodukovanymi semeny a v zimé semeny prezimujicimi nebo vykli¢enymi rostlinkami.
Necht tedy 79,71, ..., Tm jsou redlné ¢isla takova, ze

D=1 << < " <Tmi1<Tm=1,

ko, k1, ..., km—1 jsou pfirozena ¢isla, n(t+7y) je kp-rozmérny vektor a By, je nezdporna matice
typu kp1 X kp proh =0,1,...,m—1,t=0,1,2,.... (V pfikladu jednoletych bylin je m = 4,
ko =2, k1 = 3, ky = 1, k3 = 2.) Matice By, popisuje zménu populace od faze h do faze h + 1,
tj. projekci popula¢niho vektoru do nasledujici faze. Vyvoj populace budeme tedy modelovat
rovnicemi

n(t+741) =Byn(t+m), h=0,1,....m—1t=0,1,2,.... (4.1)
Podle této rovnice plati
’I’L(t + 1+ Th) = Bh_ln(t + 1+ Th—l) =
=Bn_1Bron(t + 14+ 74_2) = Byp_1Bp_2Bpsn(t + 1+ 74_3) = -+~
o+ =Bp1Bp2- - Bon(t + 1+ 79) = By_1Bpo- - Bon(t + ) =

=Bp_1Br—2---BoBr—1n(t + Tim—1) = B4—1Bp—2---BoByi—1Bpm_on(t + 15 2) = - -~
- =Bp_1Bp—2---BoByni—1Bim—2 - Byn(t + 1,).

Pro h € {0,1,...,m — 1} nyni polozime
Ap=Bp_1Bp 2+ BoByi-1Bpm—2-- By, zejména Ag = B, 1By 2+ Bo.

Abychom zjednodusili zapis vypocti, oznacime jesté A,, = Ag. Kazda z matic Ay, je ¢tvercova
rfadu ky. Predchozi vysledek mizeme nyni zapsat ve tvaru

n(t—|— 1 +Th) = Ah’n(t—i-Th)

69
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a z tohoto zapisu je vidét, ze
n(t+7,) = Aln(r,) = ALB,_1B,_2---B1Bon(0) = Bj,_1Bj_2 - - - B1BoA§n(0).
Budeme jesté pouzivat oznaceni
Dy, =Bp_1Br_2---BoBy—1Bm—2---Bri1, h=0,1,...,my.
Matice Dy, je typu kp x kp41 a plati
Ap =DypBpy, Apr1 = ByDy, h=0,1,...,m—1. (4.2)
Tvrzeni 15. VSechny matice Ag, A1, ..., A1 maji stejné nenulové vlastni hodnoty.

Dtikaz: Ponévadz podle (4.2) je
An O\ (! Dp\ _(DiB, O\ /! D\ (DuBn DyBiDy\ _
B, 0/J\O 1/ \B, 0O0)\O 1) \ By BxDy )
(1 Dp\ (O O\ (I Dp\/(O O
“lo 1 )\B, BDw) T \O 1) \By A/
| D)\ /A, O\ /I D)\ (O O
o I B, 0/\0 1) 7 \By Api)’

coz znamena, ze matice
< i ) ( )
B, O Brn Ani1

jsou podobné a tedy mayji stejna vlastni ¢isla'. Necht A je nenulové vlastni éslo téchto matic.
Pak plati

0 = det (@Z 8) —A <(') ?)) = det <AhB_h Al _OM> = det (A, — Al) (=\)kn+1)

takze det (A, — Al) =0 a A je vlastnim ¢islem matice Aj. Podobné

B 0O O I O\ ., . [-A O Y -
o ((2 ) A(b O))man (3, O ) = ntann .

plati

takze A je také vlastnim cislem matice Ay 1. O
7 tohoto tvrzeni také plyne, Ze vSechny matice Ay, h = 0,1,...,m — 1 jsou soucasné
primitivni, nebo reducibilni, nebo imprimitivni a ireducibilni.
Necht A je spoleénd dominantni vlastni hodnota matic Ay, h = 0,1,...,m — 1, tj. A je

rustovy koeficient populace. Ozna¢me wj, pravy normovany vlastni vektor matice Ap, prislusny
k dominantni vlastni hodnoté X. Pak podle (4.2) plati

)\'wh = Ah'wh = DhBh'wh.

"Matice M a N jsou podobné, pokud existuje regularni matice P takova, ze P"*MP = N. Cislo \ je vlastni
hodnotou matice M préavé tehdy, kdyz M — Al = S a matice S je singularni. Vynasobenim této rovnosti
matici P~! zleva a matici P zprava dostaneme ekvivalentni rovnost N — Al = P~1SP. P¥itom matice P~'SP je
singulérni, coz znamena, ze \ je vlastnim c¢islem matice N.
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Vynéasobenim této rovnosti matici By, zleva a s novym vyuzitim vztaht (4.2) dostaneme
)\Bh’wh = BhDhBhwh = Ah+1Bhwh-

To znamen4, ze vektor Bjwy, je vlastnim vektorem matice Ay, 1 piislusny k dominantni vlastni
hodnoté \. Plati tedy

Brwy,

Why1 = h=0,1,...,m—1;

IBrwnll;’
pritom klademe w,,, = wy. Analogicky odvodime, Ze pro normované levé vlastni vektory vy
matice Ay, plati

Blvh

O BT o,

opét klademe v,, = vy.

Upozornéme jesté na skutecnost, ze spoleéné dominantni vlastni é¢islo matic Ay, (tj. rychlost
ristu populace s cyklickou variabilitou) v pfipadé, ze vSechny matice By, h =0,1,...,m — 1
jsou ¢tvercové (tj. populace je v kazdé fazi ¢lenéna do stejnych tfid), nemusi nijak souviset
s vlastnimi hodnotami jednotlivych matic Bj. Napfiklad pro m = 2 uvazujme matice

0.2 0.2 0.1 3
BO_<0.9 0)’ Bl_<0.2 0>'

Dominantni vlastni hodnota matice By, resp. matice By, je 0.5359, resp. 0.8262. Z toho by se
mohlo zdat, Ze populace vymird. Ale dominantni vlastni hodnota matice

A — 0.1 3\ /0.2 02\ (272 0.02

=102 0)\09 0) (004 0.04
je rovna 2.7203, takze populace dosti rychle roste. Tento piiklad neni néjak umély, mize
popisovat populaci, ktera se v nepfiznivém obdobi roku (naptiklad obdobi sucha) soustieduje

na prezivani, v priznivém obdobi na rozmnozovani. Uvedeny jev tedy muze slouzit k analyze
strategie dormance semen nebo spor.

Na zavér jesté vySetifime citlivost rustového koeficientu A na slozky matice Bj. Ponévadz
podle (4.2) je

kny1

8(Ah)pq 0 T
B D )pi(Br)ig = 0¢;(Dn)pi = 0q;(Dp, )ip,

a(Bh)ij a(Bh)ij ;( h)pl( h)lq ‘U( h)P qj( h)p

plati podle fetézového pravidla pro derivovani slozené funkce

kp  kp o\ 3 kp  kp
ZZ@ ZZ@ (Dn)ip =

p=1g=1 p=1g=1
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Oznadime-li

oA\ Up)i(Wh)j
S(Ay) = <8(Ah)ij> = ( h)T( )

UV, wh
matici citlivosti rastového koeficientu A na slozkach matice Ay, (sr. 3.5.1) a

@)= ()

matici citlivosti rustového koeficientu A na slozkach matice Bj,, mizeme psat
S(Bn) = DA S(An).

Matici pruznosti E(By,) ristového koeficientu A vzhledem ke slozkdm matice By, mtizeme zapsat

C((Bry N\ 1
E(By) = ( o 8(Bh>lj> = $B o S(By).

ve tvaru

4.2 Periodicka variabilita

Predstavme si populaci, jez je strukturovana do k t¥id a vyviji se v prostredi, které se perio-
dicky méni. To mtize naptiklad byt zptisobeno ménicim se pocasim v pribéhu roku a podobné.
Takovou populaci mizeme modelovat rovnici

n(t+1) = At)n(t),

kde o ¢asové zavislé projekéni matici A(t) predpokladame, ze je pro vSechna t = 0,1,2,...
nezdpornd a ma periodu m, tj. A(t +m) = A(t). Tento model mtizeme povazovat za specidlni
pripad modelu s cyklickou externi variabilitou. Zménime ¢asové méritko tak, aby délka periody
byla jednotkové, tj. zavedeme novou nezavisle proménnou

1

s = —t.
m

Model pak mtzeme zapsat ve tvaru

h+1 h
n<s+i> :A(h)n<s+—>, h=0,1,....,m—1, s=0,1,2,...,
m m
.. h
coz je model (4.1) s 7, = —, By, = A(h).
m

4.3 Aperiodicka variabilita

Uvazujme model vyvoje populace strukturované do k trid s ¢asové zavislou projekéni matici
At)

n(t+1) = A(t)n(t); (4.3)
piitom matice A(t) je pro kazdé t = 0,1,2,... nezdporni. Resenim této rovnice s pocatecni

hodnotou n(0) je
n(t) = A(t — DAt —2) - - A(1)A(0)n(0). (4.4)
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Abychom mohli model (4.3) né&jak analyzovat, potfebujeme zavést nékolik dalsich pojmu
z teorie nezapornych matic.

Hilbertova projektivni pseudometrika d je definovana pro kazdou dvojici (x, y) nezdpornych
vektorid se stejnym nosic¢em, tj. takovych, ze x; = 0 pravé tehdy, kdyz y; = 0. Pseudometrika
d je definovana vztahem

max{ﬁ Dy > 0}

o , xT#o,
min{—zz Yi >0}

Yi

0, xr = o.

In

d(z,y)

Tvrzeni 16. Pseudometrika d ma vlastnosti:

1. d(x,y) > 0 pro vSechny ptipustné vektory x, y.

2. d(zx,y) = d(y, x) pro vSechny pfipustné vektory x, y.

3. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) pro vSechny pripustné vektory x, y.

4. d(x,y) = 0 pravé tehdy, kdyZ = ay pro néjaké a > 0.

5. d(x,y) = d(ax,by) pro vSechny piipustné vektory x, y a kladna ¢isla a, b.

6. Pro kazdou nezdpornou ¢tvercovou matici A a vSechny pfipustné vektory @, y plati
d(Az,Ay) < d(x,y). Je-li d(x,y) > 0, je tato nerovnost ostra.

Diikaz:
1. Tvrzeni plyne piimo z definice zobrazeni d.

2. Pro nulové vektory je symetrie zfejma z definice. Pokud y # o, plati

ey
max< —:y; >0

d(z,y) =In Yi = max {ln 19 DYy F 0} =d(y,x).
N Yi Tj
min {— Dy > 0}
Yi

3. Je-li néktery z vektortt x, y, z nulovy, jsou nulové vSechny a nerovnost je trivialni.

V opac¢ném pripadeé
"y .
max{—lzyi>0} max{&:yi>0}
Yi Zi

+ In =
Py
min{—Z Dy > 0}
Yi

min{% Dz > 0}
Zi

max{ﬁ:yi>0}max{%:zi>0} max{ﬁgiyizi>0
Zi
>1

n Ji % } = d(z, z).
|

min{ﬁ:yi>0}min{%: zi>0} min{ﬁ%: Yyizi >0
Yi 2 Yi Zi

d(xz,y) +d(y,z) =1n
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4. Je-li d(x,y) = 0, pak

{0} w0

2
a z toho dale plyne, Ze viechny hodnoty — jsou stejné, a tedy rovny néjaké konstanté
Yi
a. Opacna implikace je zfejma.

5. max{zxi Dby # 0} = %max {ﬂ HETHE 0} a podobné pro minimum.
Yi j

Yi
6. Necht i je libovolny index takovy, ze (Ay); # 0. Pak plati
D i
(Az); 5 _ aijyj T
(Ay)i X apyp ; > ipYp Yj
P P

a ponévadz

_QiY; Qi5Yj >0 ¥ .
1, —=">— > 0 pro vsechna 1, j,
Z Z QipYp >~ @ipYp
P
Ax): .
je hodnota (Az), vazenym primérem hodnot z mnoziny {ﬂ DY F 0}. To znamena,
) (Ay); Yj
e
(Ax); z;
min y; # O} < max cy; #£0 (4.5)
{ya ’ (Ay); v

pro v8echny indexy i takové, ze (Ay); # 0. Odtud déle plyne, Ze

om0} o {5 1)

o5 10 e

coz je ekvivalentni s dokazovanou nerovnosti.
Pokud je d(x,y) > 0, je podle jiz dokdzané vlastnosti 4. alespon jedna z nerovnosti
v (4.5) ostra. O

yﬂéO}

Vlastnosti 1., 2., a 3. jsou axiomy pseudometriky. Vlastnosti 4. a 5. fikaji, ze pseudometrika
d nerozliSuje (stotozinuje) vektory, které se lisi pouze velikosti, nikoliv smérem. Z vlastnosti
6. plyne, ze pro vSechny pripustné vektory x, y a nezdporné matice A plati nerovnost

d(Az,Ay)
d(z,y) —

neboli, Ze nasobeni nezapornou matici A nezvétsuje Hilbertovu pseudovzdalenost vektort. To
nam dale umoznuje pro nezapornou matici A definovat Birkhoffuv kontrakéni koeficient

d(Azx, Ay)

) = s { S

cd(x,y) > 0}.
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Tvrzeni 17. Koeficient 7(A) mé vlastnosti:

1. 0 < d(Az,Ay) < 7(A)d(x,y), 7(A) < 1 pro vSechny ptipustné vektory x, y a vSechny
nezaporné matice A.

2. Pro nezaporné ¢tvercové matice A, B plati 7(AB) < 7(A)7(B).

3. Pro nezapornou nenulovou matici A plati, Ze 7(A) = 0 pravé tehdy, kdyz A = cwv’,
kde ¢ je néjaka konstanta a w, v jsou levy a pravy vlastni vektor matice A prislusné
k jeji dominantni vlastni hodnoté.

4. Je-li A > 0, pak 7(A) < 1.

Diikaz:

1. Plyne ptimo z definice koeficientu 7 a z vlastnosti pseudometriky d.
2. Ponévadz podle tvrzeni 16.6. plati d(ABx, ABy) < d(Bx, By), je

d(ABx,ABy) oo fdBzBy)
UPBEABU) - e < oup { “BEEY) (o)}~ rie).

Z toho, ze 7(A) < 1 déale dostaneme 7(AB) < 7(B) < 7(B)7(A).

7(AB) = Sup{

3. Necht 7(A) = 0. Pak pro vSechny vektory « spliujici podminku d(x,y) > 0 plati
d(Azx, Ay) = 0, coz vzhledem k vlastnosti 16.4 pseudometriky znamena, Ze existuje ¢islo
a > 0 takové, ze Ax = aAy. Néasobeni matici A tedy zobrazuje vSechny vektory se
stejnym nosicem do jednorozmérného prostoru a z toho dale plyne, ze hodnost matice A
je 1.V8echny sloupce matice A jsou tedy nasobkem néjakého nezaporného a nenulového
vektoru q, tj. A = gp'. Pfitom p # o, nebot A # O. Necht nyni w je vlastni vektor
matice A prislusny k dominantni vlastni hodnoté \. Pak

A
Aw = Av = qu'w = <pT’w> q, tedy g=-——F—w.

pTw
Dale plati
A A T T
M =vA=vgp' = v —wp' = Y pr, tedy p = va.
pTw pTw vTw
Odtud dostavame, 7e A = —wwv .

vTw
Necht A = cwwv. Pak pro libovolné vektory x, y plati

Az = cwv'z = <cha:) w, Ay=cwv'y= (chy) w,
takze -
Az = cwv'x = <C'vTa:) w = QAZ/’
'y

coz podle tvrzeni 16.4 znamend, ze d(Ax,Ay) = 0.

4. Napf. J. E. Carroll, Birkhoff’s contraction coefficient. Linear Algebra and its Applicati-
ons 389 (2004) 227-234. O
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Vréatime se nyni k rovnici (4.3) a jejimu feSeni (4.4). Polozme
H: = At — 1)A(t —2)--- A(1)A(0).

Rekneme, Ze posloupnost matic {H;};<, je slabé ergodickd, pokud tlim 7(H¢) = 0.
— 00

Pro kazdé dva nezaporné vektory «, y se stejnym nosi¢em podle tvrzeni 17.1 plati
0 < d(Hiz,Hey) < 7(Hy)d(z, y),
takze z véty o tfech posloupnostech plyne

t1i>r£o d(Ht$, th) =0

pro slabé ergodickou posloupnost matic {H;}. Pokud je tedy posloupnost matic {H;} slabé
ergodicka, pak feseni rovnice (4.3) maji pro libovolné po¢atecéni podminky asymptoticky ekvi-
valentni smér. Z vlastnosti 17.3 mizeme usoudit, Ze slabé ergodicka posloupnost matic {H;}
je asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti matic {)\twt'vtT }, kde )\; je dominantni vlastni
hodnota matice H; a wy, resp. vy, je piislugné levy, resp. pravy, vlastni vektor. Reseni rovnice
(4.3) je tedy asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti vektort

{)\twt'vtTn(O)} = {(At'vtTn(O)> wt} .

Slabé ergodicka poslupnost matic je tedy jistym zobecnénim pojmu primitivni matice. Pies-
néji:

Pokud je matice A(t) v rovnici (4.3) konstantni a primitivni, tj. A(f) = A pro vSechna
t > 0 a existuje tyg < 0 takové, ze Al > 0, pak je posloupnost matic {H;} = {At} slabé
ergodicka.
Ditikaz: Podle tvrzeni 17.1 a 17.2 je

0<7(A) =7 <At7[t/t0]t0A[t/t0}t0> <
<7 <At*[t/t0]to) - <A[t/t0}t0) <r <At*[t/t0]to> T(Ato)[t/to} < 7-(Ato)[t/to]_

Ponévadz podle 17.4 je 7(A) <1, je lim T(Ak)[t/t] = 0, takze také Jlim 7(A") = 0. O
—00 —0o0
Necht jsou vSechny matice A(t), t = 0,1,2,..., v rovnici (4.3) primitivni a maji stejnou

incidenéni matici, tj. pro vSechna ¢,s > 0 a vSechny dvojice indext ,j plati, Ze a;j(t) = 0
pravé tehdy, kdyz a;;(s) = 0. Pokud existuje konstanta K takova, zZe

) max {a;;(t) : a;;(0) > 0}
hfgiilolp min {aij(t) : ai;(O) > 0} <k (4.6)

pak je posloupnost matic {H;} slabé ergodicka. Podminka (4.6) fika, Ze variabilita prostiedi
neni takova, ze by néktery koeficient projekéni matice ,,témér vymizel®.
4.4 Ulohy a cviceni

1. Uvazujte model dynamiky populace jednoletych bylin. Rostliny kvetou a produkuji se-
mena na konci léta. Néekterd ze semen na podzim vykli¢i a pfezimuji jako sazenicky, jina
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prezimuji a vykli¢i az na jare. Ozimé rostlinky maji naskok v riastu, takze z nich vy-
rostou stfedni nebo velké rostliny, z jarnich pouze malé nebo stredni. Matice popisujici
jednotlivé faze mohou byt

bi1 O 03 0
Bjaro = b21 b22 =101 0.6 ; Bléto = (611 C12 613) = (1 10 100),
0 bs2 0 02

B _(du) _ (05 . _ (fu 0 _ (005 0
pozdni 1éto = dy1) — \05)’ Zzma T\ o o 0 0.1)°

Vétsi sazenicky (ozimé) tedy maji vétsi sanci vyrfist. Cim vétsi je rostlina, tim vice
semen produkuje. Rostlinka je mrazem méné zranitelna, nez semeno. Tato populace
rostlin je hypotetickd, ale je inspirovana realnou populaci. (A. R. Watkinson, The po-
pulation ecology of winter annuals. in H. Synge (ed.) The biological aspects of rare plant
conservation, Wiley, NY 1981, p. 253-265.)

Vypocditejte rustovy koeficient populace, jeho citlivost na slozky matic B;, ¢ € {jaro,
léto, pozdni léto, zima}, a jeho pruznost vzhledem k témto slozkam.
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Kapitola 5

Modely s interni variabilitou

5.1 Priklad — populace strukturovana podle plodnosti

Uvazujme opét model (1.9) popisujici vyvoj populace, v niz lze jedince rozlisit na juvenilni a
dospélé (plodné). Projekéni matice populace je tvaru

A— (01(1 —) s0> |
o1y 02

kde o7 ... pravdépodobnost preziti juvenilnich jedinct do dalsiho obdobi;
09 ... pravdépodobnost pieziti plodnych jedincii do dalsitho obdobi;
~ ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje;
@ ... stfedni pocet potomkt plodného jedince za jedno obdobi.

Charakteristicky polynom matice A je na levé strané rovnosti (3.4), takze dominantni
vlastni hodnota (zavisejici na vSech parametrech) je podle (3.6) rovna

1

A= AM(01,02,7,¢) = 3 (0'1(1 —7) + o2 +\/(0'1(1 -7) —0'2)2 +401780> .

Odtud je vidét, ze Ai(01,02,7,¢) > 1 pravé tehdy, kdyz

(1—02)(1=01(1—7))
o1y .

p 2

Zejména
1
A(o1,09,1,0) = 3 <O’2 —H/U% +401gp> .

a A (o1,09,1,¢) > 1 pravé tehdy, kdyz po; > 1 — 0. Jinak feceno, populace s bezprostied-
nim dospivanim nevymird pravé tehdy, kdyz plodnost nasobend pravdépodobnosti preziti
juvenilnich jedincd neni mensi nez tmrtnost dospélych.

Kazdy z ekologickych (demografickych) parametr modelu muze zéviset na velikosti popu-
lace nebo na jejim slozeni (relativnim nebo absolutnim zastoupenim jednotlivych tfid). Velka
populace, tj. velkd vnitrodruhova konkurence, mtize omezovat preziti, rychlost dospivani i
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plodnost:
o1 = Xqe fumTsnnz (5.1)
09 = Yge S21M1Ts22m2 (5.2)
v = Te 9tm—92n2z, (5.3)
o = He—f1mi—fanz (5.4)

Parametry X1, 3o, I', ® lze interpretovat jako pravdépodobnosti preziti juvenilnich jedinci,
preziti plodnych jedinct, maturace béhem projekéniho intervalu a specifickou plodnost dospé-
Iych jedinct (v tomto potadi) za predpokladu, Ze se neprojevuje vnitrodruhova konkurence.
Parametry s;j, g, fi, 1,7 = 1,2 udéavaji ,velikost vlivu“ vnitrodruhové konkurence na pieziti,
dobu dospivani a plodnost. VSechny parametry jsou nezaporné; pro pravdépodobnosti I'; 31,
Yo plati: 0 < v < 1, tj. juvenilni jedinec dospéje v konecéném case, 0 < 1 < 1, tj. v realné
populaci nemohou vsichni jedinci zemfit pfed dosazenim plodnosti, 0 < 3o < 1, tj. dospéli
jedinci nemohou neumirat.
Parametry o1, 02, 7 a ¢ budeme chépat jako funkce vektoru n = (ny,n9)". Oznaéme

)‘(1) = )‘1(01(0)702(0)77(0)7@(0))7
AT = i At(o1(n), o2(n),7(n), ¢(n)),
pokud posledni limita existuje. Plati: Je-li 0 < A$* < 1 < A, pak
0 <inf{|n(t)|| : t € No} <sup{|n(t)||: t € No} < o0,

tj. populace dlouhodobé preziva a jeji velikost je omezena.
Jsou-li funkce o1, 09, v a ¢ dany rovnostmi (5.1)—(5.4), pak

lim o1(n) = pokud min {s11,s12} > 0,
]| —o0
lim oy(n) = pokud min {s91, 822} > 0,
]| —o0
lim ~(n)= pokud min{gy, g2} > 0,
]| —oc0
lim ¢(n)= pokud min {fi, fa} > 0,
]| =00
déle
I — o(1—
¢1_I{10A1(0170277,<P) o1(1—7),
hm )‘1(0-1? 02,7, QD) = 01,
11m Al(al,ag,'y, ©) = o9,
o1—0
hg M(o1,09,7,¢0) = = (O’l (1-— —i—\/ (1-— —{—401730)
g2

a funkce A1 je spojitou funkei svych proménnych. Odtud plyne:

e pokud plodnost zavisi na velikosti populace podle vztahu (5.4) s min{fi, fo} > 0 a
ostatni parametry modelu jsou konstantni, pak velikost populace nemize riist neome-
zené (nebof o1(1 — ) < 1) — stabilizace populace zmensenim plodnosti pii velké po-
pula¢ni hustoté;
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e pokud pfevracend hodnota doby dospivani zavisi na velikosti populace podle vztahu
(5.3) s min{g1, g2} > 0 a ostatni parametry jsou konstantni, pfi¢emz piezivani juvenil-
nich jedinct neni jisté (o7 < 1), pak populace nemiize rist neomezené — stabilizace
populace odlozenim reprodukce pri velké populacni hustoté;

e pokud pravdépodobnost pfeziti juvenilnich jedinci zavisi na velikosti populace podle
vztahu (5.1) s min{s1,s12} > 0 a ostatni parametry jsou konstantni, pak populace
nemuze rist neomezené — stabilizace populace zvétsenim tmrtnosti juvenilnich jedinct
(nebo infanticidou) pii velké popula¢ni hustoté;

e i kdyz pravdépodobnost preziti dospélych jedinct zavisi na velikosti populace podle
vztahu (5.2) s min{ss1, s92} > 0, mize populace rist neomezené; k tomu napiiklad
dojde, kdyz plodnost je velké,

1—01(1—
a1y
Stejné tvahy se stejnymi zavéry lze provést i v pripadé, ze parametry oy, oo, v a ¢ zavisi na
velikosti populace jinym zptisobem, nez podle vztaht (5.1)—(5.4), ale stale maji vlastnost

lim oy(n) =0, lim o2(n) =0, lim ~(n) =0, lim ¢(n)=0.
]| =00 l[m[|—o0 [n]l—o0 [n]l—o0

Na obrazku 5.1 vlevo je zndzornéna dynamika populace, jejiz ekologické (demografické)
charakteristiky o1, 09, v, ¢ nezaviseji na populac¢ni hustoté. Na obrazcich 5.1 vpravo, 5.2,
5.3 vlevo jsou priklady populace se stejnymi hodnotami parametri 3y, 3, I' a ® takovych,
ze pravé jeden z ekologickych (demografickych) parametr zavisi na velikosti (hustoté) po-
pulace. U populace na obr. 5.3 vlevo se projevuje vliv vnitrodruhové konkurence na preziti
dospélych jedincti (napf. vnitrodruhova agresivita rostouci s populaéni hustotou); tento vliv
vSak nezajisti regulaci velikosti populace. Vliv vnitrodruhové konkurence na preziti dospélych
stabilizuje velikost populace pfi nizsi plodnosti, obr. 5.3 vpravo.

Na obrazcich 5.4-5.7 jsou ukézky rtznych invariantnich mnozin a prislusné dynamiky
populace. U populaci na obrazcich 5.4, 5.5, 5.7 se jedna o stabilizaci populace omezenim
plodnosti pti velkych populac¢nich hustotach, u populace na obrazku 5.6 se jedna o stabilizace
populace odlozenim reprodukce pii vyssich populac¢nich hustotach.
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Obréazek 5.1: Vyvoj populace strukturované podle plodnosti.

Pouzité parametry: 31 = 0.5, 39 = 0.1, I' = 0.1, ® = 50, n1(0) = 1, n2(0) = 0.

Vlevo: Ekologické parametry nezavisi na velikosti populace, tj. f1 = fo =0, g1 = g2 = 0,
S$11 = S12 = 0, §91 = S99 = 0 a v duasledku )\1 = 1.8658.

Vpravo: Plodnost ¢ zavisi na velikosti populace, ostatni parametry nikoliv, tj. f1 = fo = 1,
g1 = g2 =0, 511 = s12 = 0, s91 = s99 = 0 a v dusledku )\(1) = 1.8658, A\{® = 0.45. Stabilizace
populace omezenim plodnosti.
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Obrazek 5.2: Vyvoj populace strukturované podle plodnosti.

Pouzité parametry: 31 = 0.5, ¥ = 0.1, I' = 0.1, ® = 50, n1(0) = 1, n2(0) = 0.

Vlevo: Dospivani v zavisi na velikosti populace, ostatni parametry nikoliv, tj. fi = fo = 0,
g1 = g2 =1, s11 = s12 = 0, s91 = s99 = 0 a v disledku )\(1) = 1.8658, A\}°® = 0.5. Stabilizace
populace odlozenim reprodukce.

Vpravo: Pieziti juvenilnich o1 zévisi na velikosti populace, ostatni parametry nikoliv, tj.
f1 == f2 == 0, g1 = ga = 0, S$11 = S12 = 1, §91 = S99 = 0 a v dusledku )\? == 18658, )\?O =0.1.
Stabilizace populace zvétSenim Gmrtnosti juvenilnich (infanticidou).
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Obrazek 5.3: Vyvoj populace strukturované podle plodnosti.
Pouzité parametry: 31 = 0.5, 39 = 0.1, I' = 0.1, n1(0) = 1, n2(0) = 0.

Vlevo: Preziti dospélych oy zavisi na velikosti populace, ostatni parametry nikoliv a fertilita
je velka, tj. ® =50, f1 = fo =0, g1 = g2 = 1, s11 = s12 = 0, S91 = 590 = 0 a v dusledku
)\(1) = 1.8658, A\7° = 1.8221. Zpomaleni ristu zvétSenim tmrtnosti dospélych.

Vpravo: Preziti dospélych oo zavisi na velikosti populace, ostatni parametry nikoliv a fertilita
je mala, tj. ® = 10.5, f1i = fo =0, g1 = g2 = 1, s11 = s12 = 0, S91 = S99 = 0 a v dusledku
A = 1.0204, \3° = 0.9837. Stabilizace populace zvétsenim timrtnosti dospélych.
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Population projection Attractor
o —
o
Te]
- Il - i
4 \“J S
= o o
§ <
>
= |
o ||
o
o _| ©
© T T T T T S 7
0 20 40 60 80
time )
=
°
© <
Q —
o
[eo]
o 4 N
o S
o
@ _
3
g I
o
N o
o S
o o
o
0 20 40 60 80 0.0 0.5 1.0 15
time juveniles

Obrazek 5.4: Rovnovazny bod.
Pouzité parametry: X1 = 0.5, ¥ = 0.1, I' = 0.1, ® =50, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
s11 = 812 = S21 = S22 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0



86 KAPITOLA 5. MODELY S INTERNI VARIABILITOU

Population projection Attractor
| | .
o S - “ e
P M . ||
% \“ “ “ ‘\ ‘\ ‘\ | | ‘\ ‘\ ||
o
w‘ 2 - .
e T T T T T
0 20 40 60 80
time @
2 o ¢
[ ]
S - T T T T T ° T T T T T
0 20 40 60 80 0 2 4 6 8
time juveniles

Obrazek 5.5: Cyklus periody 4.
Pouzité parametry: 31 = 0.5, 3o = 0.1, I' = 0.1, ® = 500, f; = fo =1, g1 = g2 = O,
s11 = s12 = 821 = s22 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0
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Obrazek 5.6: Invariantni smycka.
Pouzité parametry: 31 = 0.5, 3o = 0.1, I' = 0.1, & = 300, f1 = fo =0, g1 = g2 = 1,
s11 = 812 = S21 = 822 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0
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Obrazek 5.7: Podivny atraktor.
Pouzité parametry: 3; = 0.5, ¥o = 0.1, I' = 0.1, ® = 1800, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
s11 = 812 = S21 = S22 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0
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