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M7222 — 4. ¢VICENI : GLMO4a (Problémy s prilis malou ¢éi prilis
velkou variabilitou: underdispersion, overdispersion)
Méjme néhodny vybeér Y,, = (Y1,...,Y,)" z rozdéleni exponencialniho typu, ktery se ridi

G LM modelem, tj. se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti ¢i sdruzenou pravdépodobnostni
funkei tvaru
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tj. jde o regularni hustotu exponencidlniho typu v kanonické skalové formé. Predpokladejme,
ze pro hustotu exponencidlniho typu plati:

Vi(¢) = kJ
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kde w; > 0 jsou znamé apriorni vahy a ¢ > 0 je neznamy rusSivy parametr, ktery se
téz nazyva Skalovym ¢i rozptylovym parametrem.

Pak pfi testovani vhodnosti modelu hraje velmi dulezitou roli tzv. (8kalova) deviace, kterou
muzeme vyjadrit takto
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a D* nazveme neSkalovanou deviaci (unscaled deviance). Protoze plati
D=-D" ~ x*(n—m) = ED =—-ED* ~n—m,
¢ )
nebot’ stiedni hodnota u x? je rovna poétu stupiiti volnosti, pak
o D*
¢p+ = .
n—m

Dalsi ¢asto pouzivanou mirou vhodnosti modelu je tzv. zobecnéna Pearsonova statis-
tika
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a proto dalsim momentovym odhadem zalozenym na této statistice je

X2
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Ptehled rozptylovych parametru a neskalovanych deviaci pro rozdéleni exponencialniho
typu je dan v nasledujici tabulce.
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Problém s prilis velkou ¢i malou variabilitou se tyka téch rozdéleni, u kterych ma byt
scale parametr roven jedné, tj. binomického a Poissonova rozdéleni. Proto si nejprve tato dvé
rozdéleni pripomenme.

Nahodnd veli¢ina s binomickym rozdélenim Z = nY ~ Bi(n,n), kden € N,z € (0,1), ma

f2(2) = (:) 7 (1—7)""* = exp {zln <£> +nln(l—7) +1In <Z> } pro z=0,...,n,

pficemz
EZ =p=nnm a DZ =nn(l —mn).
Tedy prirozeny parametr 6 =In (ﬁ)
rozptylovd funkce V(p) = pu(l —p)
scale factor p=1
vdhy w = n.
Vidime, ze plati
DZ < EZ nebot’ DZ=nr(1—-7m) a (1-—m)€(0,1).
——
EZ

Naproti tomu ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim Y ~ Po(\), kde A > 0 ma

NeA
fly) = ; =exp{ylnA—AX—Iny!} pro y=0,1,2,...
y!

pricemz
EY ==\ a DY =\
Tedy prirozeny parametr 60 =In\
rozptylovd funkce Vip)=p
scale factor p=1
vdhy w=1.

Pro Poissonovo rozdéleni tedy plati, ze

DY = FEY.
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Pokud pro redlnad data dojde k tomu, ze napiiklad pro binomické ¢i Poissonovo rozdéleni
je rozptyl vétsi nez stfedni hodnota, pak jde o overdispersion. Pokud je napiiklad u dat, pro
ktera jsme predpokladali Poissonovo rozdéleni, rozptyl naopak mensi nez stfedni hodnota,
pak jde o underdispersion.

V téchto pifpadech neni hodnota disperzniho (scale) parametru ¢ (jakozto poméru £2¥)

EY
rovna 1.

Ve vypisu vysledki modelu nds na tuto situaci upozorni vyrazné vétsi (mensi) hodnota
rezidudlni (tedy nevysvétlené) deviace ve srovnani s rezidudlnim poctem stupnu volnosti, coz
je st¥edni hodnota x? rozdéleni.

Existuje fada moznych vysvétleni, pro¢ k tomu doslo. Tak napiiklad v biologickych studi-
ich muze byt overdispersion dusledkem agregovaného vyskytu organismu. Nebo je tento jev
dusledkem zavislosti v datech, které standardni model nepredpokladd. Muze se také stat ze
prirozeny parametr neni staly, ale méni se nahodné mezi jedinci. P#ilis maly ¢i velky rozptyl
muze vzniknout také nezarazenim nékteré dulezité vysvétlujici proménné.

V prostiedi R je k feseni tohoto problému k dispozici modifikovand volba pro tiidu expo-
nencialntho rozdéleni. V ptipadé binomického rozdéleni mame moznost volby
family=quasibinomial
a pro Poissonovo rozdéleni
family=quasipoisson.

Nejde o novy typ exponencialniho rozdéleni, ale o zménu ve vypoctu druhého momentu,
pro jehoz odhad se pouzije jednoduchy momentovy odhad disperzniho parametru ¢.

Vyslednd korekce rozptylu je pak dulezitd pti testovani hypotéz, nebot’ zohlednuje vyssi/nizsi
variabilitu v datech a zabranuje tak nadbytku/nedostatku falesné pozitivnich vysledku testu
hypotéz o parametrech modelu.

Hodnota parametru ¢ se stanovi z poméru Pearsonovych rezidui a rezidualniho poétu
stupnu volnosti, tj. pomoci ¢ y2.

Vratime se k piikladu The Working Activities of Bees. Nejprve nacteme popis dat, nasledné
samotna data, nakonec data vykreslime.

> fileTxt <- paste(data.library, "bees.txt", sep = "")
> con <- file(fileTxt)
> (popis <- readLines(con))

[1] "The working activities of bees"

[2] "

[3] "http://www.math.tau.ac.il/"felix/GENLIN/Bees.dat "

[41 "

[6] "The file contains the data about \"working activities\" "

[6] "of bees in the bee-hive (Hebrew: \"kaveret\") as a function "
[7]1 "of time of the day. One of the important characteristics "
[8] "of \"working activities\" is the number of bees leaving "

[9] "the bee-hive for outside activities. "

[10] "The data collected during several successive non-rainy days "
[11] "contain the number of bees that left the bee-hive and the time "
[12] "of the day (in hours). "
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> close(con)

> fileDat <- paste(data.library, "bees.dat", sep = "")
> data <- read.table(fileDat, header = FALSE)

> names(data) <- c("number", "time'")

> str(data)

,data.frame,: 504 obs. of 2 variables:

$ number: int 34 13 11 32 39 36 34 20 16 35 ...
$ time : int 9 10 12 13 14 15 9 10 12 13 ...

> with(data, plot(number ~ time, cex = 0.75))
> mtext (popis[1], cex = 1.25)

The working activities of bees
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Obrézek 1: Bodovy graf dat The Working Activities of Bees.

Protoze zavisle proménna number znad¢i pocty véel, budeme predpokladat, ze jeji rozdélent
je Poissonovo. Jako linkovaci funkei zvolime kanonickou, tj. logaritmus. Pomoci GLM modelu
budeme zkoumat vztah mezi proménnymi number a time.

> ml <- glm(number ~ time + I(time"2), data = data, family = poisson)
> summary (m1)

Call:
glm(formula = number

time + I(time~2), family = poisson, data = data)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.009 -2.691 -1.232 1.317 11.789
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Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) -12.235733 0.285242 -42.90 <2e-16 **x*

time 2.698642 0.049285 54.76 <2e-16 **x
I(time~2) -0.114931 0.002096 -54.84 <2e-16 **x
Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,**, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Null deviance: 9305.5 on 503 degrees of freedom

Residual deviance: 4879.3 on 501 degrees of freedom

AIC: 6830.6

Number of Fisher Scoring iterations: 6

Vsimnéme si, ze hodnota rezidudlni deviace je nepomérné vyssi nez pocet stupnu volnosti,
coz je stiedni hodnota x? rozdéleni.

> (Scale <- mi$deviance/m1$df.residual)

[1] 9.739058

Vidime,ze tato hodnota je témér desetkrat vyssi. Zvolime tedy variantu s volbou
family=quasipoisson.

> mlq <- glm(number ~ time + I(time”2), data = data, family = quasipoisson)
> summary(mlq)

Call:
glm(formula = number
data = data)

time + I(time~2), family = quasipoisson,

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-6.009 -2.691 -1.232 1.317 11.789

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -12.235733 0.938884 -13.03 <2e-16 *x*

time 2.698642 0.162223 16.64 <2e-16 **x
I(time~2) -0.114931 0.006898 -16.66 <2e-16 **x
Signif. codes: O ,*xx, 0.001 ,**, 0.01 ,*, 0.05 ,., 0.1, , 1

(Dispersion parameter for quasipoisson family taken to be 10.83416)
Null deviance: 9305.5 on 503 degrees of freedom

Residual deviance: 4879.3 on 501 degrees of freedom

AIC: NA

Number of Fisher Scoring iterations: 6
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Vidime, ze pouziti volby family=quasipoisson neovliviiuje odhady koeficientti, ale méni

jejich odhady variability. Na zavér tohoto piikladu jesté graficky srovname oba vysledky.

VVVVVVVYVVYV

VVVVVVVVVYVVYV

V V.V Vv Vv Vv

number of bees that left the bee-hive

par (mfrow = c(1, 2), mar = c(4, 4, 2, 0) + 0.05)

ab <- range(data$time)

xx <- seq(ab[1], ab[2], length.out = 200)

x <- c(xx, rev(xx))

yy <- predict(ml, list(time = xx), type = "response")

predicted.log <- predict(ml, list(time = xx), type = "link", se = T)

CI.L.log <- exp(predicted.log$fit - 1.96 * predicted.log$se.fit)

CI.H.log <- exp(predicted.log$fit + 1.96 * predicted.log$se.fit)

y <= ¢(CI.L.1log, rev(CI.H.log))

plot(data$time, data$number, type = "n", ylab = "number of bees that left the bee-hive",
xlab = "time of the day (in hours)")

polygon(x, y, col = "gray75", border = "gray75")

points(data$time, data$number, cex = 0.75)

lines(xx, yy, col = "red", lwd = 2)

mtext (paste(popis[1], "-", "Poisson regression"), cex = 1.025)
phi <- round(summary(ml)$dispersion, 3)
mtext (text = bquote(phi == .(phi)), side = 3, line = -1, cex = 1)

yy <- predict(mlq, list(time = xx), type = "response")

predicted.log <- predict(mlq, list(time = xx), type = "link", se = T)

CI.L.log <- exp(predicted.log$fit - 1.96 * predicted.log$se.fit)

CI.H.log <- exp(predicted.log$fit + 1.96 * predicted.log$se.fit)

y <= ¢(CI.L.log, rev(CI.H.log))

plot(data$time, data$number, type = "n", ylab = "number of bees that left the bee-hive",
xlab = "time of the day (in hours)")

polygon(x, y, col = "gray75", border = "gray75")

points(data$time, data$number, cex = 0.75)

lines(xx, yy, col = "red", lwd = 2)

mtext (paste(popis[1], "-", "Quasi Poisson regression"), cex = 1.025)
phi <- round(summary(miq)$dispersion, 3)
mtext (text = bquote(phi == .(phi)), side = 3, line = -1, cex = 1)
The working activities of bees — Poisson regression The working activities of bees — Quasi Poisson regressior
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Obrazek 2: Srovnéani vysledkl bez a s vyrovnanim se s problematikou pftilis velkého rozptylu.



