KAPITOLA 1

Uvod do matematické statistiky

1. NAHODNY VYBER A VYBEROVE CHARAKTERISTIKY

V teorii pravdépodobnosti se predpoklada, ze

e je znamy pravdépodobnostni prostor (2, 4, P)
e aze také zndme rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in (resp. ndhodnych
vektort), které na tomto pravdépodobnostnim prostoru uvazujeme.

V matematické statistice vsak

e mame k dispozici vysledky n nezavislych pozorovani hodnot sledované nahodné
veliciny X, které se ve statistice fika statisticky znak, tj. mame

T = X(wl)s sy Tp = X(Wn)

e a na zaklad¢é téchto pozorovani chceme ucinit vypovéd o rozdéleni zkoumané né-
hodné velic¢iny.

Definujme nejprve zakladni pojmy matematické statistiky. Zakladnim pojmem matema-
tické statistiky je pojem nahodného vybéru.

DEFINICE 1.1. Nahodny vektor X, = (Xi,...,X,)" nazgvime nahodnym vybérem
z rozdéleni pravdépodobnosti P, pokud

(i) X1,...,X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny,

(i1) Xi,..., X, maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti P.
Cislo n nazyvame rozsah nidhodného vybéru. Libovolny bod x, = (z1,...,2,), kde
x; je realizace ndhodné veli¢iny X; (i = 1,...,n), budeme nazyvat realizaci nahodného

vybéru X, = (Xi,...,X,)". Mnozinu vSech hodnot, kterych mtze ndhodny vybér nabyt,
nazyvame vybérovy prostor a budeme jej znacit X.

Zékladni déleni matematické statistiky je dané strukturou mnoziny vsech moznych rozdé-
leni (ozna¢me ji P) ndhodného vybéru X. Velmi ¢asto vybirdme do mnoZiny P jen rozdéleni,
ktera jsou stejného typu a ktera zavisi pouze na n&jakém (skaldrnim ¢i vicerozmérném) para-
metru. Tento parametr se vétsinou znaci 6 a pravdépodobnostni miry z mnoziny P symbolem
Py. Pritom predpokladame, Ze parametr 8 nabyva hodnot z néjaké mnoziny ©.

DEFINICE 1.2. Mnozinu P pravdépodobnostnich meér tvaru

P = {Ps;0 € ®}

nazyvame parametrickou t¥idou rozdéleni. Vektor 6 nazyvame parametrem rozdé-
leni pravdépodobnosti Py a mnozinu ® moznych hodnot parametru @ parametricky
prostor.

Necht ndhodny vybér X, = (X1, ..., X,,) je z rozdéleni, které je ddno distribu¢ni funkei
F(z,0), 8 € ©. Zkrécené budeme znadit:

1{Xy,.... X} =~ F(z;0).

Nyni se zminme o tzv. rodinach rozdéleni.
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DEFINICE 1.3. Necht g(z) je néjaké hustota. Definujme rodiny rozdéleni
Fir={f(z;0) = g(z - 0);0 e R}
Fp={f(x;0) =39 (5);0 >0}
F3 = {f(x;@,é) = %g(’”T_g) 0 eR, 6 > 0}
Pak tikame, ze je rodina s parametrem polohy (location family), je rodina

s parametrem méFitka (scale family) a je rodina s parametrem polohy a mé-
Fitka (location-scale family).

Cilem teorie odhadu je na zakladé ndhodného vybéru odhadnout

e rozdéleni pravdépodobnosti,
e popripadé nékteré parametry tohoto rozdéleni,
e anebo nalézt odhad néjaké funkce parametrt 0, tj. v(8).

Funkci v(0) nazyvame parametrickou funkei. V matematické statistice se pro funkee,
pomoci ktergch budeme odhady provadét, nazgvaji statistikou. (Tyto funkce jsou navic
méfitelné).

DEFINICE 1.4. Libovolnou nédhodnou veli¢inu 7,,, kterd vznikne jako funkce ndhodného
vybéru X,, = (X3,...,X,), budeme nazyvat statistikou, tj. 7, = (X1, ..., X,)".

Piiklad 1.5. Vybérova (empiricka) distribuéni funkce.

Ukézeme, jakym zptisobem lze naptiklad informaci obsazenou v ndhodném vybéru zuzitkovat
k popisu distribuéni funkce. Méjme 1L{X},..., X,,} ~ F(z;0).

) TPt . o g 1 z€eB,
Zavedme tzv. indikator mnoziny predpisem: Ip(x) = v '
0 z¢B
1 X;<ux, .
a pro = € R indikator jevu: I;(z) = I(_o0 o> (Xi) = - pro i=1,...,n.
’ 0 X;>ux
Potom I1(x), ..., I,(x) jsou nezévislé ndhodné veli¢iny se stejnym alternativnim rozdélenim
pravdépodobnosti s parametrem 7 € (0,1), tj. .{f,...,I,} ~ A(w). Parametr 7 je roven

pravdépodobnosti tspéchu, tj.

P(li(z) =1)=P(X; <a) = F(z;0) = [u{h,.... L.} ~A(r = F(z;0))]

Polozme
Y(z) = XL L)
F‘n(‘r) = Y)

n

a postupné pocitejme

EF,(z)|= EY® —

n

Y, =

3=
3=

ZL-(:I;) =L.nF(z;0) = m

Protoze posloupnost {F,,(z)}22, splituje jak slaby, tak silny zakon velkych éisel, tak plati

lim, .o P(|F,.(z) — F(x;0) >¢) = 0
P(lim, . F,(z) = F(x;0)) =1
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. 7 uvedenych vztaht je vidét, ze pokud rozsah vybéru
bude dostatecné velky, lze distribuéni funkci roz-
déleni, z néhoZ vybér pochazi, dostateéné piesné
aproximovat pomoci vybérové (empirické) dis-
tribu¢ni funkce.

Predpokladejme, ze rozdéleni, z néhoz vybér pochazi,

ma koneéné druhé momenty se stfedni hodnotou u a
I rozptylem o2, coz budeme déle znadit

WXy, X~ L, o).

Tedy pro kazdé i = 1,...,n plati

EX; = p
DXL = 0'2.

Potom tyto charakteristiky ziejmé zavisi na parametru 6, nebot

o= [ xdF(z;0)
o = [Z (z—p)?dF(z;0)

proto bude lépe znacit je | 11(0) | a|o?(0) | misto pu a o2

Vsimnéme si déle, Ze pro kazdé = € R je ‘ F,(z) = F,(X1,...,X,)
néhodnou veli¢inou (ktera nabyva hodnot mezi nulou a jednickou) a tim i funkei elementér-
niho jevu w € Q.

statistikou, tim také

Zvolime-li w libovolné, ale pevné a uvazujeme-li jako funkci proménné x, pak lze

snadno odvodit, Ze je tato funkce distribuéni funkci néjaké ndhodné veli¢iny a lze zavést
jeji stfedni hodnotu a rozptyl

fp = ff; xdF,(x;0) = 71—12?:1 X;
on = [ (@ = p)?dF(2;0) = 5 30 (Xi — i)

Z¥ejmé 1, a o2 jsou borelovské funkce ndhodného vybéru a tedy statistiky a lze je
povazovat za odhady parametrickych funkci 1(0) a 0(0). Lze ocekévat, ze ¢im bude rozsah
néhodného vybéru vétsi, tim bude odhad uvedenych parametrickych funkei kvalitnéjsi.

Poznamka 1.6.
Odhadem parametrické funkce |v(0)| budeme rozumét néjakou statistiku

:rn = T(Xh .. ~7Xn)l

, kterd bude pro rizné ndhodné vybéry kolisat kolem ~(0).

Statistika T,, = T(X1, ..., X,) zavisi na parametru @ prostfednictvim distribuéni funkce
rozdéleni, z néhoz vybér pochazi.

Také rozdéleni této statistiky, tj. ndhodné veli¢iny, zavisi na parametru 6.

Proto stfedni hodnotu a rozptyl této statistiky budeme znadit a .
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DEFINICE 1.7. VYBEROVE CHARAKTERISTIKY. Necht X, = (Xi,...,X,)" je ndhodny
vybér rozsahu n z rozdéleni s distribuéni funkei F(z; 0), 6 € ©. Potom statistika
X, =X=L1"X; se nazyva vybérovy primér
S52=82=_L3" (X;—-X)? vybérovy rozptyl
§,=5= \/S_T% =52 vybérova smérodatna odchylka
Fo(z)=1 ilf(,ooyp(Xi) vybérova (empirickd) distribuéni funkce
=

2. NESTRANNOST, VYCHYLENI, KONZISTENCE ODHADU

Za lepsi odhad se povazuje ten, jehoz rozdéleni je vice koncentrované okolo neznamé
hodnoty parametru. Tento prirozeny pozadavek koncentrace rozdéleni 7,, okolo skutecné
hodnoty parametru vyjadiujeme pomoci stfedni hodnoty a rozptylu.

DEFINICE 2.1. Necht X,, = (X7,..., X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni pravdépodobnosti
Po, kde 0 je vektor nezndmych parametrii. Necht v(0) je dand parametrickd funkce.

Rekneme, Ze statistika 7}, = T(X1, ..., X,,) je

nestrannym odhadem parametrické  pokud pro VO € © plati
funkce ~(0) EoT,, = 7(0).

kladné vychylenym EoT,, > ().

zaporné vychylenym EoT,, < ().

asymptoticky nestrannym 7}13;1@ EoT,, = ().

slabé& konzistentnim pokud pro Ve > 0 plati

lim Po(|T, —v(0)] > ) =0
t. T 2% (0)
silné konzistentnim Po(lim T;, = ~(0)) =1

t. T L (0)

Pozndmka 2.2.

Vlastnost nestrannosti (tj. nevychylenosti) jesté neposkytuje zaruku dobrého odhadu,
pouze vylucuje systematickou chybu.

Poznamka 2.3.
PouZivani konzistentnich odhadu zarucuje

- malou pravdépodobnost velké chyby v odhadu parametru, pokud rozsah vy-
béru dostatecné roste;

- volbou dostate¢né velkého poctu pozorovani lze ucinit chybu odhadu libo-
volné malou.
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Priklad 2.4. GEOMETRICKE ROZDELEN{.
Necht nadhodna veli¢ina X méa geometrické rozdéleni,

fx(@)=PX =2)=(1-0)"0 0<f0<1a2=0,1,...

Veli¢ina X udava pocet netspéchui pii vybéru z alternativniho rozdéleni pred vyskytem
prvniho tspéchu. Hledejme nestranny odhad pro 6.
Je-li T(X) takovy nestranny odhad, musi pro néj platit

:iT(x)u—e)ze: 0<f<1,

Odtud dostavame
M T@)(A-607=1 0<6<1,

takze musi platit
T0)=1
T(x)=0 pro x > 1.

Tento odhad vsak neni pokldadan za vhodny, protoze jen minimalné prihlizi k po¢tu netspéchu
pred prvnim tGspéchem. Zavisi jen na tom, zda uspéch nastal hned v prvnim pokusu ¢i nikoli.

Muze se také stat, ze nestranny odhad neexistuje.

Priklad 2.5. Parametricka funkce |7 | v piipadé BINOMICKEHO ROZDELENT.

Necht nahodna veli¢ina X m4 binomické rozdéleni, tj. X ~ Bi(n,0) a
fx(@)=P(X =12)= (n)ﬂ’”(l -0 n>1 0<0<12=0,1,...,n

Sporem ukéazeme, Ze neexistuje nestranny odhad pro parametrickou funkei

Necht existuje takova funkce T', Ze pro kazdé 6 € (0,1) plati

:iT(I)(Dm(l—e)H: 11 o0<o<1.

Na levé strané je v8ak polynom proménné 6 nejvyse stupné n, ktery samozrejmé nemuze byt
1

identicky roven 3 na intervalu (0,1).

Nyni vySettime piipad, kdy odhadovanymi parametry jsou stFfedni hodnota a rozptyl
rozdéleni, ze kterého ndhodny vybér pochazi.

VETA 2.6. Necht X, = (Xi,...,X,) je ndhodny vjbér z rozdélent, které md stiedni hodnotu
wu(0) pro VO € ©. Pak vgbérovy prumér je nestranngm odhadem stiedni hodnoty, tj.

EQX = u((‘))
Diikaz. Pocitejme

n n

EoX = Eq (%ZXL) = %ZEeXi = %ZH(O) = 1(0).
=1 =1

i=1
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VETA 2.7. Necht X, = (Xi,...,X,,) je ndhodny viybér z rozdélent, které md rozptyl o2(0)
pro YO € ©. Pak vybérovy rozptyl je nestranngm odhadem rozptylu, tj.
EpS? = 0%(0).
Diikaz. Nejprve upravujme
n _ n _ 9
S = X = 37 (X0 - u®)) ~ (X u(6))]
i=1

i=1
n

= > [(Xi — u(8))* = 2(X; — u(0)(X — u(6)) + (X — u(6))’]

i=1

=DX,=02(6) =D X

D¢X =D lix '%Aipx,az(")
7] - 0 n i = nz 0N — n
i—1

a celkové dostaneme

Nasledujici véta udava postacujici podminku pro konzistentni odhad.

VETA 2.8. Necht statistika T,, = T(X1,...,X,) je nestrannyg nebo asymptoticky nestranny
odhad parametrické funkce v(0) a plati

lim DT, = 0.

Pak je statistika T,, = T(X1, . .., X,) konzistentnim odhadem parametrické funkce ().
Diikaz. Nechf ¢ > 0. Z CebySevovy nerovnosti plyne:

Py(|T, — EqT,| > &) < 4DaTn,

Protoze bud EgT,, = v(0) nebo lim,, ., FeT,, = 7(0), pak existuje pfirozené ¢islo ng tak, ze
pro Vn > ng plati:
—% < "‘/(0) — EoT), < %
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Dale plati
Po(|T,, —7(0)| > €) =1 — Po(|T,, — v(0)| < €) = 1 — Po(|Ty, — EoTy, + ET,, — 7(0)| < &)
< 1— Po(|T,, = EoTo,| + |ET, — 7(6)| < ¢)
<1—Po({|T, — BoT,| < 5} U{|ET, —~ ()I
Po(
(

<3b
>5)<

< 1_P0 ‘TIL_EG,-Z—;L| < %):P0(|E1_E0T | 4D;zTn
a tedy
lim Py(|T,, —v(0)] > ¢) < g% lim DT, = 0.
Tedy T,, je slabé konzistentnim odhadem ~(0). O

DUSLEDEK 2.9. Necht X, = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni, které md
pro VO € © stiedni hodnotu 11(0) a rozptyl o*(0), tj.

W{ Xy, ., X} = L(u(8),0%(8).
Potom je-li (@) < oo, pak vgbérovy prameér X je slabé konzistentnim odhadem
1(6).
Drtikaz. Vzhledem k tomu, Ze X je nestrannym odhadem ;(8) a plati

lim DgX = lim Dy (; Z Xi> " lim L ZD,,X,- =
i=1 i=1

tj. rozptyl konverguje k nule, jsou splnény predpoklady predchozi véty a plati tak tvrzeni. [J

=0

a*(6)

DUSLEDEK 2.10. Necht X,, = (Xi,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni, které md
pro VO € © stredni hodnotu (1(0) a rozptyl a*(0), t.

WXy, ..., X} = £(1u(0),0%(8)).
Potom je-li 0*(0) < oo, pak vybérovy rozptyl S? je slabé konzistentnim odhadem
a%(0).
Diikaz. Vime ji, Ze statistika S? je nestrannym odhadem o2(8). Nyni budeme muset vypo-
¢itat rozptyl statistiky S?, coz neni zdaleka tak trividlni jako v piipadé vibérového priiméru.
Pro lepsf prehlednost budeme psat misto 1(0) a o2(8) pouze p a o2, u stfednich hodnot Eg
a rozptylu Dy také vynechame parametr 6.

Polozme
Y = (X; — )’
Sg = %Z(Xl =)
i=1
a pocitejme
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Pak
EY; = B(X; — p)? = DX, = o*
DY; = EY2 — (EY;)? = B(X; — )" — 0" = puy — o
ES;=EY =LY EY;=0" (1)
n 4
DSSD("ILZY") =Yyt @
i=1 i=1
Oznaéme
Sf:% ()(1—)7()2:"7—;15‘2
i=1
takze
5% = ﬁSf (3)
Pak

i=1
=13 (X =) =X =) Y (X — @) +En(X — p)
i=1 i=1
Sé nX—nu
=5 — (X —p)? (4)

Pocitejme nejprve

9 11z(4

ES: E[Ss— (X —p?]=ES§—BE(X —pQ’=0"-2 =21g°
—_———

DX

ES2 VY [2282] = nn=ls? = 52

n—1 n

Pripomenme, Ze rozptyl 1ze pocitat pomoci vzorce
DS? = ES! — [ES?)?,
a protoze ES? jiz zname, pocitejme nyni

4 Vi (4)

BS* " BlSE — (X — )2 = BISE — 253X — ) + (X — )

= ES;—2EBS}X —pu)*+B(X —p)*. (5)

~~ —_— Y
(a) (b) (c)
P¥i vypoctu vyrazu (a) ve vzorci (5) vyjdeme opét ze vztahu
DS} = ES§ - (ES)*,

takze

ES} = DS} + (ES})" = =2 4 ot = 1 4 n=lpt,
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Déle pocitejme vyraz (b) ve vzorci (5)

S - u)ﬂ {i(xi - u)r

i=1 i=1

—EL Y — )X = )]
= ZE *[L

Y D D Bl - w0 — i) (X - p)

i=1 j=1,j#i k=1,k#i,j

ta Y Y Bl = (X - )]

i=1 j=1,i#j

B[S§(X —p)*) = 5B

—n(n—l)a“ viz?

n(n—1)c*
n3

— Mla g

713

:n2 [/14+(TL*1) ]

Jesté zbyva vypocitat posledni vyraz (c) ve vzorci (5)

LY

=1

_ 1YY Y S A, —1)(Xe = 1) (X — )]

Ll]lklhl

:ZEXu+SZZE[ W (Xe = p)?]

s=1 t=1t#s

4

Il
&

E[(X — )]

=3n(n—1)ot viz3

R

Nyni predchozi tii vypocty mizeme shrnout a dostaneme

4 _ pa n—1_4 Ha n—1_4 Ha n—1_4
ES*_IL+TLU 2(72+ 2(T)_‘—n"‘_‘—gn:’d

() n

_ <n73.1)2 fa + (n—1)(n®—2n+3) 0_4

n n?

IDiky nezévislosti ndhodngch velidin X;, X; a X, méme: E[(X; — p)*(X; — p)(Xk — p)] =
B(X; — n)?B(X; — p)E(X), — p) = 0, protoze B(X; — p)?*+1 =0.

20pét z nezavislosti ndhodnych veli¢in X; a X; plyne: E[(X; — p)?(X; — )% = B(X; — p)?E(X; —p)? =
ot

3Pouze v piipadech, kdy (1.) s =i = jAt =k =hAs #1t, (2) s
(8)s=i=hAt=j=kAs#t dostaneme: E[(X, — p1)?(X; — pn)?] = B(X,
zase diky nezéavislosti ndhodnych veli¢in X; a Xj.

=i=kANt=j=hAs#ta
—n)? B(X; —p)? =o', ato
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Nyni jesté spoctéme

DS?

(77 1) g+ (n—l)(n2372rl,+3)04 _ (ﬂ 2)2

n

_ (”nsl) [ha — (n—17)L(3n73) 0_4
a konecné

DS* = (:27)°DS? = & — p=3:0%

n n(n—1)

Odtud snadno ukazeme, Ze rozptyl statistiky S? konverguje k nule, ¢imz je tvrzeni dokdzano

lim DS? = lim (4 — =3_45%) =0,
n—oo n—oo \ " n(n— 1)

|
VETA 2.11. Necht X, = (Xi,...,X,)" je ndhodny vgbér z rozdéleni, které md
pro V0 € © stiedni hodnotu 11(0) a rozptyl o*(0), tj.
WXy, .., X}~ L(1(8),0%(0)).
Potom
(i) je-li ,u( ) < 00, pak vgbérovy prameér X je silné konzistentnim odhadem 1(0).
(ii) je li 0%(8) < oo, pak vibérovy rozptyl S? je silné konzistentnim odhadem
a*(8).
Diikaz. P¥ipomeiime nejprve, ze ndhodny vybér 1L{X;, ..., X, } =~ L(u(0),c*(0)) predstavuje
nezévislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s kone¢nou stfedni hodnotou a rozptylem.
(i) Vzhledem k tomu, Ze X = X, je nestrannym odhadem (), tj. EoX = u(0), pak
posloupnost {X,, = %Zf;l X;}22, splituje silny zakon velkych ¢isel, tj. plati
Po(lim X, = u(0)) =1, proVve € O,

takze vybérovy primér X je silné konzistentnim odhadem .(8).
(ii) Pripomertime, Ze plati

n

87 = 8= LY (X=X = 71 30 [(X - w(6) - (X — u(6))]

i=1

2

n

= 751 2 [(Xi = n(0))” — 2(X: — u(O))(X — p(0) + (X — (O))]
= LN (Xi—u(0))? — 20X —pu(0))1 Y (Xi—pu(9))

i=1 i=1

(X —p(8))°
—n(XZu(6)
= {% Zn:(Xz‘ —u(6))* = (X - M(G))2] . (6)
Néhodné velitiny -
Y = (X — u(9))

jsou nezdvislé stejné rozdélené se stfedni hodnotou EgY; = Eo(X; — 1u(0))* = 02, takze
posloupnost

{;Zn—;Z(xiuw))Z}

i=1
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spliiuje silny zakon velkych ¢isel, tj. plati

n

Po(lim 2 (X; — u(6))* = 0*(0)) = 1.

n—oo " £
i=1

Protoze také plati
Po(lim X, = j(0)) = Po(lim X,, — u(0)) =0) =1,
takze celkové, vyuzijeme-li vztah (6), dostavame
Po(lim S? =0%(0)) =1, proVe c ®©

takze vybérovy rozptyl S? je silné konzistentnim odhadem o2(9).

Poznamka 2.12. Vice nestrannych odhadu.

Obecné miiZe existovat vice nestrannjch odhad. Napiiklad nejen vibérovy primér X je
nestrannym odhadem stfedni hodnoty p(0), ale i kazdé jednotlivé pozorovani X; nebo kazda
jeho linearn{ kombinace Y, ¢;X;, pro kterou plati Y., ¢; = 1.

Pokud tedy existuje vice nestrannych odhadu je prirozenou otazkou, ktery z nich je
nejlepsi.

Za nejlepsi mizeme povazovat ten, ktery ma nejmensi rozptyl mezi vSemi nestrannymi
odhady.

Rozdéleni kazdé statistiky vSak zavisi na parametru 6, z ¢ehoz vyplyva, ze i rozptyl
nestranné statistiky 7,, zévisi na parametru 6.

Miize se stat, ze odhad minimalizujici rozptyl pri urcité hodnoté parametru neni vhodny
pro jinou hodnotu parametru - existuje jiny nestranny (nevychyleny) odhad, ktery ma pfi této
hodnoté parametru mensi rozptyl.

Pokud takova situace nenastane, mluvime o rovnomérné nejlepsim nestranném odhadu.

DEFINICE 2.13. Necht T7;, je nestranny odhad parametrické funkce v(0) a pro vSechna
0 € O plati

DoT,, < DoTj,,
kde T} je libovolny nestranny odhad parametru ~(6). Potom odhad 7, nazveme
(rovnomé&rné) nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce v(8).

Priklad 2.14. Nejlepsi nestranny linearni odhad stfedni hodnoty /(6).
Jak jsme jiz difve spocitali, pro ndhodny vybér 1L{X;,..., X, } ~ L(u(0),0%(0)) plati, ze
stfedni hodnota vybérového priméru X je rovna
EpX = 1(0)
a rozptyl vybérového priiméru X je roven

2
Dext = 20).

Tedy variabilita této statistiky je n krat mensi nez variabilita jednotlivych pozorovani
X1,....X, atedy hodnoty statistiky X jsou vice koncentrovéany kolem odhadované stiedni
hodnoty 4(8) nez jednotliva pozorovani X, ..., X,. Navic je statistika X je linearni funkci
nahodnych veli¢in X, ..., X,,.
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Uvazujme vSechny linedrni statistiky tvaru ) . ¢, X;, kde ¢1,..., ¢, € R, které jsou
nestrannymi odhady stfedn{ hodnoty (@), tj. pro VO € © musi platit

1(0) = Eq (z": ciXi> = i:ci&/)_(}-: 1(0) i:(:i = i:ci =1

i=1 =1 g i=1 i=1
Tim jsme dostali prvni podminku, kterd se tyka nestrannosti odhadu.

Nyni budeme hledat takova cy, ..., ¢, € R, ktera minimalizuji rozptyl

n n n
Dg (Z (:iXi> =3 Z DX; = 0*(0) Z e
i=1 i=1 i=1
a pro néz plati > 7' ¢; = 1, tedy hleddme vézany extrém, takZe pouZijeme Lagrangeovu
funkei s multiplikdtorem A, tj.

Lici, ... s A) :i:cff/\ (i011> .
i=1 i=1

Pakproj=1,....n

oL
a—cj:Z(:jf)\:O = c]-:%)\

oL -
—=—) +1=0 = s =1
NIt ;(

i=1
Prvnich n rovnic implikuje, ze

CL =C =" "= Cy.
Oznaé¢me spole¢nou hodnotu symbolem ¢. Diky posledni rovnici dostaneme

n
1

I:Zci:nc = c=a=6=-=C =,
i=1
tedy vybérovy pramér X je nejlep$im nestrannym linedrnim odhadem st¥edni hodnoty

(0).

Zkusme provést dikaz jesté jinym zptsobem. Nechf Y  ¢;X; je libovolny nestranny

linedrni odhad pro 4 (tj. nutné musi platit >, ¢; = 1).

Polozime-li ¢ = % +0; pro i=1,...,n

Ko

I
=

n
je minimalizace vyrazu za podminky Se=1
i=1

=
—
-
+
Sl
~—
N

ekvivalentni s tilohou minimalizovat

n

za podminky >4, =0.
i=1

I
—

Za této podminky je vsak

) C D OVREID SLED SLE LS B
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

—ndy =0

coZ je miniméalni pro
0;=0 pro i1=1,...,n.

Tedy nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem je linedrni kombinace X; s koeficienty
1
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3. POSTACUJICI STATISTIKY

Nalezeni rovnomérné nejlepSich nestrannych odhadid neni vzdy jednoduché.
Abychom nalezli odhad, ktery ma nejmensi rozptyl, je vhodna jistd redukce vybéru, tj.
nahrazeni celého vybéru jedinou statistikou, takovou, ktera bude obsahovat ,,veskerou infor-
maci o parametru 8, ktera byla obsazena ve vybéru. Takovato redukce vybérového prostoru
se dosahne pomoci postacujicich statistik.

DEFINICE 3.1. Mé&me néhodny vybér X, = (Xi,...,X,) z rozdéleni pravdépodobnosti
Py, kde 6 je neznamy parametr. Rekneme, ze statistika S(X) je postacujici (sufici-
entni) statistikou (sufficient statistic), jestlize sdruzené rozdéleni nédhodného vybéru
X, = (X1,...,X,) podminéné jevem S(X) = s je pro kazdé s nezavislé na 6.

Priklad 3.2. Nechf ndhodny vybér X, = (X1,..., X,,)’ pochézi z alternativniho rozdéleni
s parametrem 6 € (0, 1). Necht
S=>"X;
i=1

Pak S ~ Bi(n,0). Necht x,, = (21,...,2,)" je realizace ndhodného vybéru. Uvazujme pod-
minénou pravdépodobnost

P(X1=21,.... X, =2,|5 = s).

(a) Je-li 27:1 x; # s, pak je tato podminéna pravdépodobnost rovna nule.
(b) Necht >°" | z; = s. Pak

PXy=a1,..., X0 =)
P(S =s)
P(S =s)
B OXi i (1 — gy i 1

Mea-o— |0

Vysledek nezavisi na 6, takze statistika S = >_"" | X; je postacujici statistikou.

‘P(Xl:xl,...,Xn:xn\S:s)|:

Uvedeme vétu, kterd se nazyva také vétou o faktorizaci a kterd zjednodusuje hledani
postacujicich statistik. Kromé toho umoznuje rychle rozhodnout o tom, ¢i je statistika po-
stacujici.

VETA 3.3. Neymanovo faktorizacéni kritérium. Méjme ndhodny vybér
X, = (Xi,...,X,)" 2z rozdéleni s pravdépodobnostni funkci (resp. hustotou) f(x;@),
kde 6 € ©. Potom S(X) je postacugici statistika pro 6 € ©, prdvé kdyz existuji nezdporné
meéritelné funkce g,h takové, Ze sdruzené rozdeleni ndahodného vybéru je soucinem dvou

faktoru:
fx(x;0) = h(x) g(8(x),0)

(a Tikame, Ze hustota f se dd faktorizovat).

Diikaz. Tvrzeni ukdzeme pouze pro diskrétni pripad.

= Necht S je postacujici statistika, pak
P(X =x|S(X) =s) = h(x)
a nezavisi na 6. Déle pro sdruzenou pravdépodobnostni funkei plati
fx(x;0) = P(X = x) = P(X =x|S(X = S(x))) P(S(X) = S(x))
h(x) 9(8(x),0)
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< Predpokladejme, 7Ze sdruzenou pravdépodobnostni funkci lze vyjadfit ve tvaru
fx(x;0) = h(x) g (S(x),0),
tj. ze ji lze faktorizovat. Oznacme
Bs = {x € R*;S(x) =s}.

Nejprve spoctéme

P(S(X)=s)=> P(X=x)= Y h(x)g(S(x),0)

x€DBs x€DBs

6) > hix)

x€EBg
Je-li P(S(X) =s) >0 a S(x) # s, pak je podminéné pravdépodobnost
P(X =x|S(X) =s) = 0.
Je-li P(S(X) =s) > 0a S(x) =s, pak

P(X =x|S(X) =s) =

PX=x) _  h(x)g(S(x).0)

PSX)=5)  9(500.0) Yrep, hx)
e
T s )

a tim je dokazano, ze podminéné rozdéleni vektoru X pii dané hodnoté statistiky
S nezavisi na 6@ a S je postacujici statistikou pro prametr 6.

d

Priklad 3.4. Necht ndhodny vybér X,, = (Xi,...,X,)" pochazi z Poissonova rozdéleni
s parametrem 6 > 0 s pravdépodobnostni funkeci

e 0"
!

fxl) = P(X =)=

r=0,1,2,....

Ukéazeme, ze statistika

i=1

je postacujici statistikou pro parametr ¢, nebot sdruZzend hustota ndhodného vybéru je tvaru

771902" T n -1
e =1 _ n .
fx(x) = Mo o —— nsez_”zi<| |7z'> .
=1 9(T(x).0) \i=l
h(x)

Nez uvedeme vétu, kterd ukazuje prakticky vyznam postacujicich statistik pro konstrukei
nejlepsich nestrannych odhadii, vSimnéme si podminénych stfednich hodnot.
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3.1. PODMINENE STREDNI HODNOTY.

Necht Z = (X,Y)" je ndhodny vektor, F(x,y) je jeho sdruzend distribuéni funkce a
Fx(x) a Fy(y) odpovidajici margindlni distribuéni funkce. Nechf vektor stfednich hodnot
E7Z existuje (a je konecny).

(1) Necht pro kazdou borelovskou mnozinu S € B a pro kazdé x € R existuje funkce F(x|y)
takova, ze plati
P(X <1,Y € 8) = [( F(zly)dFy(y).

Potom funkci F(z|y) nazveme podminénou distribuéni funkci ndhodné veli¢iny
X pfi daném Y =y (podminénou jevem Y = y nebo také vzhledem k V).

(a) DISKRE’TNi PRiPAD Z = (X Y) ~ p(ar y) M = {(1 y) € R?: (x y) > O}

Poéitejme
PXsaYes)=3 > pity)= D D pty+ 3. > pty)
yes t<z yeSNMy t<z YESNR-My) t<z ~
p(t,y p(ty)
S ol TR i i )
yesSnMy \t<z snmy =, Py

Takze podminéna distribuéni funkce je v diskrétném piipadé tvaru

p(ty)
= Py (y)

0 proy € (R — My),

pro y € My,
F(aly) =

a podminéna pravdépodobnostni funkce je rovna

p(@.y)
plaly) = {Mw prove

0 proy € (R — My),

(b) SPONITY PRIPAD: Z = (X,Y) ~ f(z,y), X ~ fx(z), Mx = {z € R: fx(z) > 0},
Y ~ fy(y), My ={y € R: fy(y) > 0}. Pocitejme

P(X <a,Y €S) = / / F(t,y)dtdy

/Swy/ Ity dtdy—&-/sm(R A,Y)/I Z%z_zdtdy
:/5< OOJ;‘(YQJ) )fy( Jdy

)
- ./snMy ( > J;(Yt(i)) ) APy (y).

TakZe podminéna distribuéni funkce je v diskrétném piipadé tvaru

I8Y gt pro y € M
F(z|y) = f Iy () proy s
proy € (R — My),

a podminéna hustota je rovna

f(=@y)
flaly) = {My) proy e A

0 proy € (R — My),
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(2) Necht T'=T(X,Y) je transformovand ndhodné veli¢ina. Potom funkci

ET(X, Y)Y =y) = fR z,y)dF (z|y) yeR

nazveme podminénou st¥edni hodnotou ndhodné veli¢iny X za podminky Y =y
za predpokladu, Ze uvedeny integral pro vSechna y € R existuje (a je koneény).

Polozme
E(T(X,Y)|Y =y) = h(y)

a definujme symbolem

E(T(X,Y)[Y) = h(Y)

nahodnou veli¢inu, kterou nazveme (zobecnénou) podminénou st¥edni hodnotou
nahodné veli¢iny 7(X,Y’) pfi daném Y.

(a) DISKRETN{ PRIPAD:

reMx

verty (@, 9) ’;(f(;’; pro y € My,

E(T(X, Y)Y =) :/R””F D=3 Ty plely)
{ proy € (R — My),

a analogicky

T(z.y) 2E)) —_—
E(T(X,Y)|Y) = Y wery T'(2,Y) o broY € My, .
0 pro Y € (R — My),

(b) SPOJITY PRIPAD:

AV =)= [ T)dbely) = [ T falnis

{ R T(z.y) j}f(;’;dx pro y € My,

proy € (R — My),

a analogicky

f(‘ Y)dx pro Y € My,

E(TX,Y)|Y)= {[R o) pro Y € (R — My), .

Dulezité vlastnosti podminénych stifednich hodnot:

(i) Necht X7, X»,Y jsou ndhodné veli¢iny a ag, a1, ag jsou redlné konstanty, pak pokud
stfedni hodnoty X5, X, existuji 1ze snadno dokéazat, ze plati
E(ag + a1 X1 + axXs|Y) = ap + a E(Xq|Y) + ax E(X,|Y), (7)
(ii) Necht X,V jsou ndhodné veli¢iny a stfedni hodnota FX existuje, pak
E[E(X|Y)] = EX. (8)



RNDr. Marie Forbelska, PhD. 17

Dikaz ukdzeme pro spojity pripad:

EX = A:L’fx(:f:)dmz /R:r (/R . y)dy> i
- /RI (/R f(l‘ly)fy(y)dy> dr

= [([2ttalnic) sty = ElCxiv).
R
—_—
—B(X|Y=y)
(iii) Necht 77 = T1(X,Y) a To = T5(Y") jsou transformované ndhodné veli¢iny, pak

E(MDL|Y) =TLEMY). (9)
Dikaz ukazeme pro spojity pripad:

h(y) = E(TVT]Y = y) = E(Ti(X,Y)T(X)|Y =y)
- /]R Ty(x,y)Ta(y) f(zly)dx

—Ty(y) / Ty(z.9) f(zly)de = LET]Y = )

(3) Necht T'=T(X,Y) je transformovana ndhodn4 veli¢ina. Podminény rozptyl pti da-
ném Y =y je definovan vztahem
D(T(X,Y)[Y =y) = E{[T - E(T|Y =y)"|Y =y}
a (zobecnény) podmindny rozptyl pri daném Y je definovan vztahem

D(T(X,Y)|Y)=E{[T - BETY)P|Y}.

Plati
DT = E[D(T|Y)]+ D[E(T|Y)],
nebot
D(T|Y)=E{[T - ET\Y] Y}

=E{((T - — (E(T|Y) - ET)|Y'}

—B{(T- — (T — ET)[E(T|Y) — ET| + [E(T|Y) — ET]*|Y'}

— B(T-E ) |Y1 2B(TIY) - BT E{(T-ET)|Y] + [E(T|Y) - BT}’

VXD pry)-ET

— BT - ETY|Y] - [E(T|Y) - ETV?

E[(T—ET)*|Y] = D(T|Y) + [E(T|Y) — ET]?

E{E[(T-ET)*|Y]} = E[D(T|Y)] + E[E(T|Y) — Q,T, ]
D B|(2ET)2=DT "L (YY)
= E[D(T|Y)] + E[E(T|Y) — E[E(T|Y)]?
=DI[E(T|Y)]

= E[D(TY)]+ DIE(T]Y)]
Celkové tedy dostavame

DT = E[D(T|Y)] + D[E(T|Y)).
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VETA 3.5. Rao-Blackwellova. Necht X,, = (X3,...,X,) je ndhodny vybér z rozdéleni
pravdépodobnosti Py, kde 0 je vektor nezndmijch parametri. Necht existuje postacugici sta-
tistika S(X) pro parametr 6. Necht v(0) je dand parametrickd funkce a statistika T'(X) je
jejim nestranngm odhadem, pricemz ET(X)? < oo pro kazdé 6 € ©. Pak plati
(i) Pro parametrickou funkci v(0) existuje nestranny odhad
5*(X) =57 (8(X)),
ktery je funkci postacugici statistiky S(X).
(i) Pro rozptyl nestranného odhadu S*(X) plati
DS*(X) < DT(X) pro kazdé 6 € ©. (10)
(ii) 'V nerovnosti (10) plati rovnost praveé kdyz
S*(X) =T(X) s pravdépodobnosti 1 pro kaZdé 6 € ©.
Dikaz. Necht T'= T'(X) je libovolny nestranny odhad parametrické funkce v(6) a S = S(X)
je postacujici statistika pro parametr 6.
(i) Polozme

[5°(s) = E(T(X)[S(X) =s) |
Protoze S(X) je postacujici statistikou, funkce S*(s) nezavisi na 0, tj.
§" = 5°(8) = S (S(X)) = E[T(X)|S(X)] = E(T]S)

je statistika. Ukdzeme, Ze S* je nestranny odhad parametrické funkce +(0). Pro kazdé
0 € O plati:

ES*=E[E(T|S)] = ET =~(0).
(ii) Pocitejme a upravujme rozptyl statistiky 7'
DT = E[T = ~(0)) = E{[T = "] +[S* = ~(0)}}’
=B - ST +2E{[T - S5 —1(8)]} + E[S" ~1(O)]’
—_———

>0 =0 DS*

tj.
DT > DS*,
nebot stfedni hodnotu soucinu dvou statistik lze vyjadrit takto
E{[T = S5T[8" —~(0)]} = E{E{[T - 5] [S" —~(0)][S}}

E(U-V) E(E(U-V|S))

= Eq[S" =) E{[T -S5[S} » = 0.
=0
(iii) V nerovnosti (10) plati rovnost pravé kdyz
E[T —S?=0 pro viechna 8 € ©,
tj. kdyz pro vsechna 6 € © plati
S*(X)=T(X) s pravdépodobnosti 1. O
g

Poznamka 3.6. Z uvedené véty vyplyva, Ze pti hledani nejlepsich nestrannych odhadu se
muzeme omezit na odhady, které jsou funkcemi postacujicich statistik. Véta 3.5 dava navod,
jak urcit nestranny odhad, ktery je funkci postacujici statistiky, jestlize zname libovolny
nestranny odhad.
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Priklad 3.7. Uvazujme vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem 6 > 0 s pravdépo-
dobnostni funkeci
fx()=P(X =2)=0"(1-0)"" z=0,1
a odhad parametrické funkce |v() = 6| pocitejme pomoci podminéné stiedni hodnoty
S* = E(T|S)|, kde T je libovolny nestranny odhad ~(¢) = 6.
Je zfejmé, Ze nestrannym odhadem parametru 6 je i statistika
T=T(X)=Xy,

tj. prvni ¢len vybéru, nebot
EX,=6.
Jak jsme ukazali v prikladu 3.2, postacujici statistikou pro parametr ¢ je statistika

i=1

Statistika S je sou¢tem nezavislych nahodnych velicin s alternativnim rozdélenim a tedy méa
binomické rozdéleni s parametry n a 0, tj.

S = ZX,- ~ Bi(n,0).

i=1
Vsimnéme si, ze pravdépodobnost

P<X1_I7iXi_s> —P<X1—x,zn:Xl—sr>

Néhodné veli¢iny X ~ A(0) = Bi(1,0) a >, X; ~ Bi(n — 1,0) jsou nezavislé, takze

P(Xl—x,ZX,;—s>— (Xy=x)P <ZX s—x)

i=1
_pr(1 _ p\l-z n-— s—z (1 _ pgyn—l—stzx
—6°(1—0) (571)9 (1-6)

_ (Z:;)&S(l — oy,

Pocitejme podminénou stfedni hodnotu za podminky, ze S = s
P(Xl = I,Zﬂ, Xl = S)
S*(s) = E(T|S = s) Xi|) Xi=s x o ei=l
Z EP SRy oy
(:;1;)95( 0" (n—1Dlsln—1s) s

(M1 =0y wl(s—Dlin—s)! n’

Tedy
S*(S) = E(T|S) = Z X,

coZ je aritmeticky prumér vSech pozorovani.
Podivejme se, jak to vypada s rozptyly statistik 7= X; a S*.

DT = DX, = 6(1 - 6)

1< 1 « 6(1—6)

tedy rozptyl druhého nestranného odhadu se n krat zmensil.
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Priklad 3.8. Uvazujme vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem 6 > 0 s pravdépodob-

nostni funkei

e~0pr
x!

[x(@)=P(X =2)= r=0,1,2,...

a odhad parametrické funkce |v(f) = 6| pocitejme pomoci podminéné stfedni hodnoty
S* = E(T|S)|, kde T je libovolny nestranny odhad ~(6) = 6.
Je zfejmé, Ze nestrannym odhadem parametru 6 je i statistika
T=T(X)=Xy,
tj. prvni ¢len vybéru, nebot
EX, =0.

Jak jsme ukdzali v prikladu 3.4, postacujici statistikou pro parametr 6 je statistika

i=1

Dale je tieba si uvédomit, ze statistika S je souctem nezavislych nahodnych veli¢in s Pois-
sonovym rozdélenim a ma také Poissonovo rozdéleni s parametrem nf, tj.

S =" Xi~ Po(nf).
i=1
Pocitejme déle pravdépodobnost
P(Xlx,ZXis> P(Xlx,ZXis—x) ‘
i=1 =2

Néhodné veli¢iny X; ~ Po(0) a >, X; ~ Po((n — 1)8) jsou nezavislé, takze

P<X1 —:I;,zn:Xi—.s) _P(Xl_IIJ)P<iX¢_SZIJ>

e=007 (=10 [(n — 1)0]" "
x! (s —a)!

Nyni jiz poc¢itejme podminénou stfedni hodnotu za podminky, ze S = s

S*() T‘S*S {X1|ZXS}Z P(X1(Z$ 2)1(13(675)

=0

sl % s s\ /1\° 1\°®
x! s—x)! “
=2 ) _ZI(J (E) (175> ‘
=0 s! z=0

Protoze vyraz y »_, (:) (l)T (1 — %) " je stiedni hodnotou ndhodné veli¢iny s binomickjm

n

rozdélenim Bi(s, 1), ihned dostaneme

S*(s)=E(T|S =s)=—
Tedy
5°(5) = B(TIS) =+ S_ X,

coz je aritmeticky pramér vsech pozorovani.
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Stejné jak v predchozim pripadé, vsimnéme si rozptyli obou odhadia 7' = X; a S*.

DI'=DX, =46

1 n 1 n
_D<n;Xi> :ﬁ;DXi:

tedy rozptyl druhého nestranného odhadu se n krat zmensil.

Poznamka 3.9. Nahrazeni nestranného odhadu 7' odhadem S* = FE(T|S) jesté nezna-
mené, 7e jsme mezi viemi nestrannymi odhady nasli odhad s nejmensim rozptylem. Uplnost
postacujici statistiky je pro to dostate¢nou podminkou.

DEFINICE 3.10. Systém parametrickych t¥id rozdéleni P = { Py; @ € ©} nazveme uplnym,
pokud pro kazdou méfitelnou funkei (%) a ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim z této t¥idy
plati implikace: jestlize
Eh(X)=0 prokazdé 6 € ©,
pak
h(X) =0 s pravdépodobnosti 1 pro kazdé 6 € ©.

Piiklad 3.11. Necht P = {Py; 0 € ©} je t¥idou binomickych rozdéleni
X~P(X=z)= <”>91‘(170)"—” n>1 0<0<12=01,...n
T

Ukazeme, Ze tento systém je tiplny. UvaZujme funkci h(x) na mnoziné {0,1,...,n}, pro
kterou plati
Eh(X)=0 prokazdé 6 € (0,1).

Tato funkce musi splinovat podminku
Eh(X Zh ( )9T1—9) =0 prokazdé g e (0,1).

Tuto podminku mtizeme napsat takto

Zh ()911—0) wih(@(g (%)T

(142)—n e=0 S——
pe

n

1)y (Z)h(l’)z”” —0 proz>0

=0
Na jedné strané mame polynom n-tého fadu v proménné z. Pokud se mé identicky rovnat
nule, musi se vSechny jeho koeficienty rovnat nule, tj.

hMz)=0 prozx=0,1,...,n
Proto

|P(h(X) =0) =1 pro kazdé 0 € (0,1)]

Priklad 3.12. Necht P = {Pp;0 € O} je tiidou Poissonovych rozdéleni s pravdépodob-

nostni funkci

676 K

Fe(@) = P(X = 2) = If) T=0,1,2,...

Tento systém je opét Gplny. Uvazujme funkei h(z) na mnoziné {0,1,2, ...}, pro kterou plati

Eh(X)=0 prokazdé 6 > 0.
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Tato funkce musi splnovat podminku

—96z
Zh =0 prokazdé 6 > 0.

Takze

o

Zh —'—0 pro kazdé 6 > 0.
Tato mocninna rada je rovna nule pro vsechna 6 > 0, takze vSechny jeji koeficienty musi byt
rovnu nule, tj.

hMz)=0 prox=0,1,2,....

Proto

|[P(h(X) =0) =1 prokazdé 0 > 0|

Priklad 3.13. Necht P = {Py; 0 € O} je t¥idou normalnich rozdéleni

1(x)?
X~ e2(5) z€eR;0>0

1
V2wl

Tento systém neni aplny. Definujme

h(x)_{l_l v <0,

x> 0.

Pro libovolné 6 > 0 plati

ol

wolm
=
8
N
9
m_
g
I
(=)

() dﬁma/”e—

1
Tedy z vlastnosti, Ze Fh(X) = 0 neplyne, ze P(h(X) =0) = 1.

DEFINICE 3.14. Necht X,, = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z rodéleni pravdépodobnosti
P = {Pp;0 € O}. Statistiku 7(X) nazveme tGplnou vzhledem k P = {P;0 € O},
pokud jeji rozdéleni pravdépodobnosti tvori tplny systém.

Nyni vyslovime vétu o jednoznacnosti nestrannych odhadt zalozenych na postacujicich
statistikach.

VETA 3.15. Prvni Lehmanova-Sheffého véta. Necht X,, = (X1,...,X,) je ndhodny
vybér z rodéleni pravdépodobnosti P = {Pp; 0 € O}. Predpoklddejme, ze T = T(X) je
nestranny odhad parametrické funkce v(0), pricemz ET? < oo pro kazdé 0 € ©.
Necht S = S(X) je dplnd postacujici statistika. Definujme
S* = E(T|S).

Pak S* je nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce v(0) a je jeding.
Dikaz. Necht T = T(X) a Ty = T5(X) jsou nestranné odhady parametrické funkce ~(8)
s kone¢nymi druhymi momenty. Ozna¢me Sj = E(T5|S). Pro kazdé 6 € © plati

ES*=~(0) DS* < DT

ES; =~(0)  DS; < DT
Méme tedy

E(S*—S3) = E(E(T|S) — E(T»]S)) =0 pro kazdé 6 € ©.
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7 ptredpokladu o uplnosti plyne, ze

P(S*=S5;)=1 prokazdé 6 € ©.
7 toho plyne zaveér, ze pro nestranné odhady S* a 75 plati

DS* < DTs.

Proto S* je nejlepsi. Z Raovy-Blackwellovy véty plyne, ze 75 bude stejné dobry odhad jako
S5 pravé tehdy, bude-li

T, =55 skoro jisté pii kazdém 6.
Jelikoz vime, ze S* = 53, dostavame odtud 75 = S* skoro jisté. |

Poznamka 3.16. V tomto piipadé nejmensi mozny rozptyl nestranného odhadu paramet-
rické funkce v(0) je roven DS*. Pfitom jde o skuteéné dosazitelné minimum.

VETA 3.17. Druhd Lehmanova-Sheffého véta. Necht S je tplnd postacugici statistika.
Necht

W =g(S)
je nestranny odhad parametrické funkce () a necht EW? < oo pro kazdé 6 € ©. Pak W
je nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce v(0) a je jeding.
Diikaz. Tvrzeni je pfimym dusledkem prvni Lehmannovy-Sheffého véty. O

Priklad 3.18. Nechf X,, = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni
s pravdépodobnostni funkci

f(z,0)=P(X =2)=06"(1-0)""" 0<f<1x=0,1
s pravdépodobnosti tspéchu 6 € (0, 1), kde 6 je nezndmy parametr. Budeme hledat nejlepsi
nestranny odhad pro
° @, coz je stfedni hodnota alternativniho rozdéleni
e a v pripadé, ze n > 2 také pro M, coz je rozptyl alternativniho rozdéleni

: 7 prikladii 3.2 a 3.11 vyplyvé, 7e statistika

n
S=Y"X;~ Bi(n,0)
i=1
je uplnou postacujici statistikou, takze statistika

S*(S) = E(T|S) = %i)@ _x

odvozena pomoci Rao-Blackwellovy véty je podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty
nejleps$im nestrannym odhadem parametru 6.

6(1 — 6))|: Pomoci Rao-Blackwellovy véty nejprve hledejme statistiku S* = E(T|S), kde T je

né&jaky nestranny odhad parametrické funkce y(f) = 6(1 — ) a S je postacujici
statistikou pro parametr 6.
Jako nestranny odhad parametrické funkce v(0) = 0(1 — ) vezméme na-
piiklad
T=X,(1-2X,),
nebot
ET = E[X:(1 - X2)] = EX1- E(1 — X,) = 6(1 — 0).
—_—

nezavislost x;,x,
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Pro s =0,1,...,n pocitejme

S*(s) = E(TS =) = B <X1(1 ~Xy)

)

=1
o P(X1 = 1717X2: I,E;L=1Xi:8)
POCL X =s)

Je-li s =0, je zfejmé, ze

i=1

E (Xl(l - Xs)

Necht nyni s > 0. Pak
PXy=1)P(Xo =0)P (37, X =s—1)
Pl Xi=s)
01— 0[O (1= 0> (n—2)lsin— s)

(M)os(1 — o) Conl(s—1D)(n—s— 1)
_ s(n—s) _.n ‘%‘(1_£)

S*(s) =

nn—1) n-1 n
’ $°(8) = - X(1- X)
Tn-—1
kde
_ o1&
X=- X;
n

Protoze statistika

je aplnou postacujici statistikou, pak podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty je
S5*(S) nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce 6(1 — 6).

Veli¢iny X7,..., X, mizeme chépat jako vybér z Bi(1,0). Toto rozdéleni ma
rozptyl 6(1 — 6). Vsimnéme si, ze pro i = 1,...,n plati
X2 = X,

nebot tyto veli¢iny nabyvaji pouze hodnot 0 a 1. Nestranny odhad rozptylu pofizeny
na zakladé daného vybéru je

n

5= L DI TP L : (ZX,? - nX2>
. . i=1
! : (ZXian)— ! 1(71,)7(771,)7(2)
n—1\4 n—

a odhad je tedy totozny s nejlepSim nestrannym odhadem parametrické
funkee 0(1 — 0).

Piiklad 3.19. Necht X,, = (Xi,...,X,)" je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s prav-
dépodobnostni funkci
e~ 0"
fx(@) =P(X =2) = —; x=0,1,2,...
x!
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kde 6 je neznamy parametr. Budeme hledat nejlepsi nestranny odhad pro Spocitejme jesté

° E, coz je stfedni hodnota Poissonova rozdéleni

o[ = P(x=0) ES*:ES*(S):E(n;1>szi(n;1)s%

s=0
: Z prikladt 3.4 a 3.12 vyplyva, ze statistika — i [(n—1)0]° -0
n - 0 ! -
=
S = Z X; ~ Po(nb) D)6
= > 25 _np s x {MG]S
je uplnou postacujici statistikou, takze statistika ES*? — Z (n - 1) M — o Z Lom ] 2048
n s! s!
1 n B s=0 s=0
§'(8)=B(TI8)= -3 Xi=X oo,
i=1

odvozena pomoci Rao-Blackwellovy véty je podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty
nejlep$im nestrannym odhadem parametru 6.
¢~’|: Pomoci Rao-Blackwellovy véty nejprve hledejme statistiku S* = E(T|S), kde T je
néjaky nestranny odhad parametrické funkce v(0) = e a S je postacujici statisti-
kou pro parametr 6.
Polozme

1 X, =0,
T'= Iy (X1) = 1(X1 = 0) = {0 jiriak

Protoze

ET=1-PT=1)+0-P(T=0)=P(X;=0)=¢",

pak statistika 7" je nestrannym odhadem parametrické funkce () = 7.

Je-lin = 1, pak statistika 7" je nejlepSim nestrannym odhadem parametrické
funkce () = e~".
Pro n > 1 pocitejme

5*(s)=E(T|S=s)=FE <1(X1 =0)

)

i=1

PT=137",Xi=s) P(X:1=037,X;=5)

P(CL, Xi =) P(SL, X, =)
P =0)P (Y, X =) | ety
SR e - ()
a
5°(8) = ——X(1- X),
n—1
kde

Protoze statistika

n
S = in ~ Po(nf)
i=1
je aplnou postacujici statistikou, pak podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty je

S*(S) nejlep$im nestrannym odhadem parametrické funkce e~/
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4. REGULARNI SYSTEM HUSTOT A DOLNI MEZ ROZPTYLU
NESTRANNYCH ODHADU

Je zcela zfejmé, Ze na zékladé konefné mnoho pozorovani X, = (Xi,...,X,) nelze
odhadnout parametrickou funkce (@) zcela bez chyby, tj. nelze najit nestranny odhad
T, =T(Xy,...,X,)" s nulovym rozptylem.

Existuje v8ak dolni mez, pod kterou nemtZe rozptyl Zddného nestranného odhadu kles-
nout.

Tato dolni mez zalezi ovSem, jak za chvili ukdzeme,

- na rozsahu ndhodného vybéru, tj. na n,
- na rodiné rozdéleni F(z;0), ze kterého vybér pochazi
- a na parametrické funkei ().

Pii odvozovani dolni meze rozptylu nestrannych odhadu se omezime
- na pripad jednorozmérného parametru 6
- a na rodiny rozdéleni F(z;0), kterd splituji jisté podminky, a to tzv. podminky
regularity.

V dal$im budeme znacit symbolem o—koneénou miru na (R, B) (napf. Lebesgueova
nebo éitaci) a nezapornou méritelnou funkci, tzv. hustotu pravdépodobnosti

vzhledem k mite v. Tedy f(x;6) jsou jak hustoty absolutné spojitych ndhodnych veli¢in,
tak pravdépodobnostni funkce.

DEFINICE 4.1. M&me parametricky prostor © C R. Rekneme, Ze systém
parametrickych hustot

Freg = {f(x;0) : 0 € O}
je regularni, jestlize plati
(1) © C R je oteviend borelovskd mnozina.

(2) Mnozina M = {z € R: f(z;0) > 0} nezévisi na parametru 6.

(3) Pro kazdé x € M existuje kone¢nd parcidlni derivace

a0 = 80,

(4) Pro vSechny 6 € © plati
f'(x:0) / Oln f(x;0)
dF (x;0) = ————dF(z;0) =
kde F(z;0) je odpovidajici distribu¢ni funkce.

(5) Pro vSechny 0 € © je integral
A2
J(6) = / Lt (SN NPT

Veli¢ina J(6) se nazyva Fisherova informace o parametru 6.

konecény a nenulovy.

Poznamka 4.2. Pro jednoduchost nékdy hovofime o reguldrnosti f(z;6), ne o regulér-
nosti systému hustot.
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Poznamka 4.3. Podminku (4) lze ekvivalentné napsat takto
(X0
B (L0 -
f(X50)
a analogicky veli¢inu J(0) lze ekvivalentné vyjadiit jako
FX:0))
J(0) = Ey ( .
f(X50)
Pro ndhodny vybér X,, = (Xi,...,X,)" zavedme tyto transformované ndhodné velic¢iny

1'(X5;0) o
fxge T

U;(0) =

n
tzv. j-té skore, které maji diky podmince (4) nulovou stfedni hodnotu a rozptyl
f’(Xv;G)) (f'(X-;e) ’
DU (0) = D (_J =F, L1/
WUs(6) = D f(X5:0) "\ F(X:0)
nebot vSechny maji totéz rozdéleni.
Daéle oznacme
> Ui(0) =U(0)
a pocitejme stfedni hodnotu a rozptyl
E,U <Z U;(0 ) Z EyU;(0) =0
DyU;(6 (Z Uj( ) e ZD(,UJ () =nJ(9).
j=1

Poznamka 4.4. Podminka (4) souvisi s otdzkou, zda pfi derivovani rovnosti

/A dF(:0)

lze zaménit potradi derivace a integralu, tj.

9 9 " f(z;0) N G
@7@17@/ dF(z;0) = % )., o )dF(x,H)— E\”I%f(x;e)dF(x,H)—@.

(%)

Pokud plati (%), pak poradi lze zaménit, tedy UvaZujme nejprve spojity pripad

[0]= dF (;0) = 0 — f(x;0) dv(z) =| [ fi(x;0) du(x)

M a0 M
f(x;0) -~ 1 (z; 9)( N
f( )f(I7 9) (ll/(,[,) = . f(17 9) ]F(79) '

kde v je ¢itaci (numerickd) nebo Lebesgueova mira.
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VETA 4.5 (Raova-Cramerova nerovnost). Méjme ndhodny vgbér X, = (Xq,...,X,) 2z roz-

délent s reguldrni hustotou f € Frey. Necht T,(X) je nestranny odhad parametrické funkce
(), pro ktery pro viechna 6 € © plati EyT,(X) < cc.
Ddle necht plati

(i) pro viechna 6 € © existuje v'(0);
(ii) pro vsechna 6 € ©

d " 0
%/M.../A/ITn(:cl,.‘.,xn)ng(xi,Q):/M.../MTn(xh...,xn)%ng(:pi,e)

Pak pro viechna 0 € © plati

DyTo(X) > G ﬁ(zT = C,(0)

a C,(0) se nazjvdi DOLNI RAOVA-CRAMEROVA HRANICE.
Dikaz. Protoze T,(Y) je nestrannym odhadem parametrické funkce (), plati

(0) = EyT, /M /M "In)lde(x";g)
— /M/u T"(xl""’x")il:[lf(xi;e)dy(xl)“‘dV(l’n).,

kde v je ¢itaci (numerickd) nebo Lebesgueova mira.
Diky predpokladiim ve vété muzeme psat

16) = (B = g [ [ T xn>Hlf<xl-;e> dular) - dv(r,)
-,

n s n) = “9 d coed n
/MT (1 * )()9 Hf(:v ) dv(zy) v(z,)
/M w2y, Zf (25;0 f[ f2;0) dv(xy) - - - dv(z,)
: i*li#j
'“Af”h ;

$7,

H]‘ x5 0) dv(ay) - - - dv(xy,)
i=1

_ ~ f'(X;:0)
R A Py s vl e ZUJ
Ozna¢me .
DUO=U0) = O =E[UOTX)
takze

SchwaTz ner.
=[C(U(0), To(X)) | VD \/DU* :

vizEU} =0

Y (O)] = |EUT,(X)]

tj.

(+(0) < DT,(XnI(0) = (Z}f;;?szm

¢mz je tvrzeni dokéazéno. O

(X),
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DEFINICE 4.6. Rekneme, ze odhad T},(X) je
(a) VYDATNYM (také EFICIENTNIM) odhadem (@), pokud
_ Gu6) _
En[Tn(Y)] - DTR(Y) —
(b) ASYMPTOTICKY VYDATNYM odhadem 7(8), pokud
lim &,[T,,(X)] =1

a ¢islo | &, [T, (Y)] | se nazyvé vydatnost (eficience) odhadu 7, (X).

Piiklad 4.7. NORMALNI ROZDELENI A REGULARITA. Mé&me nidhodnou veli-
¢inu Y s normalnim rozdélenim

Y ~ N(p, o) |~ fly) = e w2070,

Hustoty N(u,oz) Distribucni funkce N(u,cz)
0.9

u=0;0=0.5

p=0;0=05

—p=5;0= 1

0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pricemz:

a) ‘02 je znamé, tj. 0; = ;1,.‘

Pak hustota f(y) je regularni v prvnich derivacich (viz body (1) az (5)) a také je
reguldrni v druhych derivacich (viz body (1) az (6))

(1) Mnozina ©®; = (—o00, 00) je neprazdnd oteviend mnoZina.

(2) Mnozina M = {y € R: f(y) > 0} je (—o0,00) a nezavisi na p € ©;.

(3) Pro kazdé y € M existuje konetna derivace

i) =9 = peyee = [ =]

(4) Pro v8echna p € ©; plati

G- [ 48 iwar= [ nwar=% [ w-niwa =

S
| ———
0

(5) Pro vSechna p € R je integral Ji; konecny a kladny

w2 < (nw)’
)= 20t = [~ (%) sty = [~ Liglay

—00

=4 (- )y
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(6) Protoze f1,(y ): m (£ f(y) = w#f(y) pak Piiklad 4.8. NORMALNI ROZDELENI. Mé&me nahodnou veli¢inu Y s normalnim
rozdélenim
fip ) —F (7”*”2*02) —LEY —p?-L = N f -
B (5 ) = B0 -k =[] Y NG )]~ ) = e 5
DY =02

a nadhodny vybér X,, = (X1,..., X,,) z téhoz rozdéleni, pficemz:

b) |u je zndmé, tj. 0, = 02.‘

a) ‘02 je znamé, tj. 0, = ;1,.‘

Pak hustota f(y) je regularni v prvnich derivacich (viz body (1) aZ (5)) a také je "
regularn'l v druhych derlvacm/h (Vl,z body (1) az (6)) (1) Skérova funkce ndhodného vybéru (viz priklad 4.7): |Uf (1) = Z : _2 £l
(1) Mnozina ®; = (0, c0) je neprazdnd oteviend mnozina. o
(2) Mnozina M = {y € R: f(y) > 0} je (—oc, 00) a nezavisi na o2 € O,.
(3) Pro kazdé y € M existuje kone¢na derivace

i=1

(2) Fisherova informace o parametru p z ndhodného vybéru (viz piiklad 4.7):

foly) = Y = fes = | = | u) = nJ () =
(4) Pro vsechna o € ©, plati
s (3) Uvazujme parametrickou funkei |7(p) = p | a vybérovy pramér, tj. statistiku
B = [ 5 = [ st = [ sy =0l
o _ .
(5) Pro vSechna o2 € ©, je integral .Jy kone¢ny a kladny T.(Y) = = Z Y.
i=1

o I!a () 2 1 o 2 2712
] =202 = [ (52) f(y)dy:?/ [ty — 1)~ o) 1)y i ) o
oo N W e (i) Plati , tj. Y je nestrannym odhadem parametru p a DY = Z.

o0 00 o0 — n
_ ﬁ / () f (y)dy — 408 (y—u)zf(y)dy+% / Fy)dy (i) Y je regulwnlm odhadem parametrické funkce 7(j1) = y, piicemz 7/, (1) = 1,
J—oo —o0 J -0 nebot Y je nestrannym odhadem a plati
pa=30? o? 1

- ()

(6) Protoze f%.(y) = 7% (f(y) (y753,24702> = (yiu)hﬁi,(gimZ%ﬁf(y), pak L n
LS 2SS oy

E (fazf?;-(;/)) = 40_5 |:E(Y M) 60' E(Y ,U) +30 :| = @ =1 02+u2 =1j= 1+1 12 (nez.)
fia=30" DY =02 ot n n(n — 1)/12 (I e m
T g2 no? o2 [ w\Wy

U =(Y-pia? (0%=1) MR CEp) U,=0.5[(Y-)?-02)ic® (1=0) B
: 2s (ili) Y je vydatnym odhadem z, nebot dolni Raova-Cramerova hranice
8 2 / 2 2
oer 1 s | C (,LL) _ [Tu(y’)} _ i _ g — DY.
1 Tlw)  m Ln

=y=0.32729 . b) ‘p je znamé, tj. 6, = 02.‘

2=(y-1)*=0.10712

(1) Skérova funkce ndhodného vybéru (viz piiklad 4.7):

-0.6 [ 4 . n )/1_“2_0'2 1 n 1
| | L | U2(02):Z¥:7 Z;— —

204 204 pa 202"

i=1

. o (2) Fisherova informace o parametru 7(c?) = ¢ z ndhodného vybéru (viz pitklad 4.7):
Ukézky skérovych funkei Uy (resp. Us) pro N(u,o?) pfi znamém o2 (resp. p).
Ju(0?) =nJ(c?) = —.

204



RNDr. Marie Forbelska, PhD. 33

(3) Uvazujme parametrickou funkei W a vybérovy rozptyl, tj. statistiku

n

T0) =[] = o S0 - V) = |3 (= (¥

i=1 <
ozna¢me Z;

Z Zi —n(Y — p)?
=1

Pocitejme
EZ; = DY;=o?
DZ;, = EZ}— (EZ)? =y —o* =20*
C(Z,Z;) = E(ZiZ;)-E(Z)E(Z;)=0 =  E(ZZ)=o0'proi#j. -
04
Pak

(i) Snadno lze ukézat, ze plati , tj. S? je nestrannym odhadem pa-

rametru 2. Déale obecné pro vybérovy rozptyl plati:

DS?— M4 _ ni_ggél
n  n(n-—1)

a protoze v pripadé normélniho rozdéleni mame

g = 302,
dostavame
DS? — 3i, n—3 . a*[3(n —1) — (n —3)] _ 204 .
n  n(n—1) n(n—1) n—1
(i) S? je regularnim odhadem parametrické funkce 7(02?) = o2, pfidemy

7/2(6?) = 1, nebot je nestranngm odhadem a plati

E(S?U;(0?) | = S Do

ZZ —n(Y —p)?) (i Zin(r2):|
Z EZ? +2Z Z B(Zz;)

n—l 2(n — 1)o*
=1 304 i=1 j= z+1
—ng E )
\_\,_/
(n+2)04

n’

— no? Z EZ;+n*c? B(Y — p)?
i= 1 2
py=22

3m7 +n(n—1)o* — (n+2)o* — n’c* + no?
2(n—1)o*

=|1="7(c%],

o
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pricemz plati

2
S |EZ2+ Y E(Zizj)

o el
F 30 S B0 i)
i#j=1i#j#k=1 0
1 (n+2)o*
= E[3J4 +(n—1)0*] = —a

(iii) S? je asymptoticky vydatnym odhadem o2, nebot dolni Raova-Cramerova
hranice je rovna
20t 201 Cy (02)

[7’2(02)}2 1
VPl _ |22 |<ps?= i
Jn(02) 5o n < n—1 " 2% DS

Cn(oj) = =1.
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5. KONSTRUKCE BODOVYCH ODHADU
Méjme ndhodny vybér X = (Xi,...,X,)" rozsahu n z rozdéleni o distribuéni funkci

F(x;0), kde @ = (64,...,0,,) € ® C R™. Mnozina © necht je neprazdnd a oteviena.

Budeme predpokladat, ze distribuéni funkei F(z; 0) lze vyjadiit ve tvaru
F(z:0) :/ F@0)du(t) ceR O=(br,....00) €O,

kde v je o—konefnd mira na (R, B) (napf. Lebesgueova nebo citaci) a f(x;0) je nezadporna
méfitelnd funkee, tzv. hustota pravdépodobnosti (vzhledem k mife v).

Pak sdruZena hustota nahodného vektoru X,, = (Xi,..., X,)" je vzhledem k nezévis-
losti jednotlivych slozek vektoru a jejich stejnému rozdéleni rovna

fx(@y, o w0;0) = T f(a::6).
i=1

Méjme déle parametrickou funkci
7:0 —=R.
Predmétem naseho zajmu bude hodnota parametru 6 nebo, obecnéji, hodnota nékteré pa-

rametrické funkce v(8).

5.1. METODA MOMENTU. Piedpokladejme, 7e pro ndhodny vybér existuji obecné
momenty:

1, = 1,(8) = EXF
Vybérové obecné momenty jsou definovany vzorcem

M,=1y" Xk k=1,2,...

T on

i=1,....n k=1...,m.

Momentova metoda odhadu parametru 0 spociva v tom, Ze za odhad 0 vezmeme FeSeni
rovnic

M, = 1;,(6) kE=1,...,m.
a nazveme je odhadem metodou momentu.
Neékdy se miize stat, ze m rovnic nepostacuje k jednoznaénému urceni 0, pak se vétsinou
pripojuji dalsi rovnice
M, =u,(0) pro  k=m-+1m+2
atd., az se ziska potfebny pocet rovnic. To samoziejmeé lze provadét jen za predpokladu, ze

existuji piislusné momenty 1.

Odhadem dané parametrické funkce v(0) metodou momentu rozumime statistiku

7 =7(9).

Odhady ziskané metodou momentti obvykle nejsou dostateéné kvalitni, v jednotlivych
konrétnich pripadech zpravidla lze dokazat konzistenci odhadi.
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Piiklad 5.1. Mgjme ndhodny vybér X = (Xi,...,X,,)" rozsahu n z normalniho rozdéleni

o parametrech i a 02, které odhadneme momentovou metodou.

Pak
0 = (61,65) = (1, 0%,
ti. m=2a@® =R x (0,00).

Snadno lze spodcitat, ze

_l(u

o 1
= r———e 2
= /,oc \2mo

3 2
u;:/ 22 ! 2 (%54) de = p? + o
)

2ro

Vybérové obecné momenty jsou rovny

M| = %ixi:f{
i=1

n
g1 2
My=1%"x2
i=1

Chceme-li najit odhady momentovou metodou, musime fesit soustavu rovnic:

Mip=p
M)y = +o°
7 prvni rovnice ihned dostaneme
22 = X7

coz dosadime do druhé rovnice a pocitame

B n B 1 n ~
=2 A 2_;2:)(2_ 2 _ }:),’2— X2
S A T, i=1 A o <i1 o >

— ———m—————

=(n—1)52

kde

n

S =LY (X - X)?

i=1
Protoze
Eo(it) = EoX = p,
vidime, Ze Ze odhad ji je nestranny, avsak
Eo(6%) = E™1S? = 2152,

takze o2 neni nestranny, aviak je asymptoticky nestranny.

Lze ukézat, Ze oba odhady jsou konzistentni (slabé i silng).

n—1 52
)

n

je vybérovy rozptyl.
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5.2. METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI. Ozna¢me sdruzenou hustotu 7 druhé rovnice plyne, ze

pravdépodobnosti ndhodného vektoru X takto — n —
: e 23 -1
i=1

L(O;a1, ) = L(O1, . Os 2, ) = [ [ F(2i0)

Py Po dosazeni do prvni vérohodnostni rovnice dostaneme

n

n
a nazveme ji vérohodnostni funkci ndhodného vybéru. > — > -
: y not+ 3@ - K =0 = [F]= Y- 82 =[5
i=1

Odhad 8., nazveme maximalné vérohodnym, jestlize pro kazdé 6 € © plati - =t
e

L(b\MLE; T1yeeoyTn) > L(O;21,. .. 2y) S% = LN (X — X)? je vybérovy rozptyl.

Zpravidla je vhodnéjsi pracovat s logaritmem funkce L. Pak za predpokladi zndmych z di-

ferencialniho po¢tu vede hledani maximalné vérohodného odhadu 0 k feseni rovnic Upravme nejprve logaritmus vérohodnostni funkee takto:

n

n 2. . . _ n n 2 1 . = = 2
L0, O, @) = 5185 %) = a"’TJ;lnf(a:i;el,...,em) =0 j=1,....m W(p, 0% 2y, 2y) = =3 In(27) — 3 1In(0”) — m;[(a —Z)+ (T —p)]
n
- 1 S . < : : n
které jsou ve statistické literature znamé pod nazvem soustava vérohodnostnich rovnic. = —2In(2r) — = In(0?) — # {Z(% — 22+ (7 — /‘/)2}
i=1
Poznamka 5.2. Maximdalné vérohodné odhady maji fadu vyhodnych vlastnosti: =-3 In(27) — %IH(UQ) - # [”32 +n(Z — ﬂ)z}
(1) Existuje-li vydatny (eficientni) odhad, mé soustava vérohodnostnich rovnic jediné kde
FeSeni a to je rovné vydatnému (eficientnimu) odhadu. =X
(2) Existuje-li postac¢ujici (suficientni) odhad, je kazdé FeSeni vérohodnostnich .,
rovnic funkci postacéujiciho (suficientniho) odhadu. = n
p J ( ) 52:% (X; — X)? = n1$2.

(3) Pochézi-li ndhodny vybér z reguldrniho rozdéleni, pak existuje maximalné véro-

hodny odhad, ktery je konzistentni a asymptoticky normalni, tj. v jednoroz- =
mérném piipadé -~ ,
PHP ~ 4 Nyni dokazme, Ze funkce I(y, 0221, ...,2,) nabyva v bodé (fywe, 0ag) = (T, %) svého
Orw ~ N(0,nJ(0)). maxima, takZe po dosazeni dostavame
0z, 8% 2, .., 2,) = —2In(27) — 2In(s®) — 2.
Priklad 5.3. Mgjme nahodny vybér X = (Xi,...,X,,)" rozsahu n z normalniho rozdéleni Ovéime, zda plati
o parametrech 1 a o2. Tyto parametry odhadneme metodou maximalni vérohodnosti. ) ? )
l(/,L,O' ;Ila-uyxn) S l(j7s ;xlv“'#In)
Opét 0 = (01,05)' = (1, 02), tj. m=22a O =R x (0,00). ns?an(@i—m? L, ,
—21n(27) — 21In(0®) — % < —ZIn(2r) — ZIn(s*) — 2
Pak ? 5 SN2
2 1\ sy G
2 1 (e 22 LS () 0= (2”2 2) ln”+\2”f—/
L(O;ZIJl,...,.’L’n) :L(,“HO- ;x17"'7]’.”) :H 27ro€ ? 7 = (271—0— ) Ze 207 i " 1. ¢len 20
i=1
n - 2
InL(p, 0% a1, 20) = U, 0%, ) = =3 In(270%) — 54 Y (i — )| Protoze pro viechna kladna =
=1
- t=2>0
Vyjadieme vérohodnostni rovnice plati , It
n Int < %7
801;‘} =-2- Lo+ Z(‘T’ —u)?=0 je prvni i druhy ¢len nezporny a nerovnost plati. -
i=1 o
ogf = # Z 2z —p)=0 Protoze

=1 E@(ﬁMLE) = EOX =K,
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ale
n—1¢g2 _ n—-1_2
Eg( EGTS = g,
vidime Ze odhad i, je nestranny, avsak o2 . jiz nestranny neni (ale asymptotick
1% J Y, MLE J y ymp Yy
nestranny).

]\ILE)

V tomto ptipadé jsme dosli ke stejnému vysledku jako u momentové metody.

5.3. Srovnani metody momentii s metodou maximalni vérohodnosti.

Obecné se da Tici, ze momentova metoda je pomérné jednoduché. Pouziva se zejména v
téch pripadech, kdy jiné metody odhadu jsou numericky ¢i z jinych divoda tézko zvladnu-
telné. Na druhé strané pokud jde o rozdéleni, ktera nemaji kone¢né momenty, pak se tato
metoda neda aplikovat viibec. Nékdy se odhady porizené momentovou metodou berou ale-
spon jako pocatecni aproximace pro Feseni vérohodnostnich rovnic, pokud je pro jejich feseni
nutny itera¢ni postup.

5.4. METODA MINIMALNIHO 2.

Nejprve si pfipomerime jedno velmi dilezité vicerozmérné diskrétni rozdéleni, a to mul-
tinomické.

Multinomické rozdéleni popisuje situaci, kdy médme k neslucitelnych jevi, které mo-
hou nastat v kazdém z n nezavislych pokust s pravdépodobnostmi

Ty, Tk pricemz E m; =1

Necht ndhodna veli¢ina Y znaéi pocet pfipadi, kdy nastal j-ty jev, takze Y; miize nabyvat
hodnot od nuly do n a musi platit

k
PO
j=1
Néhodny vektor Y = (Y7,...,Y%) pak ma multinomické rozdéleni s pravdépodobnostni

funkei

Tx(y) =

)

k _vj k k
HyL proy; =0,1,....n; > y;=n > m =1
j=1 =1 j=1

0 jinak

coz lze ekvivalentné napsat i takto

yil gkl (n—y1——yr—1)! proy; =0,1,...,n

fx(y) =

|,r;/1 ”zkll(l =g ) PTYLT YR —)
n.
0 jinak.

coz znacime

]Y ~  Mn(n,m,...,m) \
pricemz plati pro j,h=1,...,k

EY; =nm;
DY] :77/7'[']'(1 — 7Tj)
C(Y;,Yy) = — nmjmy,
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diskrétnim mnohorozmérnym rozdélenim. Svym vyznamem by se dalo prirovnat k mnoho-
rozmérnému normalnimu rozdéleni, jemuz se podoba predevsim diky dvéma vlastnostem:
podminéna i marginalni rozdéleni jsou opét multinomicka.

Nyni se opét vratime k ndhodnému vybéru X = (X7i,...,X,) rozsahu n z rozdéleni
o distribu¢ni funkei F(z;8), kde 8 = (64, ...,0,,) € ® C R™.

Pti odhadu nezndmého parametru 6 metodou minimalniho y? na zakladé ndhodného
vybéru X = (X1,...,X,) postupujeme tak, ze
(1) rozdéli se interval (—oo,00) na koneény pocet pod dvou disjunktnich podmnozin

wi, ... ,wy (pokud nejde o vybér z diskrétniho rozdéleni, které nabyva pouze koneéného

poc¢tu hodnot)
(2) ur¢i se pravdépodobnosti

pj(0):/ dF(z; 0)

J

jako funkce parametru 6 R
(3) pro danou realizaci ndhodného vybéru se uréi bod 6, v némz funkce

_ np;(6) ’
_12=;< "p7(9)>

nabyva minima, pfi¢emz Y; je pocet bodu Xy, ..., X, lezicich v w; (Zle Y; =n).

Pokud je tato funkce diferencovatelnd, hledani minima vede na feSeni soustavy rovnic

_19x%(0 np] 6) . [¥; —np;(0)]* 9p;(0)
= h=1,...,k) (11
3 aah ijl ( = we) ) o0, 0 =1k (D
vzhledem k nezndmym 6, ..., 0. AvSak i v nejjedodussich ptipadech je velmi obtizné
2
feSit systém rovnice (12). PotiZe zptsobuje ¢len %. Pro velkd n je vsak vliv

tohoto ¢lenu zanedbatelny, a proto se feSeni soustavy (12) nahrazuje FeSenim soustavy

Z ng] a}gg(he) 0 (h=1,...,k) (12)

j=1
Tento postup se nazyva modifikovanou metodou minimalniho 2.

Odhady ziskané obéma metodami jsou pti dosti obecnych podminkich konzistentnimi
odhady.
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6. INTERVALOVE ODHADY

6.1. Definice intervalového odhadu. Odhady, jimiz jsme se doposud zabyvali, se
nékdy nazyvaji bodové odhady parametrické funkce ().

Je tomu tak proto, ze pro danou realizaci ndhodného vybéru z1, . .., z, predstavuje odhad
dany statistikou T, (21, ...,2,) jediné &islo (bod), které je v jistém smyslu piiblizenim
ke skutecné hodnoté parametrické funkce v(0).

Ulohu odhadu vsak lze formulovat i jinym zptisobem. Jde o to, sestrojit na zakladé daného
nahodného vybéru takovy interval, jehoz konce jsou statistiky, a ktery se s dostatecné
velkou presnosti pokryje skute¢nou hodnotu parametrické funkce v(6). V tomto p¥ipadé
mluvime o intervalovém odhadu parametrické funkce ().

Podobna je tloha zkonstruovat na zékladé nahodného vybéru statistiku, o niz lze s do-
statené velkou spolehlivosti prohlésit, Ze skutecnd hodnota parametrické funkce je vétsi
nez tato statistika. V tomto pfipadé mluvime o dolnim odhadu parametrické funkce v(0).
Analogicky lze zavést pomoci opa¢né nerovnosti pojem horniho odhadu v(8).

DEFINICE 6.1. Necht 1{X7,..., X} ~ F(z;0) je ndhodny vybér rozsahu n z rozdéleni
o distribuéni funkci F(z;0), 8 € ©. Déle méjme parametrickou funkei v(0), o € (0,1) a
statistiky D = D(X1,...,X,,) a H=H(Xy,...,X,).

Potom intervaly (D, H) nazveme 100(1 — «) % intervalem spolehlivosti pro paramet-
rickou funkei () jestlize

Po(D(X1,..., X,) <9(0) S H(Xy,...,Xp)) =1—o

Jestlize

Po(D(X1, ..., Xn) <7(0)) =1—q,
pak statistiku D = D(Xj,..., X,) nazgvame dolnim odhadem parametrické funkce
~(0) se spolehlivosti 1 — « (nebo s rizikem «).

Jestlize

Po(v(0) < H(X,,..., X)) =1—«
pak statistiku H = H(X3, ..., X,) nazgvame hornim odhadem parametrické funkce
~(0) se spolehlivosti 1 — a (nebo s rizikem «).

Poznamka 6.2. Vysvétleme si nyni smysl pojmu spolehlivost intervalovych odhadu.

Konkrétni data zi,...,z, (tj. realizace ndhodného vybéru X = (X7i,...,X,)’") nejsou
nahodnymi veli¢inami, nybrz jsou to vysledky urcitého pokusu w, tj.

1 =Xg(w),. . ., 1, = X,(w).

Sestrojime-li tedy na jejich zékladé intervalovy odhad, feknéme (a,b), parametrické
funkce v(6), pak nem4 smysl mluvit o pravdépodobnosti P(a < (6) < b), protoze vSechny
ti1 symboly jsou redlna éisla (tfebaze () nezndme) a nerovnost a < () < b bud plati
nebo neplati, tj. nas intervalovy odhad je bud spravny nebo nespravny.

Budeme-li vsak sestrojovat intervalové odhady vicekrat po sobé, pak pomérna Cetnost
pripadi, kdy intervalovy odhad bude spravny, bude pfiblizné rovna 1 — a.

0.05 spolehlivost je pak 0.95 tj. 95%

Cislo [«] se voli pomérné malé, nejéastéji 0.01 0.99 tj. 99%
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Kromé dostatené spolehlivosti bychom chtéli, aby interval (D,,(X), T,,(X)) byl co mozna
nejkratsi.

Tyto pozadavky jsou vSak (pii pevném rozsahu vybéru n) protichidné. Zadame-li vétsi
spolehlivost, musime se smifit s delsim intervalem; zadame-li naopak kratsi interval, musime

se smifit s nizsi spolelivosti.

6.2. Kvantily. Nyni definujme kvantilovou funkci a kvantil.

DEFINICE 6.3. Necht F je distribuéni funkei a a € (0, 1). Potom funkci
FYa) =Q(a) =inf{z € R: F(z) > a}
se nazyva kvantilova funkce a ¢islo
To = Q(a)

se nazyva a-kvantilem rozdéleni s distribu¢ni funkei F'(z).

7 definice kvantilt vyplyva nasledujici vztah. Je-li X absolutné spojita nahodna velic¢ina,
pak plati
P($u/2 <X < Il,a/g) = F(l‘l,a/g) — F(Ia/g)
6.3. Konstrukce intervalovych odhadu. PopiSseme nyni jednu metodu konstrukce
intervalovych odhadi, ktera je pouzitelna ve vétsiné pripadi.
(1) Najdeme n&jakou tzv. PIVOTOVOU STATISTIKU, tj. funkci nadhodného vybéru
X = (Xi,...,X,)" aparametrické funkce v(6), tedy ndhodnou veli¢inu ,
tak aby jeji rozdéleni jiz nezaviselo na parametru 6.
(2) Nechf hajo a hy_q/2 jsou kvantily rozdéleni statistiky h(X,(6)). Pak pro vSechna
0 plati

Py(hasp < W(X,7(0)) < hi—ap) =1 -«
(3) JestliZe 1ze nerovnosti v zdvorce prevést ekvivalentnimi ipravami na tvar, kde mezi
nerovnostmi stoji jen (), pak jsme sestrojili intervalovy odhad

Dy(X) < v(0) < T,(X)

o spolehlivosti 1 — a.

6.4. Kvantily nékterych dulezitych rozdé&leni. Zavedme néasledujici znaceni:

P distribuéni funkece standardizovaného norméalniho rozdéleni
G, distribuéni funkce rozdéleni x? o n stupnich volnosti
H, distribuc¢ni funkce Studentova rozdéleni o n stupnich volnosti

Qnm distribuc¢ni funkce Fisherova-Snedecorova rozdéleni o n a m stupnich volnosti

Ug, kvantily standardizovaného normalniho rozdéleni
X2(v) | kvantily rozdélen{ x? o v stupnich volnosti
to(v) | kvantily Studentova rozdéleni o v stupnich volnosti
F, (11, 15) | kvantily Fisherova-Snedecorova rozdéleni o 14 a v, stupnich volnosti

Je-li distribu¢ni funkce F' absolutné spojitd a ryze monoténni a je-li piislusnd hustota
f suda funkce, pak plati
F(z)=1-F(-x) zeR
a odtud
To = —T1-a a€(0,1)

coZ specialné plati pro normélni a Studentovo rozdéleni.
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7. BODOVE A INTERVALOVE ODHADY PARAMETRU NORMALNIHO
ROZDELENTI

Necht k,n € N, v,v,va,...,0 € N, Do, b1,...,0, € R, 30 € {1,...,n} : b # 0

Pripomenme, ze plati:
Normalni rozdéleni:

s hustotou

) o 7l(,,,,l,)2
X ~ N(p,0%) ~ f(z) = e 2\e z€eR

2mo

ma stiedni hodnotu £X = i a rozptyl DX = o2. Toto rozdéleni ma nasledujici vlastnosti:

X ~N(po?) = U=2X£L~N(0,1)

x? rozdéleni:
w{lh,...,U,}~N(0,1) = K=Ui+ ---+U2~x*(v)
W{Ky ~ X (), K ~ X2 ()} = K=K+ -+ K,~x*(vi++w)
Studentovo t-rozdéleni:

U~NO1DLEK~3r) = T=-"Y ~tv)

IS
v

Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni:

Ki~x(n) LKy~ X2() = F =349 ~ P, )

Jesté nez zacneme odvozovat rozdéleni vybérovych statistik, pfipomenme si, Ze plati véty:
VETA 7.1. Necht ndhodny vektor
X =(X1,...,X,) ~ Ny(p, X)

md n—rozmérné normdlni rozdéleni a B je regularni matice redlngch éisel typu n X n a
a € R™. Potom ndhodny vektor

Y =a+BX ~ N,(a+Bu,B'EB).
DUKAz. Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X je tvaru

fx(x) = (27) % |2‘f%e—%<x—u)'2"<x—u>,

Inverzni transformace k transformaci
Y =a+BX
je rovna
X =BYY -a)
a jakobian této inverzni transformace je tvaru
I =[B! = B[

Pak hustotu pravdépodobnosti transformované nahodného vektoru

Y =a+BX

43
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lze vyjadrit takto
Fr(y) = fx(B7(Y —a)B|™
= (27) % |2 2|B| e 2B )M BT BT v —a) 4

_ (27{')7% |B'SB| ~% ¢ 3(y—a—Bp)/[B'EB| ! (y—a—Bp)

~ N,(a+Bu,B'EB)

O
VETA 7.2. Necht Xy, ..., X, jsou nezdvislé nihodné veli¢iny takové, Ze
Xi~ N(ui,0®)  i=1,...,n.
a B je ortonormalni matice typu n x n. Polozme X = (Xi,...,X,) a
Y= (Y17 s 7Yn)/ = B/(X - IJ’)v
kde po = (i, . .., ). Potom Y; jsou nezdvislé ndhodné veliciny a
Y; ~ N(0,0%).
DUKAZ. ProtoZe X, ..., X, jsou nezdvislé nahodné veli¢iny s rozdélenfm X; ~ N (u;, 02),

mé nahodny vektor X hustotu pravdépodobnosti
i @i—p; )2 n no(i—ni)?
fx ) = IT [ 37 ] = 2m) 78 AR L Ny, 3), kde = = 07,
1
Je-li B ortonormalni matice (tj. B~* = B’), pak z véty 7.1 plyne, Ze ndhodny vektor

Y =B'(X — ) ~ N,(O,B'YB), kde B'SB = ¢?B'B = 01,
s hustotou pravdépodobnosti

n 1 1./7_] 2 n
F(Y) =TT [ 23] = T ).
j=1 j=1
Odtud plyne tvrzeni véty. a

1
2

Na zdkladé téchto vlastnosti mizeme odvodit rozdéleni vybérovych statistik v pripadé
nahodnych vybéra z normalniho rozdéleni.

VETA 7.3. Méjme 1L{X1,...,X,} ~ N(u,0?) a vgbérovy primer X = L 3 X; a vjbérovy
i=1

rozptyl 5* = 5 3 (X; — X)%. Pak plati
=1

St o @ s 2
(1) Vybérovy pramer X ~ 7N (u, "7)
(2) Statistika U=2£/n ~ N(0,1)
(3) Statistika K =115 ~ x*(n—1)
(4) Statistika T=2£n ~ t(n—1)
’
Dikaz. Méjme ortonormalni matici typu n x n, jejiz prvni radek je (\}ﬁ Ce ﬁ) , tj. napr.
/ 1 1 1
b 7 7 7
3% —~ —— 0 0
2 VI2 V12
b’ L L __2_ 0 0
B= = : : :
: : : . 0
: 1 1 . 1 _ n—2 0
/ n—2)(n—1 n—2)(n— n—2)(n— n—2)(n—1
b/, V21 n-2(n-1) VI 2)(n—1) Ve-2(n-1) o

bil \/(nfl)n \/(nfl)n o ’ \/(nfl)n \/(nfl)n
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Podle vety 7.2
Y =(Vi,...,Y,) =B(X —pu) ~ N(0,0%1,)

a Y; jsou nezavislé normélné rozdélené nahodné veli¢iny s nulou stfedni hodnotou a se stejnym

rozptylem 2.

Nejprve dokdzeme dulezité vztahy

(a) Pocitejme: = (X =) BBX —p) = (X = p)(X—p) =| 3 (X; =)}

=1, i=1
(b) Vyjadieme [Y1] = b (X — p) = J= S0 (X — 1) = F=(nX —npr) = V(X — p) |
(c¢) Nakonec spocitejme
DX =X =D X =) — (X =)
i=1 i=1
= Z(Xz —1)* =2(X — p) Z(Xz — ) +n(X —p)?
i—1 i=1
Yy n(X—p)
—Y'Y — (X - p)? Y2ov2—|S 2|
T

Nyni budeme dokazovat jednotliva tvrzeni véty:
(1) Ze vztahu (b) dostaneme

Yi = V(X — 1) = BU(X — 1) ~ Nlpyi, 02,
pricemz

pry, = DY E(X — ) = b (= p) =0

oy, = b DXb; = o’b}b; = 0”.
Odtud ihned dostaneme, Ze

_ Y; o?
X = — ~ N y— ] -
v (“' n)

Provedeme-li standardizaci, tj. takovou linedrni transformaci, kterd zajistuje nulovou
stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl, dostaneme prvni tvrzeni véty:

X-BEX X-p
— Vv ~ N(0,1
VDX )

(2) Nahodné veli¢iny Y; jsou nezavislé normalné rozdélené ndhodné veli¢iny s nulou st¥edni
hodnotou a se stejnym rozptylem o2, tj.

w{yy,....,Y,} =~ N(0,0%).

Provedeme-li opét jejich standardizaci, dostaneme posloupnost nezavislych standardizo-
vanych normalnich ndhodnych veli¢in

ﬂ{%7"'7%} = N(0/1)7

U=Ux =

jejichz kvadraty K; = (%)2 maji x? rozdéleni o jednom stupni volnosti, tj.

L= (2)' K = (5)) = 80)
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Protoze ndhodn4 veli¢ina, ktera je souétem nékolika nezavislych ndhodnych veli¢in s x?
rozdélenim, ma opét x? rozdéleni, piitom jeji stupeti volnosti je roven souétu jednotlivych
stupii volnosti, dostavame druhé tvrzeni véty:

K=K+ ---+K, Z% =218~ P(n—1).

(3) Protoze Y1, ...,Y, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a nam se jiz diive podafilo vyjadrit
vybérovy pramér a vybérovy rozptyl takto

o Yi
X = Lty
M+\/ﬁ n—14

&
»n

)
Il

vZ,
je vidét, ze statistiky X a S? jsou stochasticky nezavislé, znacime .

Abychom dostali ndhodnou veli¢inu, ktera ma Studentovo rozdéleni, potiebujeme mit
dvé nezavislé nahodné veli¢iny, z nichz jedna, oznacme ji jako U*, mé standardizované
normalni rozdéleni, a druh4, ozna¢me ji jako K*, ma x? rozdéleni s v stupni volnosti.
Pak nahodna veli¢ina T* = - m4 Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti, tj.

"
A

U*~N(0,1) L K*~\*(v) = T'= ~ t(v).
=

Polozime-li

X—np

Ur=U=Ux= Vn ~ N(0,1) a K'=K=25'5~(n-1)

pak statistika

5 123 X_
o U T Rm ~ tn—1),
K* n—lS2 S
V v A/ o2
n—1

¢imz jsme dokazali posledni tvrzeni véty.

Poznamka 7.4. Statistiky , a |T'|se nazgvaji PIVOTOVE STATISTIKY, pfi¢emz

X— Lo . (o s
U= T“\/ﬁ je pivotovou stastistikou pro neznamy parametr g pifi zndmém o
K = ng—zl SZ o 0,2

X - P
==zt/n -7 - /¢ prinezndmém o
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DUSLEDEK 7.5. Mé&jme W{X,,...,X,} ~ N(u,o0?), kde u je neznémy parametr a
02 € R je zndmé redlné cislo. Pak

(X - ul,aﬂ%,)_( + ul,a/2%> - je 100(1 — «) % interval spolehlivosti

pro stredni hodnotu p pri zndmém o

X = ul,a% - je dolni odhad stredni hodnoty p
pri zndmeém o se spolehlivosti 1 — o
X+ ul,a% - je horni odhad stredni hodnoty

pri zndmém o? se spolehlivosti 1 —

Diikaz. Za pivotovou statistiku zvolime statistiku

U ON(0,1)

Pro lepsi citelnost misto Py = P, budeme psét

pouze P.

Pocitejme

1-a l—a=Plus <U<u ga)
X
= (U%S Uﬁ‘ ngul_%)
& B =P(X - Uka/zﬁ <p<X+ ’111701/2%)
Yoz =~ Yimar Yy

O
DUSLEDEK 7.6. Méjme L{X,,..., X,,} =~ N(u,0?), kde pu a 0* jsou nezndmé parame-

try. Pak
(1) pro stiedni hodnotu

(X - tl,a/g(n—l)%,)? + tl,a/g(n—l)%) - je 100(1 — a) % interval spolehlivosti
pro stiedni hodnotu pi pii nezndmém o

X —tian—1)% - je dolni odhad stiedni hodnoty p
P nezndmém o? se spolehlivosti 1 — a
X +tialn—1)7% - je horni odhad stedni hodnoty p

pri nezndmém o? se spolehlivosti 1 —

(2) pro rozptyl

<;2(n1(% %%> - je 100(1 — «) % interval spolehlivosti pro rozptyl o
1 [e3
(n-1)5* s dolné odhad rozptyl o2 ]
B_aD - je dolni odhad rozptyl o* se spolehlivosti 1 —
-%
1192
% - je horni odhad rozptyl o* se spolehlivosti 1 —
Pl
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Duikaz.

(1) V pripadé hledéni intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu pfi nezndmém rozptylu
za pivotovou statistiku zvolime statistiku

= Jﬁ ~ t(n—1).

T Ot(v)
Pro lepsi citelnost misto Py = P, ,» budeme psat
pouze P.

1—a=Pltap(n—1) < T < ty_opp(n—1))

= P(tapp(n—1) < 558V/n < ty_apa(n—1))
= P()_( - tlfa/z(’f 71)% < 14
] o <X ttiap(n-1)%)

t1‘112(\/) 1 u/Z(V) tlfﬂ/Z(v)

(2) V piipadé hledani intervalu spolehlivosti pro rozptyl za pivotovou statistiku zvolime
statistiku
n—1
2

K= S? ~ P(n—1).

g
K 0x*v)
Pocitejme

l-—a=Pi(n-1))<K<xis(n—-1)

|
s
=
[SELEENL
3
I
=
IN
3
J
n
M)
IN
>
=D
2
£)
|
=

2 2
Xa/Z(V) leulz(v)

V dal§im si budeme viimat intervalt spolehlivosti pro DVA NEZAVISLE VYBERY.

VETA 7.7. Nechf L{X, ..., Xy} ~ N(ux, O’X) je nahodny vybér rozsahu nx z normdlniho
rozdéleni N(ux,o%), X je ]eho vgbérovy primeér a S% jeho vibérovy rozptyl.

Dale necht W{Y1, ..., Y, } ~ N(uy, ay) je nahodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdé-
leni N(py,0%), Y ]e jeho vybérovy primér a S jeho vybérovy rozptyl.

Predpokladejme, Ze oba vybéry jsou stochasticky nezavislé, tj. X 1 Y. Pak

(1) Statistika

Ux_y = KX =) N(0,1).

Ux ‘7y
VE A+

(2) Pokud 0% = 0% = 0%, pak statistika

X -V — (ux —py) [ nxny 2 (nx—1)S% 4+ (ny—1)S2
Te o= ~t —9) kde 2., — (xTDSxH+myDSY
XY Sxy nx + Ny (nx +ny —2), kde Sy nx-+ny -2

(3) Statistika

B D
Sk oy

F:S—%g ~ F(nx—l,ny—l).
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Drtikaz. Z nezévislosti nahodnych vybérii vyplyvé, Ze viechny statistiky X, Y, 5% a SZ jsou

nezévislé, tj.

1)

WXV, 5%, 52}
Protoze vybérové priméry normalnich ndhodnych vybért maji opét normalni rozdélent,
tj.
X ~ N(px, &
~ |15 gl

Y ~ N (/’LY7 ny) )
tak i jejich rozdil je opét normalni, tj.
o o
Z=XF ~ N (s =g )
nx Y
Potom standardizovana nahodna velicina Uy ma standardni normalni rozdéleni, tj.
X -V~ (ux —
Uy =Us_y = i — 1) v0.1),

2 2
Ix 4 %%
nx ny

tim jsme dokézali prvni tvrzeni véty.

Je-li 0% = 0% = o2, pak statistika Uy je tvaru

X-v - — X-v - —
Uy =Us g = (1x = py) _ (1x — py)

x ”y +
V ne 7Ly \/
:X—Y—(Hx—uy) [nxny ~ N(O.1).
o nx + ny

Oznacéime-li dvé nezéavislé statistiky s y? rozdélenim

ny —1 ny —
X S% ~ Xinx —1) a Ky = YUZ Sy~ (ny — 1),

KX —_

o2

pak statistika K = Ky -+ Ky méa opét x? rozdéleni se stupni volnosti, které jsou souctem
stupr volnosti statistik Kx a Ky, tj.

nx — 1 2 ny — 1 9

K=FKy+EKy=="3-5+= -5

1
= ; [(nX - 1)S§( + (TLy - 1)532/] ~ X2(77,X +ny — 2)

Polozme
(nx —1)S% + (ny —1)S%
Sxy = ’
nx +ny — 2
pak
nx +ny — 2

Abychom dostali ndhodnou veli¢inu, kterda ma Studentovo rozdéleni, potiebujeme mit
dvé nezavislé nahodné veli¢iny, z nichz jedna, oznacme ji jako U*, mé standardizované
normalni rozdéleni, a druha, ozna¢me ji jako K*, ma x? rozdéleni s v stupni volnosti.
Pak nahodna veli¢ina T = \}]—;j ma Studentovo rozdéleni s v stupni volnosti, tj.

U*

K*

Us~N(0,1) L K*~*(v) = T'=

~ t(v).

v

50

Polozime-li

X =Y = (px = pv)
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ag

pak statistika

ux pwy) [ nxny
nx-+ny
T*

nx+ny—2

nxtny =2 g
22 XY

X Y - MX — fy) nxny
nxy +ny

¢imz jsme dokézali druhé tvrzeni véty.

SN0, 1)
nx + Ny

-2
— TS)Z(Y ~ Xz(nx +ny — 2)

t(nx +ny —2),

(3) Chceme-li dokézat tfeti tvrzeni, musime najit dvé nezavislé ndhodné veli¢iny, které maji
x? rozdéleni. Oznaéme je Ki ~ x?(11) a K5 ~ x?(v2). Pak ndhodna veli¢ina

F* = K}t/ul
K2/l/2
Polozime-li
1y — 1
Kj=Kx="%7"5% a
Ox

dostavame

Kifvy  rSk/(nx —1)
Kifvs — m5LS2 /(ny — 1)

Fr =

a tim jsme dokazali i posledni tvrzeni véty.

~ F‘(l/l7 1/2).

« nyfl
Ky =Ky = —5—5%,

2 2
Sk oy

2 2
Sy ok

Oy

~ F(nx—l,ny—l)
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DUSLEDEK 7.8. Necht 1{X1,..., X, } ~ N(ux,0%) je ndhodny vjbér rozsahu nx z nor-
madlniho rozdéleni N(ux, %), X je jeho vibérovy primér a S% jeho vibérovy rozptyl.

Dale necht 1{Y1, ..., Y, } ~ N(uy, Uy) je nahodny vybér rozsahu ny z normdlniho rozdé-
leni N(py,0%), Y je jeho vybérovy primer a S% jeho vijbérovy rozptyl.

Predpokladejme, Ze oba vybéry jsou stochasticky nezavislé, tj. X L Y. Pak
(1) jsou-li W’ pak 100(1 — )% interval spolehlivosti pro rozdil stiednich

hodnot pux — py je tvaru
— — 02 02 — — 02 0.2
<X—Y—u1,g\/—x+—y,X—Y—&-u1,g —X+—Y>.
2 nx ny 2 nx ny

2 a 0% nejsou zna’me’| a platz’| T = G =@ ‘, pak 100(1 — «) % interval spo-
lehlivosti pro rozdil strednich hodnot px — uy je tvaru

<X—?—t1_%(nx+ny—2)5 %,X—?—O—tl_%(nx—kny—Z)S m>

nxny

(3) Pii | nezndmych (i, lty, 0%, 0% | je 100(1 — ) % interval spolehlivosti pro podil rozptyli

o%
—5- roven
%y

Sk 1 52
52 s Fie(nx—1,ny—1) ).
<5§ Fig(nx—1,ny—1) 2" g (nx—1,ny—1)
Diikaz. Obdobné jako v predchozi vété

(1) jako pivotovou statistiku pouzijeme

UlY:X*Y*(MX*HY) -

, N(0,1)
2 | %
Na + ny
Pocitejme
UON@©.1) lfa—P(u% <Uix_y <wuy %)
XY — (ux —
_P<1Lg< 2(lX2 NY)SUF“
meE
— _ 0_2 02
=P Y —uig/ox s Sux — oy

Yoz = 7 Yiare Yiaiz

Tim jsme dokéazali prvni tvrzeni.

(2) V pripadé hledani intervalu spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot pfi nezndmém roz-
ptylu 0% = 0% = 0% za pivotovou statistiku zvolime statistiku

X —Y — (ux — py) nxmny
Te o ~ t(nx +ny —2),
X = Sxy ny +ny (nX " )

nx +ny —2 '

kde

SXY =

Ozna¢me v = ny+ny —2 a pocitejme
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l—a= P(ta/Z(l/) < T)’(, < tl_a/Z TOWW)
X-Y— /
_p <fa/2( ) < MX By) nxny
nx+ny
< tlﬂ/z(V))
=P <X*Y/*t17%(’/) S\/ﬁ < px — py
S X —Y+t1_% (l/) S 7:;;::: s a2 = =tV gl

¢imz jsme dokazali druhé tvrzeni.

(3) V pripadé hledéni intervalu spolehlivosti pro podil rozptyl za pivotovou statistiku zvo-
lime statistiku
S2
F= —;(U—y ~ F(nx —1,ny —1).
SE 0%

Polozme v; = nx —1 a v, = ny — 1 a pocitejme

F DR, l—a=P(Fs(n,m) <K < Fa(n,1)
S% o2
=P (F%(Vl-,l/?)) Sz Y < Fl °(V17V2)))
1-a
_p Sk 1 < UX
SZ Fi_a(nx—1,ny—1) =
ar, an S)2(
FanpVy) FrarViV) < > Fl_%(TLXf]., nyfl)
Sy

a tim jsme dokazali i posledni tvrzeni.

V dalsim se zaméfime na interval spolehlivosti pro rozdil stfednich hodnot
u tzv. PAROVYCH VYBERU.

VETA 7.9. Necht X; = (X1,Y1),...,X, = (X,,,Y,) je ndhodny vybér z dvourozmér-
ného normdlniho rozdéleni No(p, X) s parametry p = (”X) aX = ( = paxay), kde

My poxoy  of
HXJWER, U§(>O, 012/ >0 ape (071)

Zi Xi=Y;
Proi=1,...,n oznacme 42 = % o 2 -
S% = ﬁ Z?:1(Zi - Z)2~

Pak

<z—t1_,(n—1 Sf Z+tis(n 1)%>

je intervalovy odhad parametrické funkce px — py o spolehlivosti 1 — .

Diikaz. Pfipomenme, ze marginalni nadhodné veli¢iny jsou opét normalni, tj.
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WXy, .., X}~ N(ux,0%) a  w{Yy,....V,} =~ N(py,0%).

Takze pro jejich rozdil Z; = X; — Y] plati, Ze maji také normalni rozdéleni
W{(Z,.... Zn} = N(uzD,0%),

kde
EZ; = E(X; =Y)) = jta — piy
DZ; = D(X; = Y;) = C(X; =Y, Xi = Y))
=C(X;, X;) = C(Xi, Yi) = C(Y, Xy) + OV, Y))
= DX, —20(X,,Y;) +DY; = 0% — 2poxoy + o3
——
=poxoy
Budeme-li aplikovat dtsledek 7.6 na Z, ..., Z,, dostaneme tvrzeni véty. O
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8. BODOVE A INTERVALOVE ODHADY ZALOZENE NA CENTRALNI
LIMITNI VETE

Odhady parametri normalniho rozdéleni, které jsme doposud zkoumali, maji diky cen-
tralni limitni v&té (CLV) 8irsi pouziti.
Casto lze najit takovou transformaci , ze néhodna velicina [h(X,~(0))| ma

pro n — oo asymptoticky standardizované normalni rozdéleni | N (0, 1) |, tj.
A
h(X,~(8)) ~ N(0,1)

Pritom rozdéleni, z néhoz vybér pochazi
- nemusi spliiovat pozadavky spojitosti a ryzi monotonie distribu¢ni funkce,
- mize byt i diskrétni.

Bodové i intervalové odhady lze pak sestrojit stejnym zptsobem jako v pfipadé normal-
nich nahodnych vybért, jejich spolehlivost bude jen piiblizné, tj. asymptoticky.

VETA 8.1. Méjme 1{Xq, ..., X, } = L(1(0),0%(0)) a vibérovy primér X =1 > X;. Necht
i=1
S? = S%(X) je (slabé) konzistentnim odhadem rozptylu o*(0). Pak statistika
¥ A
U, = X0 /n £ N(0,1).

Diikaz. Podle Lindebergovy-Levyho CLV maji standardizované priuméry asymptoticky stan-
dardizované normalni rozdéleni, tj.

XfE)f(i)f(fu(H) 7)7(7/1(0)

VDX o2(0) ()

n

Ug = Vi A N(0,1),

coz lze ekvivalentné napsat také takto

Ug 5U ~N(0,1).

Abychom dokazali, ze také U, = %@ﬁ AN (0,1), budeme potfebovat nasledujici
tvrzeni, které uvedeme bez dikazu (lze najit napf. v knize Rao, R. C.: Linedrni metody
statistické indukce a jejich aplikace. Academia Praha, 1978)

Jestlize Z, 52 A Y, 5c¢ = Z,- Y, 5 ez

Pokud polozime
Zp=Ugx = Z=U
P
Yo=%2 5 1,
nebot S2 je (slabé) konzistentnim odhadem rozptylu o(0), pak jiz dostaneme tvrzeni véty,
tj.
U.=2,Y, = 20 /n & cz=1.U ~ N(0,1).

Jako transformaci jsme zvolili funkci

h(X, u(0)) = Ug - %2

- S,
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DUSLEDEK 8.2. Necht W{X,,..., X} ~ L(u(8),0%)) je ndhodny vybér s konecnymi
druhymi momenty. Potom intervalovym odhadem stiedni hodnoty |u(0)| o asymptotické
spolehlivosti 1 — « je interval

<X — ul_%%7 X + uj—

wIR
Sl

kde S? je vijbérovy rozptyl, tj.

n

2
$2=LN (X -X).
i=1
Diikaz. Diikaz je ziejmy, nebot S? = S? je konzistentnim odhadem rozptylu a jako pivotovou
statistiku jsme pfi tvorbé intervalového odhadu pouzili U, s asymptoticky standardizovanym
normalnim rozdélenim. O

DUSLEDEK 8.3. (Bindrni nadhodné vybéry). Necht 1L{X,...,X,} ~ A(p) je ndhodny
vybér s alternativnim (bindrnim) rozdélenim. Potom intervalovgm odhadem parametru
o asymptotické spolehlivosti 1 — «v je interval

<)—(_u17% XQ x)7)-(+ulf% M>

n n
Diikaz. Nejprve pfipomenime, Ze pro ndhodné veli¢iny s alternativnim (binarnim) rozdélenim
plati
EX;=p a  DX;=p(l-p).
Protoze X je konzistentnim odhadem stiedni hodnoty, coZ je parametr p, pak statistika
S2=X(1-X)
je konzistentnim odhadem rozptylu p(1 — p).

Pri tvorbé intervalového odhadu jako pivotovou statistiku jsme opét pouzili U, s asympto-
ticky standardizovanym normdlnim rozdélenim. O

DUSLEDEK 8.4. (Poissonovské nahodné vgbéry). Necht w{X;,...,X,} =~ Po(\)
je nahodny vybér s Poisonovym rozdélenim. Potom intervalovym odhadem parametru
(0 < X\ < c0) o asymptotické spolehlivosti 1 — « je interval

<X = ul_%\/g, X+ U-g \/§> .

Diikaz. Pripomenme, ze pro ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim plati
Protoze X je konzistentnim odhadem stiedni hodnoty, coz je parametr ), pak statistika

S2=X
je konzistentnim odhadem rozptylu A.

Pfi tvorbé intervalového odhadu jako pivotovou statistiku jsme opét pouzili U, s asympto-
ticky standardizovanym normdlnim rozdélenim. |
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9. TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ

Méjme nahodny vybér X = (Xi,...,X,)" rozsahu n z rozdéleni o distribuéni funkci
F(z;0), kde 6 =(6,,...,0,,) € ® CR™. Mnozina © necht je neprizdnd a oteviend.

Hy: 0 € ©® C ©

Predpokladejme, ze o parametru 0 existuji dvé konkurujici si hypotézy: H0c®, —0-0,
: 1= —

, | Hy| senazyvd mnulovou hypotézou.
Tvrzeni v L, P J .
H; alternativni hypotézou.

()

Jei

- jednobodova, nazyva se jednoduchou, v opa¢ném piipadé sloZenou hypotézou.
1

O platnosti této hypotézy se ma rozhodnout na zakladé ndhodného vybéru X = (Xi,..., X,,)/,
/" zamitneme ncbo

\\ nezamitneme platnost hypotézy H,.

a to tak, ze

Na testovani pouzijeme statistiku 7,, = T'(X), kterou nazjvime testovaci statistikou.
Mnozinu hodnot, které muze testovaci statistika nabyt, rozdélime na dvé disjunktni oblasti.
Jednu oznac¢ime , anazveme ji kritickou oblasti (nebo také oblasti zamitnuti hypotézy)
a druhd je doplitkovou oblasti (oblast nezamitnuti testované hypotézy).
Na zdkladé realizace ndhodného vybéru x = (z1,...,z,)" vypocéitdme hodnotu testovaci
statistiky ¢, = T'(x).

e Pokud hodnota testovaci statistiky ¢, nabude hodnoty =z kritické oblasti,
tj. [t, = T(x) € W, |, pak nulovou hypotézu zamitame.
e Pokud hodnota testovaci statistiky nabude hodnoty =z oblasti nezamitnuti,

tj. |t, = T(x) ¢ W, |, tak nulovou hypotézu nezamitame, coZ ovSem neznamend

Ze prijimame alternativu.

Toto rozhodnuti nemusi vSak byt spravné. V nasledujici tabulce jsou uvedeny mozné
situace

Hy PLAT{ NEPLAT{
ZAMITAME chyba 1. druhu (o je hladina testu) O.K.
tn =T(x) € Wo || ao =supgee, Po(T(X) € Wa|Ho) < a
NEZAMITAME O.K. (tzv. sila testu ¢i silofunkce) chyba 2. druhu
tn = T(x) ¢ Wa 1 —B(0) = Po(T(X) € Wa|Hi) B(8) = Po(T(X) ¢ Wa|Hy) pro 6 € ©,

Volba kritického oboru W, se ¥idi pozadavky:

(1) Chceme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byla mensi nebo rovna pfedem zvolenému
malému « € (0,1) (obvykle se voli @ = 0.01 nebo o = 0.05), tj. aby platilo pro V0 € ©,

ap = sup Pp(T(X) € W,|H)p) < a.
0€0,

Pro spojitd rozdéleni je vzdy mozné (i kdyZ ne nutné) zvolit test, jehoz hladina je pravé
rovna «. U diskrétnich rozdéleni jsou moznymi hladinami testu jen nékteré diskrétni
hodnoty. Neni-li zvolena hladina mezi nimi, rozhodneme se pro hladinu, ktera je nejblizsi
nizsi (nebo nejblizsi vyssi).

(2) Mezi testy na hladiné [a] se pak snazime zvolit test s co nejmensi pravdépodobnosti
chyby druhého druhu, tj. co nejsilngjsi test.

Vidime, Ze postaveni obou hypotéz je nesymetrické. Za nulovou hypotézu volime tu,
jejiz neopravnéné zamitnuti (chyba 1. druhu) je zadvazné&jsi.
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DEFINICE 9.1. Chybu, kterd spo¢ivd v nespravném zamitnuti nulové hypotézy,
i kdyz je spravna, budeme nazyvat chybou prvého druhu, pravdépodobnost

ap = sup Pp(T(X) € W,|Ho)
0O

nazveme hladinou vyznamnosti (téz hladinou testu).
Chybu, kterd spoc¢ivd v nespravném prijeti nulové hypotézy, i kdyz neplati, budeme
nazyvat chybou druhého druhu a jeji pravdépodobnost pro V0 € ©; oznacime

[ 8(6) = Po(T(X) & Wal Ho) |

Pravdépodobnost 1—(5(6) nazgvéme silou testu (téz silou kritické oblasti W,,) a jakozto
funkci 0 € O, ji také nazveme silofunkci testu.

9.1. JEDNODUCHA HYPOTEZA A JEDNODUCHA ALTERNATIVA.

Nejprve rozebereme nejjednodussi ptipad, kdy |© = {60, 0:} |

V dalsim budeme znacit symbolem [v] o—konecnou miru na (R”, B*) (napf. Lebesgueova
nebo éitaci) a nezapornou méfitelnou funkci, tzv. hustotu pravdépodobnosti
vzhledem k mife v. Tedy f(x;0) jsou jak hustoty absolutné spojitych ndhodnych veli¢in,
tak pravdépodobnostni funkce.

Budeme predpokladat, Ze pravdépodobnostni miry Py, a Py, jsou absolutné spojité vzhle-
dem k o-kone¢né mite v.

Oznacme hustoty 5?%3 i ;Ez’ g?;

LEMMA 9.2 (Neymanovo—Pearsonovo). Necht k danému o € (0,1) existuje takové kladné

cislo ¢ > 0, Ze pro mnoZinu | Wy ={x e R": p1(x) > cpo(x)} | plati / po(x) dv(x) = af.
Wo

Pak pro libovolnou mnoZinu W € B"™ splriujici podminku / po(x) dv(x) < | plati
w

/W ) dv() > /W pr(x) dv(x).

Diikaz. Pro jednoduchost pro j = 0, 1 misto fWo p;(x) dv(x) pisme fwo p; dv. Pak plati

/pldzx—/pldl/: / p1 dv  — / p1 dv
~— ~

Wo W Wo—WeWy >cpo W-WogWo <cpo
> / cppdv — / cpydv =c /podu—/podu > 0.
W W
Wo—W W—Wo N e

= <a

Poznamka 9.3. Predchozi lemma lze vyslovit takto:
Test s kritickym oborem |W0 ={xeR":p(x)> cpo(x)}‘ urcuje nejsilnéjsi test hypo-
tézy Hy proti Hy na dané hladiné a.
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Piiklad 9.4 (NAHODNY VYBER Z NORMALNIHO ROZDELENI PRI ZNAMEM ROZPTYLU).
Méjme 1L{ X1, ..., X, } =~ N(u,0?), kde 02 je zndmé. Necht pig, i1, € R. Je tieba najit kriticky
obor nejsilnéjsiho testu

T proti :p=p; nahlading o€ (0,1).

Plati

X~ — T fxtwis ) = [ sz 2 C5)" = | (270%) % exp { S i uf} :
i=1 =1 i=1

/ PR v > o oo 1N\ i —_ 1\
Dale si pfipomefime, Ze polozime-li X = - >"" | X, , resp. pro realizace 7 = >

za platnosti nulové hypotézy

1 T, pak

- X —EoX) X—mu
X ~ N(p 2 = Ug= A2 — ~ N(0,1). 13
(10,2 $= oty ~ o~ V@D

Dale vyuzijeme vztah

Z(mifj)z = Z(xifu)zfn( T—p)? = Z x;— )2 Z(xifj)2+n(jf;L)2. (14)
i=1 i=1 i=1
Oznaéme po(x) = fx(X; 1= po) a pi(x) = fx(x5 1= ).

Podminku | p;(x) > ¢po(x) | 1ze napsat také takto ﬁ;g; >c>0|

Pocitejme s vyuzitim vztahu (14)

otg = exp {5 (7= m)* = (@ - )’} > c.

Po zlogaritmovani dostaneme
s [(T = po)® = (7 — m)?] = 522 [22(1 — po) — (1] — p§)] > Inc (15)
(1) Predpokladejme, Ze o < fi -

Po(x) p,(x)

Pak nerovnost (15) dale upravujme takto

— Je1 o2lnc

T2 12 ¢+ n(p1—po)

oznaéme ki
Dokéz jit takové |k by platil B
okdzeme najit takové 7 aby platilo k

Puo(X >k)=af [ "

Wo

Diky normalité vybérového praméru (viz (13)) véak miizeme pocitat a upravovat

0= Pl 2 k) = By (37 = o) =1 - 0 ()

takZe
@(’3/7%)):1—a = wma=f82 o k=t G

a kriticky obor lze vyjadrit takto

={xeR":z>k}= {XGR"'I>/L0+\/—u1 a}.
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(2) Nyni predpokladejme, ze g > p -

p,(x) Py(X)
Pak nerovnost (15) dale upravujme takto
= pitpo _ _o%lnc
T n(po—p1)
oznacme ko J B
a
L1 Ho

Wo

Diky normalité vybérového priméru (viz (13)) vSak miizeme pocitat a upravovat

_ o _ X6 ky— _ ka—
a=Fu,(X < k) =Py <a/¢5 = f/ﬁ) =e (o?ﬁ)
takze
[0 (%) =a = Uy = —U—q = %\}% = ko = po — %Ul—a

a kriticky obor lze vyjadrit takto
W():{XERHIZESICQ}:{XER”’:ESMQ—%UI_Q}.

Vsimnéme si, ze pii jednoduché hypotéze i alternativeé

TN proti :p=p; nahlading o€ (0,1)

(1 < ma Wy stejny tvar nezavisly na
pii (1) ho H o stejny ¥ na p
libovolné
2 > mé Wy stejny tvar nezavisly na
(2) 1o ti o stejng ¥ na i

libovolné

(1) po <

Rikdme, 7e test je stejnomérné nejsilnéjsi vici viem alternativam typu .
(2) po > 1

Poznamka 9.5. V soucasné dobé bé/ny statisticky software (Statistika, SPSS, ST, SAS)
udava dosaZenou hladinu (v anglicky psané literatute P-value, significance value). Je to
nejmensi hladina testu, pfi které bychom jesté hypotézu Hy zamitli.

9.2. JEDNODUCHA HYPOTEZA A SLOZENA ALTERNATIVA.

Necht parametricky prostor ® mé nejméné 3 ruzné body, z nichZ jeden je 6y. Polozme
Oy = {60}. Je ticha otestovat hypotézu
Hy:0 =86, proti Hi:0 €0 —0,.

Nejprve si predstavme, ze bychom se snazili najit pomoci N-P lemmatu nejsilnéjsi test
hypotézy H, proti alternativé H;:60 =60, € © — 9, .

Obecné je t¥eba pocitat s tim, Ze kazdy takovyto diléi test bude mit jiny kriticky obor.
Mize se vsak stat, ze kritické obory budou stejné pro vSechny zminéné diléi testy. Pak je
rozumné test Hy proti slozené alternativé H; zalozit pravé na tomto spolecném kritickém
oboru. V tomto pripadé fikdme, Ze jde o stejnomérné nejsilnéjsi test proti .



