Kapitola 1

VYBRANE PARTIE Z TEORIE
ODHADU

1.1 ZAKLADNIPOIJMY MATEMATICKE STATISTIKY

V teorii pravdépodobnosti se predpoklada, Ze je znamy pravdépodobnostni prostor (2,4, P) a
ze také zname rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in (resp. ndhodnych vektort), které
na tomto pravdépodobnostnim prostoru uvazujeme.

V matematické statistice vSak mame k dispozici vysledky n nezéavislych pozorovani hodnot
sledované ndhodné veli¢iny X

1= X(w1), .., T = X(wy), wiy...,wp €8

a na zakladé téchto pozorovani chceme ucinit vypovéd o rozdéleni zkoumané nahodné veli¢iny.
Definujme nejprve zakladni pojmy matematické statistiky.

Definice 1.1.1.
Ndhodny vektor

Xn - (Xl,...,Xn)T

nazyvime nahodnym vybérem z rozdéleni pravdépodobnosti P, pokud
(i) Xi,..., X, jsou nezdvislé nahodné veli¢iny,
(i) Xi,..., X, maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti P.

Cislo n nazjvdme rozsah ndhodného vybéru. Libovolny bod x, = (T1,...,2,)", kde z; je
realizace nahodné veliciny X; (i = 1,...,n), budeme nazyjvat realizaci ndhodného vybéru
X, =(X1,...,X,)". MnoZinu viech hodnot, kterjch miZe ndhodny vybér nabyt, nazgvime
vybérovy prostor a budeme jej znacit X .

Zakladni déleni matematické statistiky je dané strukturou mnoziny vsech moznych rozdéleni
(oznacme ji P) ndhodného vybéru X. Velmi ¢asto vybirame do mnoziny P jen rozdéleni, ktera
jsou stejného typu a kterd zavisi pouze na néjakém (skalarnim ¢i vicerozmérném) parametru.
Tento parametr se vétSinou znaéi @ a pravdépodobnostni miry z mnoziny P symbolem FPy.
Pritom predpoklddame, Zze parametr @ nabyva hodnot z néjaké mnoziny ©.
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Definice 1.1.2.
Mnozinu P pravdépodobnostnich mér tvaru

P:{PQ;OEG}

nazyvdime parametrickou tridou rozdélent. Vektor @ nazijvdme parametrem rozdéleni
pravdépodobnosti Py a mnozinu ® mozngch hodnot parametru @ parametricky prostor.

Nyni se zminme o tzv. rodinach rozdéleni.

Definice 1.1.3.
Necht g(x) je néjakd hustota. Definujme rodiny rozdélent

Fi = {f(w:6) = g(z — 0);0 € R}
f2:{f<x;5>=§g (%)sbo}

1 _
fgz{f(:c;ﬁ,é):gg <x5 9);96R,5>O}

Pak tikame, Ze je rodina s parametrem polohy (location family), je rodina s

o

parametrem méritka (scale family) a je rodina s parametrem polohy a méritka
(location-scale family ).

Uvedme nékolik prikladi:
PRIKLAD 1.1.4.
Rodina normalnich rozdéleni.

—_

e"3% r € R

2
f(x) = e 3(554) reER;ueER, 0>0

Hustota g(z) je hustotou tzv. standardizovaného normalniho rozdéleni.

Hustoty N(u,0%) Distribucni funkce N(,0?)

0.9

u=0; 0=0.5

0 0 s s s s s
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek 1.1: Ukézky hustot a distribu¢nich funkef pro N(u,o?).
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PRIKLAD 1.1.5.
Rodina Cauchyovych rozdéleni.

1 1
S R
1 1 o
= — = eER;ueR o>0
) = e =y s vy ERmER

Hustota g(z) je hustotou Studentova t-rozdéleni o 1 stupni volnosti.

Hustoty Cauch(u,cz) Distribucni funkce Cauch(p,oz)

u=0; 0= 0.5

08|
p=0;0=0.5

0.6 |
p=3; 0=1.25
0.4

0.2 f

0= 0 - - - - - - - - - - - -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Obrazek 1.2: Ukazky hustot a distribu¢nich funkef pro Cauch(u, o?).

PRIKLAD 1.1.6.
Rodina Weibullovych rozdéleni.

g(x) =~y e reR, v>0

— -1 z—0\7
f(x):z(x 9) 5 2560,0eR, 7>0,6>0

Hustota g(z) je hustotou tzv. standardizovaného Weibullova rozdéleni.

Hustoty Whb(y,6,0) Distribucni funkce Wh(y,8,d)

16} (1)y=0.75,6=0,6= 3 6y 15 0=4,5=05

08}

2A0=4,5= 1 06T

(4)y3 3,6=4,5= 2 04}

2 y= 1,8 . 0.2

Obrazek 1.3: Ukazky hustot a distribu¢nich funkei pro Wb(vy, 0, d).

1.2 NESTRANNOST A KONZISTENCE

Cilem teorie odhadu je na zékladé ndhodného vybéru odhadnout rozdéleni pravdépodobnosti,
popiipadé nékteré parametry tohoto rozdéleni, anebo nalézt odhad néjaké funkce parametrii
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0, tj. 7(0). Funkci | v(0) | nazyvame parametrickou funkci. V matematické statistice se

pro funkce, pomoci kterych budeme odhady provadét, nazyvaji statistikou. (Tyto funkce jsou
navic méfitelné).

Definice 1.2.1.
Libovolnou ndhodnou velicinu T,,, kterd wvznikne jako funkce ndhodného vybéru X, =
(X1,...,X,)", budeme nazyvat statistikou, tj.

L]

Za lepsi odhad se povazuje ten, jehoz rozdéleni je vice koncentrované okolo neznamé hod-
noty parametru. Tento prirozeny pozadavek koncentrace rozdéleni 7T;, okolo skutec¢né hodnoty
parametru vyjadiujeme pomoci stfedni hodnoty a rozptylu.

Definice 1.2.2.
Necht X, = (X1,..., X,)" je nahodny vgbér z rozdéleni pravdépodobnosti Py, kde @ je vektor

nezndamijch parametri. Necht v(0) je dand parametrickd funkce. Rekneme, Ze statistika je
nestrannym odhadem parametrické funkce v(0), jestlize pro kazdé @ € O plati

ET, =~(0).

(Neboli formdlnéji zapsino Eo(T(X1, ..., X)) =v(0), kde Eg znaci stredni hodnotu, kterd
je pocitdana pii hodnoté parametri 6.)

Pokud

ET, #~(0),

pak statistiku nazyjvame vychglenym odhadem parametrické funkce v(0) a vyraz

Bias(T,,)) = ET,, — v(0)

nazyvame vychylenim.
Rekneme, Ze statistika je asymptoticky mestrannym odhadem parametrické funkce
(), jestlize pro kazdé @ € © plati

lim ET, = ~(0).

n—oo

POzZNAMKA 1.2.3.
Pokud ET, > 7(0) pro V6 € O, pak je odhad kladné& vychyleny. Pokud ET, < ~(0) pro

VO € O, pak je odhad zaporné vychyleny.
Klasickymi priklady nestrannych odhadu jsou statistiky

_ 1 <&
X:E;X,-

1 _
i=1
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Velmi snadno lze ukazat, ze X je nestrannym odhadem stfedni hodnoty p = EX; (i = 1,...,n)
a S? je nestrannym odhadem st¥edni hodnoty 0? = DX; (i = 1,...,n) ndhodného vybéru
X, =(Xq,..., X))

Vlastnost nestrannosti vsak jesté neposkytuje zaruku dobrého odhadu, pouze vyluc¢uje sys-
tematické chyby.
PRIKLAD 1.2.4.

Necht nadhodna veli¢ina X ma geometrické rozdélent,
tj. X ~ Ge(0) a

fx(x)=P(X=2)=(1-0)"0 0<f<1 2=01,...
Veli¢ina X udéva pocet netspéchu pii vybéru z alternativniho rozdéleni pred vyskytem prvniho

tuspéchu. Hledejme nestranny odhad pro 6.
Je-li T(X) takovy nestranny odhad, musi pro néj platit

ET(X)|=Y "T@)@1-0)0=[0] o0<0<1,

=0
Odtud dostavame .
Y T)(1-0)=1 0<6<1,
=0
takze musi platit
T0)=1

T(x)=0 pro z > 1.

Tento odhad vSak neni pokladan za vhodny, protoze jen minimélné ptihlizi k po¢tu netspéchi
pred prvnim tspéchem. Zavisi jen na tom, zda tspéch nastal hned v prvnim pokusu ¢i nikoli.

Mize se také stat, ze nestranny odhad neexistuje.
PRIKLAD 1.2.5.

Necht nédhodna veli¢ina X mé binomické rozdélent,
tj. X ~ Bi(n,0) a

fx(x)=P(X =2x)= (Z)mu—e)n—x n>1 0<f0<12=0,1,...,n.

Sporem ukézeme, Ze neexistuje nestranny odhad pro parametrickou funkeci

Necht existuje takova funkce T', Ze pro kazdé 6 € (0, 1) plati

ET(X)_ZT <)9m1—9) : 0<6<1.

Na levé strané je vSak polynom proménné 6 nejvySe stupné n, ktery samoziejmé nemuze byt

identicky roven # na intervalu (0, 1).
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Definice 1.2.6.
Rekneme, Ze statistika T,, = T'(X1,...,X,) je konzistentnim odhadem ~(8), jestlize pro
Ve > 0 a VO € O plati:

lim P(|T,, —v(0)] >¢) =0.

POZNAMKA 1.2.7.
Odhad T, je tedy konzistentnim odhadem parametrické funkce 7(8), jestlize T, konverguje
podle pravdépodobnosti k v(8), coz znacime

T, 2 ~(6).

Nekdy se této konvergenci fika slaba a odhadu 7, se také tiké, Ze je slabé konzistentni.
Pouzivani konzistentnich odhadi zaruc¢uje malou pravdépodobnost velké chyby v odhadu parametru,
jakmile rozsah vybéru dostatecné roste. Nasledujici véta udava postacujici podminku pro konzis-
tentni odhad.

Véta 1.2.8.
Necht statistika je nestranny nebo asymptoticky nestranny odhad parametrické funkce ~(8)
a plati

lim DT, = 0.

n—oo

Pak je statistika T,, = T'(X71, ..., X,) konzistentnim odhadem parametrické funkce v(0).

DUKAZ. Necht € > 0. Z éebyéevovy nerovnosti plyne:

4DT,,
g2

€
P(T, = ET,| = 5) <
Existuje prirozené ¢islo ng tak, ze pro Vn > ng plati:

3 9
—— <~v(0)—FET, < —.
5 7(0) 5

Dale plati
P(|T —~(0)| = ) =1 = P(|T, =(0)| < &) =1 = P(|T,, - ET,, + ET, —7(0)| <¢)

4DT,
<1-P(T, —ET,| < 5) = P(|T, — ET,| > 5) <
2 2 g?
4
a tedy lim P(|T, —v(0)| > ¢) < - lim DT, = 0. O
n—oo £ n—oo

Pokud existuje vice nestrannych odhadu je prirozenou otazkou, ktery z nich je nejlepsi. Za
nejlepsi mizeme povazovat ten, ktery ma nejmensi rozptyl mezi vSemi nestrannymi odhady:.
Rozdéleni kazdé statistiky vsak zavisi na parametru 6, z ¢ehoz vyplyva, ze i rozptyl DT,
nestranné statistiky 7;, zavisi na parametru 6. Muze se stat, ze odhad minimalizujici rozptyl pri
urcité hodnoté parametru neni vhodny pro jinou hodnotu parametru - existuje jiny nevychyleny
odhad, ktery méa pfi této hodnoté parametru mensi rozptyl. Pokud takova situace nenastane,
mluvime o rovnomérné nejlepsim nestranném odhadu.
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Definice 1.2.9.
Necht T,, je nestrannyj odhad parametru 6@ a pro vsechna @ € © plati

DT, < DT,

kde T je libovolny nestranny odhad parametru 6. Potom odhad T,, nazveme rovnomérné
nejlepsim nestrannym odhadem parametru 6.

1.3 POSTACUJICI STATISTIKY

Nalezeni  rovnomérné  nejlepsich  nestrannych  odhadid  neni vzdy  jednoduché.
Abychom nalezli odhad, ktery mé nejmensi rozptyl, je vhodné jista redukce vybéru, tj. nahrazeni
celého vybéru jedinou statistikou, takovou, ktera bude obsahovat pveskerou informaci o parametru
0%, ktera byla obsazena ve vybéru. Takovato redukce vybérového prostoru se dosahne pomoci
postacujicich statistik.

Definice 1.3.1.

Méjme ndhodny vgbér X, = (Xq,...,X,)" 2z rozdéleni pravdépodobnosti Py, kde 6 je
nezndmy parametr. Rekneme, Ze statistika S(X) je postacugici (suficientni) statistikou
(sufficient statistic), jestlize sdruzené rozdéleni nahodného vijbéru X,, = (X1, ..., X,)" pod-
minéné jevem S(X) = s je pro kazdé s nezdvislé na 6.

PRIKLAD 1.3.2.
Necht ndhodny vybér X,, = (Xi,...,X,,)" pochézi z alternativniho rozdéleni s parametrem

6 € (0,1). Necht
i=1

Pak S ~ Bi(n,0). Necht x,, = (z1,...,x,)" je realizace ndhodného vybéru. Uvazujme pod-
minénou pravdépodobnost

P(Xl :Il,...,Xn :J,’n‘S: S).
(a) Je-li Y70 @; # s, pak je tato podminéna pravdépodobnost rovna nule.

(b) Necht " | z; = s. Pak

P(Xlzl’l,...,Xn:l’n)

PXi=z,..., X, =x,|S=9)|=

P(S =s)
_ [T, P(X =)
P(S =ys)
B OXi=1 T (1 — f)n L= @ 1
o Qea-om Q)]

Vysledek nezavisi na 6, takze statistika S = """ | X; je postacujici statistikou.
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Uvedeme vétu, ktera se nazyva také vétou o faktorizaci a které zjednodusuje hledani postacu-
jicich statistik. Kromé toho umoziuje rychle rozhodnout o tom, ¢i je statistika postacujici.

Veéta 1.3.3.
Neumanovo faktorizacnt kritérium. Méjme nahodny
X, = (Xq,...,X)" z rozdéleni s pravdépodobnostni funkci (resp. hustotou) f(x;8),
kde 8 € ©. Potom S(X) je postacujici statistika pro @ € O, prave kdyz existuji nezdporné
meritelné funkce g,h takové, Ze sdruZené rozdéleni ndhodného vijbéru je soucinem dvou

faktori:

vyber

fx(x;0) = h(x) g(S(x),0)

(a Tikame, Ze hustota f se dd faktorizovat).

DUKAZ. Tvrzeni ukdZeme pouze pro diskrétni piipad.
= Necht S je postacujici statistika, pak
P(X =x|S(X) =s) = h(x)
a nezavisi na 6. Déle pro sdruzenou pravdépodobnostni funkci plati

fx(x:8) = P(X = x) = P(X = x|S(X = $(x))) P(S(X) = S(x))

~~ ~~

h(x) 9(S(x),0)

<« Predpokladejme, Ze sdruzenou pravdépodobnostni funkci lze vyjadrit ve tvaru
fx(x;0) = h(x) g (S(x),0),
tj. ze ji 1ze faktorizovat. Oznacme

Bs = {x € R"; S(x) = s}.

Nejprve spoctéme

XEBS XEBS

— 9(S(x),0) 3 h(x)

xEBsg
Je-li P(S(X) =s) >0 a S(x) # s, pak je podminéna pravdépodobnost
P(X =x|S(X)=s)=0.

Je-li P(S(X) =s) >0 a S(x) =s, pak
PX=x) _ h(x)g(8(x),6)

P(X =x|S(X) =s) =

PS(X)=5) g(S(x).0) Y ep, h(x)
h(x)
ZXEBS h(X)

a tim je dokdzéno, ze podminéné rozdéleni vektoru X pii dané hodnoté statistiky S
nezavisi na @ a S je postacujici statistikou pro prametr 6. O
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PRIKLAD 1.3.4.
Necht nahodny vybér X,, = (Xq,..., X,,)" pochazi z Poissonova rozdéleni s parametrem 6 > 0
s pravdépodobnostni funkci

et

fx(x)=P(X =2x) = = r=0,1,2,....

Ukazeme, Ze statistika
n
i=1

je postacujici statistikou pro parametr 6, nebot sdruzend hustota ndhodného vybéru je tvaru

092" n -1

6_n i=1%i “n nooo

fx() = =g = e a(l |xi!> .
=1 9(T(x),0) \i=l ,

h(x)

Nez uvedeme vétu, kterd ukazuje prakticky vyznam postacujicich statistik pro konstrukei ne-

jlepsich nestrannych odhadii, véimnéme si PODMINENYCH STREDNICH HODNOT.

Necht Z = (X,Y) je ndhodny vektor, F'(x,y) je jeho sdruzena distribu¢ni funkce a Fx (z) a
Fy (y) odpovidajici marginalni distribu¢ni funkce. Necht vektor stfednich hodnot EZ existuje
(a je kone¢ny).

(1) Necht pro kazdou borelovskou mnozinu S € B a pro kazdé = € R existuje funkce F'(z|y)
takova, ze plati

P(X <z Yel)= /SF(x|y)dFy(y)

Potom tuto funkci F'(z|y) nazveme podminénou distribuéni funkci nahodné veli¢iny
X prfi daném Y =y (podminénou jevem Y = y nebo také vzhledem k Y').

(2) Necht T'=T(X,Y) je transformovana nahodna veli¢ina. Potom funkci
BIX Y)Y =y)= [ Twyifaly) yer
R

nazveme podminénou stfedni hodnotou nidhodné velic¢iny 7" za podminky Y =y
za predpokladu, Ze uvedeny integréal pro vSechna y € R existuje (a je konecny).

Polozme
E(T(X, Y)Y =y) = h(y)

a definujme symbolem

E(T(X,Y)|Y) = h(Y)

nédhodnou veli¢inu, kterou nazveme (zobecnénou) podminénou stfedni hodnotou
nahodné veli¢iny 7'(X,Y) pfi daném Y.

Diilezité vlastnosti podminénych stfednich hodnot

(a) Necht Xj, X,Y jsou ndhodné veli¢iny a ag, a;, as jsou realné konstanty, pak pokud
stfedni hodnoty E X, EX, existuji

E(CLQ + a1X1 -+ &2X2|Y) = ag + alE(X1|Y) + CLQE(X2|Y)
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(b) Necht Xi, X5, Y jsou nahodné veli¢iny a stfedni hodnota FX existuje, pak
E[E(X]Y)] = EX.
(¢) Necht T7 =T1(X,Y) a Ty = T5(Y) jsou transformované nahodné veli¢iny, pak
E(NLY) =TETN|Y).
(3) Necht T'=T(X,Y) je transformovana ndhodna veli¢ina. Podminény rozptyl pii daném
Y = y je definovan vztahem
DT(X, Y)Y =y) = B{[T - B@Y = )Y =y}
a (zobecnény) podminény rozptyl pii daném Y je definovan vztahem

DIT(X,Y)Y) = E{[T - BEY)*Y]}.

Plati
DT =E[D(T|Y)]+ D[E(T|Y)].

Véta 1.3.5.
Rao-Blackwellova. Necht X,, = (X1,...,X,)" je ndhodny vijbér z rozdéleni pravdépodob-

nosti Py, kde 6 je vektor neznamych parametri. Necht existuje postacujici statistika S(X)
pro parametr @. Necht v(0) je dand parametrickd funkce a statistika T'(X) je jejim nestran-

nym odhadem, pricemZ ET(X)? < oo pro kazdé 6 € ©. Pak plati
(i) Pro parametrickou funkci ~(0) existuje nestranny odhad
5*(X) = 57 (8(X)),
ktery je funkci postacugict statistiky S(X).
(ii) Pro rozptyl nestranného odhadu S*(X) plati
DS*(X) < DT(X) pro kazdé 0 € ©. (1.1)

(1ii) 'V nerovnosti (1.1) plati rovnost prdavé kdyz

S*(X) =T(X) s pravdépodobnosti 1 pro kazdé 6 € ©.

DUKAZ. Necht T'= T'(X) je libovolny nestranny odhad parametrické funkce v(0) a S = S(X)

je postacujici statistika pro parametr 6.

(i) Polozme

S*(s) = E(T(X)|S(X) =s)|

Protoze S(X) je postacujici statistikou, funkce S*(s) nezavisi na 0, tj.
5% = 5%(8) = 57 (8(X)) = E[T(X)[S(X)] = E(TS)
je statistika. Ukazeme, ze S* je nestranny odhad parametrické funkce +(0). Pro kazdé

0 € O plati:
ES*=FE[E(T|S)]| = ET = ~(0).
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(ii) Po¢itejme a upravujme rozptyl statistiky 7'

DT = E[T —~(6)] = E{[T — 5" +[S" —1(6)]}"
=BT~ S +2E{[T - 5"][S* = +(0)]} + E[S" —1(6)]’

>0 0 D&~
t.
DT > DS*,

nebot stfedni hodnotu souc¢inu dvou statistik lze vyjadrit takto

BT = 58" =10} = E{E{T = S][5" = +(0)]IS}}

EU-V) E(E(l}r-V\S))

= E{[S"—1O) E{[T — 57[S} p = 0. 0

=0

(iii) V nerovnosti (1.1) plati rovnost pravé kdyz
E[T —S57*=0 pro viechna 8 € ©,
tj. kdyZz pro vSechna @ € © plati
S*(X) =T(X) s pravdépodobnosti 1.

POZNAMKA 1.3.6.

Z uvedené véty vyplyva, ze pii hledani nejlepsich nestrannych odhadi se muzeme omezit
na odhady, které jsou funkcemi postacujicich statistik. Véta 1.3.5 dava navod, jak urcit nes-
tranny odhad, ktery je funkci postacujici statistiky, jestlize zname libovolny nestranny odhad.
PRIKLAD 1.3.7.

Uvazujme vybér z alternativniho rozdéleni s parametrem 6 > 0 s pravdépodobnostni funkei

fx(x)=PX=2)=60"(1-0)""" 2=0,1

a odhad parametrické funkce |v(0) =6| pocitejme pomoci podminéné stfedni hodnoty

S* = E(T|S)|, kde T je libovolny nestranny odhad () = 6.

Je zfejmé, Ze nestrannym odhadem parametru 6 je i statistika

T = T(X) - Xl,

tj. prvni ¢len vybéru, nebot

EX1 - 9

Jak jsme ukézali v prikladu 1.3.2, postacujici statistikou pro parametr 6 je statistika
S=8(X)=> X,
i=1

Statistika S je sou¢tem nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim a tedy ma
binomické rozdéleni s parametry n a @, tj.

i=1
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Vsimnéme si, ze pravdépodobnost

(Xl_g: ZX _s> - (Xlzx,zn:X,-:s—x>.

1=2

Nahodné veli¢iny X; ~ A(0) = Bi(1,0) a > , X; ~ Bi(n — 1,0) jsou nezavisle, takze

P(Xlzx,ZXi:s) —P(X,=x)P (ZX —s—x>
i=1
_ 9:(:(1 o 9)1—:{: (n - )98—50(1 o e)n—l—s-l—:c
S —X

_ (Z:;) 0 (1 — )

Pocitejme podminénou stiedni hodnotu za podminky, ze S = s

R B o e

z=0,1 Z=1 v

_()ea-0"  (m-Dlsitn—s) s
(Mes(1—0)—=  alls—=1l(n—s)! n’

Tedy
S*(S) = E(T|S) = Z X,

coz je aritmeticky primér vsech pozorovani.
Podivejme se, jak to vypada s rozptyly statistik 7"= X; a S*.

DT =DX, =0(1—-0)
1 & I & 6(1 —0)

tedy rozptyl druhého nestranného odhadu se n krat zmensil.
PRIKLAD 1.3.8.
Uvazujme vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem 6 > 0 s pravdépodobnostni funkci

e~ 0p
fx(x)=P(X =2) = " r=0,1,2,...

a odhad parametrické funkce |7v(0) =6| pocitejme pomoci podminéné stiedni hodnoty

S* = E(TS)|, kde T je libovolny nestranny odhad () = 6.
Je zfejmé, ze nestrannym odhadem parametru 6 je i statistika

T = T(X) - Xl,

tj. prvni ¢len vybéru, nebot
EX1 - 9
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Jak jsme ukézali v prikladu 1.3.4, postacujici statistikou pro parametr 6 je statistika

=1

Dale je tfeba si uvédomit, Ze statistika S je souctem nezavislych nadhodnych veli¢in s Pois-
sonovym rozdélenim a ma také Poissonovo rozdéleni s parametrem n#, tj.

S = ZXi ~ Po(n@).
i=1
Pocitejme dale pravdépodobnost
P<X1:xuin:S> :P<X1:xszz:3_x> X
i=1 1=2

Nahodné veli¢iny X; ~ Po(6) a Y ", X; ~ Po((n — 1)) jsou nezavislé, takze

P<X1:x,iX,-:s) :P(Xlzx)P<iXi:s—:E)

e 097 e=(=10 [(n — 1)0)""

x! (s —z)!

Nyni jiz pocitejme podminénou stfedni hodnotu za podminky, ze S = s

S*(s) = E(T|S = s) {X1| YoX, = s} Zgj = :i Z}%ZX;): 5)

s e 0% e —(n— 1)6[(n_1)€] —x s . ! . 1 .
o ! (s—z)! . - L
Y —-2(0) (3) (1 0

Protoze vyraz )5 _, x(;) (%)x (1 — %)S_m je stfedni hodnotou nédhodné veli¢iny s binomickym
rozdélenim Bi(s, 1), ihned dostaneme

S*(s) = E(T|S =s)=—
Tedy

5°(5) = B(T|S) =~ S X,

coz je aritmeticky priumér vSech pozorovani.
Stejné jak v predchozim pfipadé, viimnéme si rozptyli obou odhadu T'= X; a S*.

DI'=DX, =40
1 & 1 & 0
:D - Xz - —= DXZ‘:—,

tedy rozptyl druhého nestranného odhadu se n krat zmensil.
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POzZNAMKA 1.3.9.

Nahrazeni nestranné¢ho odhadu 7" odhadem S* = E(T'|S) jesté neznamena, Ze jsme mezi viemi
nestrannymi odhady nagli odhad s nejmensim rozptylem. Uplnost postacujici statistiky je pro to
dostatecnou podminkou.

Definice 1.3.10.
Systém parametrickiyjch tiid rozdéleni P = { Pp; 0 € O} nazveme dplngm, pokud pro kaZdou
méFitelnou funkci h(x) a ndhodnou velicinu X s rozdélenim z této tridy plati implikace:
jestlize
Eh(X)=0 prokazdé 0 € O,
pak
h(X) =0 s pravdépodobnosti 1 pro kazdé 6 € ©.

PRIKLAD 1.3.11.
Necht P = {Py; 0 € O} je tfidou binomickych rozdéleni

X~P(X=z)= (”)9%(1—9)"—90 n>1, 0<f<1a2=01,...n
x

Ukéazeme, ze tento systém je iplny. Uvazujme funkci A(z) na mnoziné {0, 1,...,n}, pro kterou
plati
Eh(X) =0 prokazdé 6 € (0,1).

Tato funkce musi spliiovat podminku
Zh ( )H”El—ﬁ) =0 prokazdé 6 e (0,1).

Tuto podminku muZzeme napsat takto

_ ; h(z) (Z) (1 -0 =(1-6)" no hz) (Z) (&)

(142)=n

n

—(1+2)"y (Z) h(z)z" =0 proz >0

=0

Na jedné strané mame polynom n-tého fadu v proménné z. Pokud se mé identicky rovnat nule,
musi se vSechny jeho koeficienty rovnat nule, tj.

h(x)=0 proz=0,1,...,n

Proto

P(h(X)=0)=1 prokazdée 6 € (0,1)]

PRIKLAD 1.3.12.
Necht P = {Py; 0 € O} je tfidou Poissonovych rozdéleni s pravdépodobnostni funkei

B e 99
x!

r=0,1,2,...
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Tento systém je opét aplny. Uvazujme funkci h(x) na mnoziné {0, 1,2, ...}, pro kterou plati
Eh(X)=0 prokazdé d > 0.
Tato funkce musi spliiovat podminku

e 96*

z!

=0 pro kazdé 6 > 0.

Eh(X) = h(z)

Takze .
Zh(m)e—' =0 pro kazdé 6 > 0.
x
=0

Tato mocninné fada je rovna nule pro vSechna 6 > 0, takze vSechny jeji koeficienty musi byt
rovnu nule, tj.
h(z)=0 prox=0,1,2,....

Proto

P(h(X)=0)=1 prokazdé¢f >0|

PRIKLAD 1.3.13.
Necht P = {Pp; 0 € ©} je tfidou normalnich rozdéleni

1
X ~ -
v/ 27r9€

Tento systém neni Gplny. Definujme

(5)° zeR,:0>0

=

Pro libovolné 6 > 0 plati

1 o0 1(x 2 1 0 1(x 2 1 e 1(x 2
e de — — / “35) dw 1 / () dr = 0.
\ 2710 /_OO (w)e ‘ V 270 J_ ‘ f V2710 Jo ‘ xJ

|

Tedy z vlastnosti, ze Eh(X) = 0 neplyne, ze P(h(X)=10) = 1.

Definice 1.3.14.

Necht X,, = (X1,...,X,)" je ndhodny vybér z rodéleni pravdépodobnosti P = {Py; 0 € ©O}.
Statistiku T(X) nazveme uplnou vzhledem k P = {Pg;0 € O}, pokud jeji rozdéleni
pravdépodobnosti tvori uplny systém.

Nyni vyslovime vétu o jednoznac¢nosti nestrannych odhadu zalozenych na postacujicich statis-
tikach.
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Veéta 1.3.15.

Pruni Lehmanova-Sheffého véta. Necht X,, = (X1, ..., X,)" je ndhodny vybér z rodéleni
pravdépodobnosti P = {Pg; 0 € O}. Predpoklidejme, Ze T = T(X) je nestranny odhad
parametrické funkce v(0), pricemz ET? < oo pro kazdé @ € ©. Necht S = S(X) je
uplnd postacujici statistika. Definujme

S* = BE(T]S).

Pak S* je nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce v(0) a je jeding.

DUKAZ. Necht T = T(X) a Ty = T»(X) jsou nestranné odhady parametrické funkce ()
s kone¢nymi druhymi momenty. Ozna¢me S5 = E(T5|S). Pro kazdé 6 € © plati

ES* =~(0) DS* < DT

ES;=(6)  DS; < DT,
Mame tedy

E(S*—S55)=E(E(T|S)— E(T3|S)) =0 pro kazdé 0 € ©.
7 predpokladu o tuplnosti plyne, ze
P(S*=53)=1 prokazdé¢ 6 € O.
7 toho plyne zavér, ze pro nestranné odhady S* a 75 plati
DS* < DTs.

Proto S* je nejlepsi. Z Raovy-Blackwellovy véty plyne, ze T bude stejné dobry odhad jako S
pravé tehdy, bude-li

T, =S5 skoro jisté pii kazdém 6.
Jelikoz vime, ze S* = 5}, dostavame odtud T, = S* skoro jisté. O
POzZNAMKA 1.3.16.
V tomto piipadé nejmensi mozny rozptyl nestranného odhadu parametrické funkce ~(0) je
roven DS*. Pfitom jde o skutecné dosazitelné minimum.

Véta 1.3.17.
Druhd Lehmanova-Sheffého véta. Necht' S je uplnd postacujici statistika. Necht

W =g(8S)

je nestranny odhad parametrické funkce v(0) a necht EW? < oo pro kazdé 6 € ©. Pak W
je nejlepsi nestranny odhad parametrické funkce ~(0) a je jediny.

DUKAZ. Tvrzeni je pfimym disledkem prvni Lehmannovy-Sheffého véty. O

PRIKLAD 1.3.18.
Necht X,, = (X3,...,X,)" je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni s pravdépodobnostni

funkci

flx,0)=P(X=2)=0"1-0)""" 0<f<1 2=0,1
s pravdépodobnosti uspéchu 6 € (0,1), kde 6 je neznamy parametr. Budeme hledat nejlepsi
nestranny odhad pro
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, coz je stfedni hodnota alternativniho rozdélent

e a v piipadé, Ze n > 2 také pro [#(1 — 0)) |, coz je rozptyl alternativniho rozdéleni

: Z priklada 1.3.2 a 1.3.11 vyplyvéa, Ze statistika

6(1—0))

i=1

je aplnou postacujici statistikou, takze statistika
1< .
S*(S)=E(T|S) = — X, =X

(§) = E(T15) = 3

odvozend pomoci Rao-Blackwellovy véty je podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty ne-
jlepSim nestrannym odhadem parametru 6.

: Pomoci Rao-Blackwellovy véty nejprve hledejme statistiku S* = E(T|S), kde T je né-

jaky nestranny odhad parametrické funkce v(0) = (1 — 0) a S je postacujici statistikou
pro parametr 6.

Jako nestranny odhad parametrické funkce v(6) = 6(1 — ) vezméme napiiklad

T — Xl(l - Xg),
nebot
ET=F[X;(1-X2)]=EX,-E(1—-X,)=0(1-90).
nezavisf(;st X1,Xo
Pro s =0,1,...,n pocitejme

S*(s) = E(T|S = s) = E <X1(1 —X)

i=1
. P(Xl = 1,1—X2 = ]_,Z:-L:lXi = S)
Py, Xi=s)

Je-li s =0, je zfejmé, ze

1=1

E <X1(1 - Xo)

Necht nyni s > 0. Pak

PXi=1)PXy=0P(> X, =5—1)
Pl Xi=s)
0(1—0) (Z:f)es_l(l — Q)2  (n=2)!sl(n — s)!
(")65(1 — O)—s Conl(s—1D!(n—s—1)
_s(n—s)  n s_(1_£>

_n(n—l)_n—l'g

5%(s) =
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kde
Protoze statistika

je aplnou postacujici statistikou, pak podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty je S*(5)
nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce 0(1 — 0).

Veli¢iny X7, ..., X, miZzeme chapat jako vybér z Bi(1,6). Toto rozdéleni ma rozptyl
0(1 — 0). Vsimnéme si, ze pro ¢ = 1,...,n plati

nebot tyto veli¢iny nabyvaji pouze hodnot 0 a 1. Nestranny odhad rozptylu pofizeny na
zékladé daného vybéru je

1 — _ 1 - _
=1

1=1

1 - _ 1 _ _
= — (;Xi—nX2> = — (nX —nX?)

= X(1-X)

n —

a odhad je tedy totozny s nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce
0(1—0).

PRIKLAD 1.3.19.
Necht X,, = (X1, ..., X,,)" je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s pravdépodobnostni funkei

e 99®

x!

fx(x) =P(X =1)= r=0,1,2,...

kde 0 je neznamy parametr. Budeme hledat nejlepsi nestranny odhad pro

, coz je stfedni hodnota Poissonova rozdéleni

7 prikladi 1.3.4 a 1.3.12 vyplyvé, Ze statistika

S = iXi ~ Po(nf)

i=1
je aplnou postacujici statistikou, takze statistika

S*(S) = E(T|S) = %znjx _x

odvozena pomoci Rao-Blackwellovy véty je podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty ne-
jlepsim nestrannym odhadem parametru 6.
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: Pomoci Rao-Blackwellovy véty nejprve hledejme statistiku S* = E(T|5), kde T' je né-
jaky nestranny odhad parametrické funkce v(0) = e a S je postacujici statistikou
pro parametr 6.

Polozme
1 Xl - 0
0(X%) =1 =0) {o jinak.
Protoze
ET=1-PT=1)+0-P(T=0)=P(X;,=0)=¢",
pak statistika 7" je nestrannym odhadem parametrické funkce v(6) = e,

Je-li n = 1, pak statistika T" je nejlepSim nestrannym odhadem parametrické funkce
7(0) = e’
Pro n > 1 pocitejme

S*(s) = B(T|S = s) = E (1()(1 —0) ZX - s>

P(T=1Y",X;=5) P(X;=0Y",X;=s)

P, Xi=s) - P, Xi=s)
B P(Xl _ O)P (2?22 )(Z _ 8) B 67067(’”718)!6[(”—1)9]5 B n — 1 S
T P Xi=s) | —mwr  \Tq
a n
S*(S) = X(1-X
(5)= %1~ X),
kde

Protoze statistika .
S =" Xi~ Po(nb)
i=1
je aplnou postacujici statistikou, pak podle prvni Lehmanovy-Sheffého véty je S*(5)
nejlepsim nestrannym odhadem parametrické funkce e=?.

Spocitejme jeste

o= o5 £ (5

s=0
Ry = [(n—l)é’]s 8
—e(n—1)0
e 2s e —1)? ]8
ES*2:Z<H_1) e(ng _ —n@Z [ 0 —2(9+‘9
n
s=0
_
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1.4 REGULARNI SYSTEM HUSTOT

Definice 1.4.1. 5
Meéyme parametricky prostor @ C R™. Rekneme, Ze systém m-parametrickych hustot

Freg=1/(y:0):0=(01,...,0n)" € O}

je reguldrni, jestlize plati

(1) ® C R™ je otevrend borelovskd mnoZina.

(2) Mnozina M = {y € R": f(y;0) > 0} nezdvisi na parametru 6.

(3) Pro kazdé'y € M existuje koneénd parcidlni derivace

0f(y;6
f;<y;e>:7f%; ) i=1...m).

(4) Pro vsechny @ = (64, ...,0,,)" € © plati

F0) s gy [ OWFG0) o
Mf(y;H)dF(%e)_/M 0, GF(y;0)=0 i=1...m,

kde F(y;0) je odpovidajici distribucni funkce.

(5) Pro vsechny @ = (6, ...,0,)" € O je integrdl

[ 0lnf(y;0)0Inf(y:0)
T:4(0) = /M 0 90,

dF(y;0) i,j=1,...,m

konecny a matice | J = J(0) = (J;;(0))"._, | je pozitivné definitni. Matice J se nazgvd

i,j=1

Fisherova informacni matice o parametru 6.

POZNAMKA 1.4.2.

Pro jednoduchost nékdy hovorime o regularnosti f(y; ), ne o regularnosti systému hus-

tot.
POZNAMKA 1.4.3.

Podminka (4) souvisi s otazkou, zda pfi derivovani rovnosti

1= [ ar(yi6)

lze zaménit poradi derivace a integralu, tj. pro j =1,...,m

@:il:i/ dF(y: 0) i f(Y§9)dF<y;0);/ if(y,e)

20, ~ 90, ~00; Ju Fy:0)
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Pokud plati (), pak pofadi lze zaménit. Uvazujme nejprve spojity pripad

- [ e idF<y;0>— i a@ FY g i0xy = [ L p(y:0y
-\ [ sweniy = [ ro i Bay=| [ ";/((yy”e))dF< 0)]
Zcela analogicky pro diskrétni pifpad méme
-[L s =y€ZMf;<y;e>§g§z§= /M J;ﬁ"gj(f))dF<y;e>.

Definice 1. 4 4.

Necht f € F . Pak nahodny vektor

reg

oln f(Y:0)
96,

U=U(0) = (U,(0),...,U,(0))" se slozkami U =U;(0) =

se nazyvd skorovy vektor prislusny fustote f.

POzZNAMKA 1.4.5.
Protoze

P(Y € M) :/ dF(y;0) =1,
M
je skorovy vektor

(o) - <8lng((9?(;0)7”.’0111;;:;0)) _ (

fi(Y:0) (Y 9))
fY;0)7 7 f(Y;0)
definovan s pravdépodobnosti 1 (s pravdépodobnosti 1 je f(y; @) > 0, tj. pro vSechna y € M).

Dale pomoci skorového vektoru lze podminky (4) a (5) z definice regularity systému hustot
vyslovit takto:

(4) existuje |EU(0) =0
(5) existuje | DU(0) = E[U(O)U"(0)] = J(0)

Véta 1.4.6.

(1) Je-li|f € F,

aproi, ] =1,...,m existuji

reg

vy Py 0)
fz’j(Y70) = W,

pak
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EU®) =0 a DU(9) = J() |

(2) Plati-li navic proi,j=1,...,m

pak
J(6) = —E(U'(9)),
e oU(0)\"
U/(e):( aie(j ))4._ '
DUKAZ.

(1) z podminky (4) pro regularni systém hustot a z definice vektoru U plyne
EU = 0.

Pak

DU|= | E(,U;) - EU; EU;
DU ( (U:U;) J)

0 0 /=1
B Oln f(Y;0)9ln f(Y;0)\\"
a (E ( 90; aej ))i,jzl B J(O)

(2) Protoze
_ O f(Y;0) _ fi(Y;0)

U8 =5 =~ F(Y.0)
pak
ou(0) 0 fi(Y;0)  [fi(Y;0)f(Y;0) - fi(Y;0)f(Y;0)
00; — 00; f(Y;0) [F(Y;0)2
LY:0)  F(Y:6) fi(Y:6)
f(Y;0)  f(Y;0) f(Y;0)
=U; =U;
a odtud Y8 U ©)
UU =) s,

Protoze proi,j =1,...,m
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pak
. i/;'(Y; 0) oU;(0) "
100=5(Fy.0) a5 )
iZ’(Y; 9) an(e) . /
Ef(Y;H) —F 20, =|—-E(U'(09))

POZNAMKA 1.4.7.
V nékterych publikacich se hustota spliiujici podminky

regularni v 1. derivacich, pokud navic spliuje podminku

"(Y:0

E (M) =0
f(Y;0)

nazyva se regularni v 2. derivacich.

POZNAMKA 1.4.8.

f5(Y;6)
Podminka F ( ]( Y0)

fily

lze zaménit poradi derivace a integralu, tj. pro,j =1,...

I ot J
0= 56,290) = 5, |, G 00 =

) = 0 souvisi s otazkou, zda pti derivovani rovnosti

) ir(y:0)

,m

i 00; f( )
)

Pokud plati (), pak poradi lze zaménit. Uvazujme nejprve spojity piipad

[0]= /af/y’ F(y;0) = if’{(y;mf(y;@)dy:

00, f

8—%f2(y;9)dy= /Mf{é-(y;B)dy

— i (y,:) dF(y;0)|
M

Zcela analogicky pro diskrétni pripad mame

995 f(y

;0)

/fﬂ“ >

\_/

DI gy DI
0)- [ Griglaree - S 2L rive)

yeMm 7Y

= a7f(y7) > Iy 0)|=

yeM yeM

fiyie)

dy

23

(1) az (5)| v definici 1.4.1 nazyva
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PRIKLAD 1.4.9. 5
NORMALNI ROZDELENI. Mé&me nahodnou veli¢inu Y s normalnim rozdélenim

Y ~ N(,U,O'z) ~ f(y) _ 1 26—2(%2(31—/1)2’

2no

pricemz:

(a) |o? je znamé, tj. 0; = p.

Pak hustota f(y) je regularni v prvnich derivacich (viz body (1) az (5)) a také je
regularni v druhych derivacich (viz body (1) az (6))

(1) Mnozina ®; = (—00,00) je neprazdné oteviena mnozina.

(2) Mnozina M = {y € R: f(y) > 0} je (—o0,00) a nezavisi na p € ;.

(3) Pro kazdé y € M existuje koneéné derivace

(4) Pro vSechna p € ©; plati

EG- [ H2r0)

iy = [~ utwis =2 [~ = wrwiy =0
(5) Pro v8echna u € R je integral Jy; kone¢ny a kladny

—suz= [ (49 iy

©4

I
8
—~
|2
Sle
=
N}
QU
N

=L [ (y—p)?ifly)dy
DY‘;O'2

o 1

=|=|>0

(6) Protoze f11,(y) = 2 (£ f(y)) = L= f(y), pak
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2
U,=(Y-p)/a? (0®=1) Y U N(,0%) U,=0.5[(Y-p)?~c2J/c* (u=0)
1 T T T T T T T T T T 2.5 T T T T
0.8
.l
0.6 |
15
0.4l
1
0.2
. =y=0.32729 i
—oal | . lcf:(y—u)zzo.lonz
oal
-0.5
sl
-1
sl
-1 = - - - - - - - - - -15 - - - - -
-0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
m 2

Obrézek 1.4: Ukazky skorovych funkei Uy (resp. Us) pro N(u,o?) pti znamém o2 (resp. p).

(b)

[ je znAmé, tj. Oy = o2,

Pak hustota f(y) je regularni v prvnich derivacich (viz body (1) az (5)) a také je
regularni v druhych derivacich (viz body (1) az (6))

(1) Mnozina ©, = (0, 00) je neprazdné oteviena mnozina.

(2) Mnozina M = {y € R: f(y) > 0} je (—o0,0) a nezavisi na 0% € O,.

(3) Pro kazdé y € M existuje kone¢né derivace

fla(y) = LW — p(p)mi=? g, = i)

(4) Pro vSechna o? € ©, plati

Eng/_ 2“’ d—/ Faly dy—/ Fy) e 4y = [0],

(5) Pro viechna o2 € @, je integral Jy konecny a kladny

o0

] =203 = [ (559) fay = [ = = o )y
= s _?y—u)“f( )dy 2 (y /) dy+4c,s / fly

~
=304 02

=|52|>0

2

202 4602 (y— )2 +-304
(6) Protoze f" »(y) = # (f(y) 4 524 ) = (=) 640(5 4)7+3 f(y), pak

T2\ | B
E < j‘(;) ) 408 [E(Y p)* =60 E(Y — p)? +30| = @

pa=30% DY =02
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() |8=(01,62)" = (u,0")" |

Pak hustota f(y) je regularni v prvnich derivacich (viz body (1) az (5)) a také je
regularni v druhych derivacich (viz body (1) az (6))

(1) Mnozina ©® = ©; X Oy = (—00,0) X (0,00) je neprazdné oteviena mnozina.

(2) Mnozina M ={y € R: f(y) > 0} je (—o0,00) a nezavisi na 0 € ©.

(3) Pro kazdé y € M existuji konecné derivace f,(y), f.(y) (viz pfedchozi dva piiklady).
(4) Pro vSechna (u,0?)" € © plati EU; = EU; =0 a

U= (u <Y—u>2—02)T

o2 204

(viz predchozi dva priklady).

_ 2 2 _ 2_ 2. 4
U =(Y-Wio Y O N(u,0°) U,=0.5[(Y-)"-0°)io
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Obrazek 1.5: Ukézky skorovych funkei U; a Uy pro N(u,0?) pfi neznamém o2 a p.

(5) Pro vechna (i, %)™ € © jsou integraly Ji1, Jos a Jio = Jo; konecné, pricem?

© ) Fa)
Tul= [ 485 sy

= 5l _OO (v — ) [(y = w)? = 0% F(y)dy
= L _o(oy—,u)?’ Fy)dy —55 /_ Ty—u)f (y)dy =0

~
0

~
u3=0

a Fisherova informad¢ni matice

L0
s = (7 1)|>o0

je pozitivné definitni.
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(6) Protoze

FLOY o (£ DY
E( fiee ) _E<_f(Y) ) =0,

(viz predchozi dva priklady), dale

)3 —302 (y—
f;lj,,o2(y) = f</7,2y,(y) = f(y)(yu)go—#7

pak také

Il
o
Il

1" Y
b (f“f(% )) =57 |EY —p)’ =30 E(Y — p)
0 0

()
E( fite) ) :
PRIKLAD 1.4.10.

Weibullovo 3-parametrické exponencialni rozdéleni Wh(~, 6, §). Méjme ndhodnou veli¢inu
Y s hustotou
(50" e (5) 0.0

5 y>0,0cR, v>0,6>0

f(y;%9,5)={

O >l

jinak.
Ztejmé nejde o regularni systém hustot, nebot mnozina M je zavisla na parametru 6.

SKOROVY VEKTOR A INFORMACNI MATICE PRO NAHODNE VYBERY

V dalsim budeme uvazovat ndhodny vybér Y, = (Yi,...,Y,)" z rozdéleni s regularni
hustotou | f € Fi, | Oznaéme M = {y € R: f(y;0) > 0}.
Pak sdruzena (simultanni) hustota nahodného vektoru Y,, = (Y3,...,Y,,)" je rovna
.fYn Y7 H.f yzv ) y:(yh?yn)/eRn

nebot nahodny vybér je tvoren systémem nezavislych ndhodnych veli¢in.

Zavedme nasledujici ZNACENT pro

funkce:

e = 1(@y) = Inf(y;0)

Ir = I0;y) = Infy, (y;6)
nadhodné vektory:

U, = Uy = (Ul,ic(‘g),...,Un~b7k(‘9))T:(%@}fkﬂ)"“’%ﬁ;e))T

Uy = U0) = (U1(0),... U (0)" = (ML om0
maticové funkce:

J = JO) = (J;00)],_,= (fMalnfye mnafeyedF( 9)):;:1

L= 1.0 - (fM [y PR IRy (vi0))

kdeneN, k=1,...,n
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Lemma 1.4.11.
Méjme ndhodngj viber Y, = (Y1, ..., Y,)" 2 rozdeleni s hustotou f € F,. Pak plati

(1) Skérovy vektor nahodného vgbéru Y,, = (Y1,...,Y,)" je roven

U (0) =) UL(0)

2) Fisherova informacni matice nahodného vyberu Y, = (Y1, ...,Y,)T je rovna
(2) J o j

3.(0) = nJ ().

DUKAZ.

(1) Pro j-ty prvek skorového vektoru Ur(6) ndhodného vybéru Y, = (Y7,...,Y,)" plati
_Oln fv.(Y;0) _ Ol [, (Y%, 0)

U;(0)

J 0, 0,

" 9ln f(V3, 0 -
=y IRICRO IS 0u0))| -

k=1 J k=1

(2) Plati
DU*(0)|= D (Z Uk(0)> SN DULO) =) _J(6) =|nJ(6)|
k=1 k=1 k=1
Véta 1.4.12.

Méjme ndhodngj vijber Y, = (Y1, ..., Y,)" 2 rozdéleni s hustotou f € Fp,.
(1) Pokud proi,j=1,...,m existuji

f(y: 0)
"o _ )
fij(ya 0) - 862893 )

pak

EU*(0) = 0 a DU*(0) = nJ(0) |

(2) Plati-li navic proi,j=1,...,m

(tj. f je requldarni i v 2. derivacich), pak
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E(U;)(9)) = —nJ(6),

U <0)—< aej )i,j:l

kde

DUKAZ. Dikaz ihned plyne v véty 1.4.6 a z lemma 1.4.11. O

Nésledujici véta uvadi asymptotické vlastnosti skérovych vektori nadhodnych vybéri.

Véta 1.4.13.
Méjme ndhodngj vijber Y, = (Y1,...,Y,)" 2z rozdéleni s requldrni hustotou f € F,.. Oznacme

M ={y € R: f(y;0) > 0}. Necht pro vSechna y € M, 0 € © ai,j =1,...,m existuji
druhé parcidlni derivace hustoty f(y;@).

(1) Pak plati

nebo ekvivalentné

Ddle plati

nebo

U,.(0)".(6) U, (0)

(2) Plati-li navic, Ze f je requldrni i v 2.derivacich, tj.

"(Y:0
E( i )) o,
f(Y;6)
pak matice nahodnijch velicin

1., 1 (oUr(@)\™ 1 [(9%,(0;Y)\" 5.
— * 0 — — —_ v = — _ E— — 0
nUn( ) n ( 90; )i,j:l n ( 90,00; ) ; ;-1 )

nebo ekvivalentné

U*

@) =L —3,.(0).
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DUKAZ.

(1) Slozky skorového vektoru prislusného k ndhodnému vybéru lze podle lemma 1.4.11 vyjadiit
jako soucet nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in

n

SR SN

Podle véty 1.4.12 pak EU}(0) = 0a DU’ (6) = nJ(0). Prvni tvrzeni pak plyne z vicerozmérné
centralni limitni véty a druhé z vlastnosti kvadratickych forem nahodnych vektori s nor-
malnim rozdélenim.
(2) Nahodné veli¢iny
9 (3U:(6))
00,
jsou podle lemma 1.4.11 souc¢tem nezavislych nadhodnych veli¢in se stejnym rozdélenim
pravdépodobnosti, proto

1
gUz‘j (0) =

1oy 10U k(0)
2V 0 =2 6,
k=1
Z zyk
Z 0? lnf Yk, 182ln(0; Y) -

Protoze pro tyto nahodné velic¢iny plati silny zakon velkych ¢isel, tj.
lim P[U;(0) = EU;;(0)] =1,
a podle véty 1.4.12
E(U;, () = —nJ(0),
tak 21U (6) konverguje skoro jisté k —J(0).

Definice 1.4.14.

Meéjme ndahodny viybér Y,, = (Y1,...,Yn)" z rozdéleni s hustotou f(y;@). Necht pro kazdé
n € N je definovin odhad T,(Y) skaldrni parametrické funkce 7(8). Rekneme, Ze T,(Y)
je REGULARNI ODHAD parametrické funkce 7(0), pokud jsou splnény ndsledujici tFi
podminky

(Z) f eF Teg?
(ii) T,,(Y) je nestrannym odhadem 7(0),

"(v: 0
(i) pro j =1,...,m existuji: 7;(0) = é;—(@ a plati 7';(9):/ T.(y) fj(y. )dF(y; 0) | .
! M f(Y7 0)

E[UT.(Y)]=C(U;, To(Y)) = (7(8), ..., 7,(9))" = 7'(6).
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POZNAMKA 1.4.15.
Podminka (iii) souvisi s otazkou, zda pii derivovani rovnosti

~(6) = ET,(Y) = /N T(3)dF(3:6)

lze zaménit poradi derivace a integralu, tj. proj =1,...,m
7:(0) —iET(Y)—i/T( YdF( '0)? 9 T.(y)dF(y;0) =|71:(0)

~~

()
Pokud plati (), pak pofadi lze zaménit. Uvazujme nejprve spojity piipad

0)]= [ 10y B areio) = [ 1 TV D rviojay

:/JV[Tn(y)a%f(y;e)dy: /MTn(Y)f]’-(y;O)dy

- /M Tn(Y)fé(y;H)%dy: /M Tn(y)?((;’;g))dF(y;B),

Zcela analogicky pro diskrétni pfipad mame

; 9 f(y;0) L o f(y;0),,
0] = | )5 g1F:0) = 3 1) g 030
_ Zm)a% v:0) =3 Ty 11y 0)
_ y;0) i(y; 0) .
- 3 O |, B Fy )

31

Véta 1.4.16 (Raova-Cramerova nerovnost).
Méjme ndhodng viber Y, = (Y1,...,Yn)" z rozdéleni s hustotou f € FJ,
pro i,j = 1,...,m necht existuji

v o 0f(y;0)
fii(y; 0) = 06:06;

a T,(Y) je requldrni odhad 7(@). Pak pro kazdé 6 € © plati

DT,(Y) > [7'(8)]"[Ja(0)]'7'(8) = C(6)

a C,(0) se nazjuvi DOLNI RAOVA-CRAMEROVA HRANICE.

ddle

DUKAZ. Pro jednoduchost predpokladejme, ze @ = 6. Z regularity T,,(Y) plyne

Schwarz ner.
17(0)] = |E[U,T.(Y)]| =] C(U,(0), T.(Y)) | VDT,(Y)/DU;(0) .
—~ %/—/
vizEU} =0 _ /Jn(B)
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tj.
(7'(6))" < DT(Y)Tn(6)
) (' (0)?
T
< DT,(Y 1.2
¢imz je tvrzeni dokazéano. O

POZNAMKA 1.4.17.

HUSTOTY EXPONENCIALNIHO TYPU
Predpokladejme, ze funkce 7(f) neni rovna konstanté. Rovnosti v (1.2) bude dosazeno pravé
tehdy, bude-li platit rovnost

(7(0))® = E[Ty(Y) - T(@]iE {J;/((;{’g))}
—DT(Y) m

Vime, ze Schwarzova nerovnost piejde v rovnost pravé tehdy, plati-li

(a) bud
Tw(y)—7(0) =0

skoro vSude, coz znadi, ze existuje presny odhad T, funkce 7(#), tj. takovy odhad, ktery je
roven 7(f) s pravdépodobnosti 1. Pak bychom méli

ET,(0) =T1(0)

a z Raovy-Cramérovy nerovnosti by plynulo

coz je spor s predchozi nerovnosti;
(b) nebo kdyz nahodna veli¢ina U} () je linearni transformaci nahodné veliciny 7,,(Y), tj.

vy = L8O ooy + Bo).

f(Y,0)

Protoze plati (nebot f je regularni v prvnich derivacich)

0= EU(0)|=E[K®)T,(Y)+ B(0)] = K(0)ET,(Y) + B(6) = K(0)7(0) + B(6)
=|BO)=-K@)r(0)] = |[Ua0)=K(0)[T.(Y)~7(0)]

a existuje tedy takova funkce K (6) nezavisla na y, Ze plati

dIn f(y,0) _ [y 0) = K(0) [T,(y) — 7(6)] y € M. (1.3)

do f(y,0)
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Oznacme Q(0) a R(#) funkce, pro které plati

Q'(0) = K(0) a R'(0) =T1(0)K () = T(0) = S:Ez; =|ET,(Y)
Pak integrovénim ze vzorce (1.3) dostaneme
In f(y,0) = Q(O)T.(y) — R(0) + H(y),
kde H(y) nezévisi na 6. Oznacme nyni
h(y) = 0.
Pak mame
f(y,0) = exp{Q(0)T,(y) — R(0) + H(y)} | = h(y) exp{Q(é’)TﬁY) — R(0)}
9(Tu().0)

a|T,(Y)|je postacujici statistikou pro parametr . Dostali jsme tzv. hustotu ex-
ponencialniho typu s jednim parametrem.

Vsimnéme si dale, za jakych podminek je

f_/l

7 ) = 0, ktera zajistuje, ze hustota f je regularni i v druhych

e splnéna podminka F (
derivacich

e a plati vztah 7/(0) = E(U;(0)T,.(Y)) z definice regularniho odhadu.

Pocitejme nejprve

(y.0) = £(y.0) (K (6) [T(y) ~ 7(6)])
£(y.6) = £'ty.0) (K(6) [T,(y) ~ 7(6)]} + F(.6) (K'(0) [Tu(y) - 7(6)] ~ K(6)7(0))
Ll = KO 1) 70 + K 0) [1,(5) ~ 7(6)] - KO)7 (0

)~ OO - ROQ0

[Q'(0)]?
Pak

e podminka

0-F (fT) = B {K*(0) [T.(Y) — 7(0))* + K'(0) [T,(Y) — 7(0)] — K(0)7'(6)}
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e a vztah
7'(0) = E[U;(0)TW(Y)] | = E{U(O)[T.(Y) — 7(0)]} = E{Q'(0) [T.(Y) — 7(6)]"}
=Q'0)E [Tn(Yi— 7(0)]°

DT, (Y)

0 _[70)
= PEO= 5 = Qe |

Vidime, ze dostavame stejny vztah

'(0) _ R"(O)Q'(0) — R(0)Q"(9) |

PLOY) = G Q0P

34

Definice 1.4.18.
Rekneme, Ze reguldrni odhad | T,,(Y) | je

(o) VYDATNYM (také EFICIENTNIM) odhadem 7(0), pokud
_ Gu(o)

(b)) ASYMPTOTICKY VYDATNYM odhadem 7(0), pokud | lim ¢,[T,(Y)] = 1

n—oo

a ¢islo |e,[T,(Y)]| se nazyvd vydatnost (eficience) odhadu T,(Y).

Véta 1.4.19.

Meéjme ndhodny vyber Y, = (Yi,...,Y,)" z rozdéleni s hustotou f € F]7.. Necht

reg*
pro i, 7 =1,...,m existuji
> f(y:6)
flj (ya ) aelaej

Méjme odhad T,(Y) parametrické funkce 7(0), pricemZ pro kazZdé 0 € O a kaZdé

1 =1,...,m necht existuji

or(0)
a20;

Pak odhad | T,,(Y) | parametrické funkce 7(0) je vydatng pravé tehdy, kdyz

7.(0) =

P{T,(Y)—7(0) = [7'(0)]"[J.(6)"UO)} = 1.

DUKAZ. viz. napf.:
Lamog, F., Potocky R.: Pravdepodobnost a matematickd Statistika, ALFA, Bratislava, 1989.
Andél, J.: Matematickd statistika, SNTL Praha 1978

O
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1.4.1 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY

V dalsim budeme uvazovat pouze regularni hustoty, tj. f(y;0) € Fi,, y € R™.

reg’

Definice 1.4.20.

() VEROHODNOSTNI FUNKCI rozumime funkci vektorového parametru 0

L(6;y) = f(y;0)

(b)) LOGARITMICKOU VEROHODNOSTNI FUNKCI nazjvime funkci

[(0;y) =In L(6;y)

(c) Rekneme, ze odhad 6,y = Oyun(Y) je MAXIMALNE VEROHODNY ODHAD
(MLE) vektorového parametru 6, pokud plati

L(Oys; Y) > L(6;Y)

pro v§echna 6 € ©.

POZNAMKA 1.4.21.

7 regularity systému hustot plyne existence prvnich parcialnich derivaci vérohodnostni funkce
podle slozek 6. Dale predpokladejme, Ze existuji i jeji druhé parcidlni derivace podle slozek 6.
Maximéalné vérohodny odhad 6, 5 ziskame FeSenim bud systému vérohodnostnich rovnic

_ OL(6;Y)

L'(6;Y)=0| kde L'(6;Y)=(Li(0),...,L (0)) a LJ(O) 50 (1.4)
za podminky, ze matice L"(0;Y) = (L;;(G)):r;:l = (%gfgg))::l je negativné definitni, nebo
0;Y
I'(6;Y)=0| kde U'(6;Y)=(3(0),...,l(0)) a I[(0)= m(aé ) (1.5)
dminky, 7e matice I"(0;Y) = (I,(8))"_ = (260} ¢ negativng definitni
za podminky, ze matice I"(8;Y) = (I/:( ))m:1 = anon, ), ,_, je negativné definitni,

nebot pak (1.4) bude platit pravé tehdy, kdyz bude platit i (1.5), protoZe pro vSechna y € M,
0cO®ai=1,...,mplati
ore;yY) Li(6:;Y)

- _ L L6:Y) > 0.
) Le:y) ° (6;Y) >0

V nésledujici vété shrime zakladni vlastnosti maximalné vérohodnych odhad.
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Veta 1.4.22.
Méjme ndhodngj viber Y, = (Y1, ..., Y,)" 2 rozdeéleni s requldrni hustotou f € Fp,.

(1) Necht T : © — Q  je funkce zobrazujici ® do @ C R" (1 < r < m). Pak

mazximdlné vérohodny odhad wvektorové parametrické funkce T(0) je T <§MLE>, tj

—

T(0)ye =T (§MLE> )

(2) Necht ezistuje vektorovd postacugici statistika T,(Y) = (11(Y),...,T.(Y))"

parametru 6. Pak maximdlné vérohodny odhad EMLE je vektorovou funkci postacu-
jict statistiky:

O\nx | = arg max L(6;y) = arg max f(y; 6)

= argmax {h(y) ¢ (Tu(y,0))} = | h(y) argmaxg (Tu(y,0))|

(3) Méjme parametrickou funkci 7(0) a necht pro kazZdé @ € © a kazdéi = 1,...,m existuji
7/(0) = ag_éf). FEzistuje-li vydatny (eficientni) odhad T,,(Y) parametrické funkce 7(0),

— T,(Y).

—

pak je jejim mazimdlné vérohodnym odhadem | T(0),, .

(4) Plati §MLE 29,

Pozndmka: ProtoZe z konvergence skoro jisté plyne konvergence podle pravdépodobnosti,

~

je | Owig | také konzistentnim odhadem parametru 6.

(5) Necht pro i,j = 1,...,m existuji druhé parcidlni derivace %, pak |Oyus | je
100

vydatnym odhadem parametru 6.

DUKAZ. viz. napf.:
Lamos, F., Potocky R.: Pravdepodobnost a matematickd Statistika, ALFA, Bratislava, 1989.
Andél, J.: Matematickd statistika, SNTL Praha 1978 O

V posledni vété této ¢asti uvedme dulezité vlastnosti, které se tykaji asymptotického
rozdéleni maximalné vérohodnych odhad.

Veta 1.4.23.
Meéjme ndhodny vijber Y,, = (Y1,...,Y,)" 2 rozdéleni s reguldrni hustotou f € FJ,. Oznacme
M ={y € R: f(y;0) > 0}. Necht pro vSechna y € M, 0 € © ai,j =1,...,m existuji
druhé parcidlni derivace hustoty f(y;0) a plati E (%) = 0. Pak

A

(1) O N (0,3,(0)71) | nebo ekvivalentné \/ﬁ(gMLE—B) A

Nin(0.3(6)71)
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(2)| W= (EMLE — H)TJH(O)(EMLE - 0) X2(m) , tzv. Waldova statistika.

DUKAZ.

(1) Ozna¢me 6, skute¢nou hodnotu neznamého parametru @ a parcialni derivace i-té slozky
skorového vektoru

=1,...,m,

w’'(9) = (U;’(e),...,U;;;(e)f - (%;ie),...,agi;fne))T, i

coz je vlastné i-ty fadek (diky symetrii téZ sloupec) matice druhych parcialnich derivaci
funkce In fy(y, @). Uvazujme pro i = 1,...,m, Taylorav rozvoj i-té slozky skérového vek-
toru

UF(0) = UF(6,) +u' (6°)" (0 — 6,) pricemz 0° =0, + (1—1)0,  t e (0,1).

Leva strana této rovnice je v bodé maximalné vérohodného odhadu 5MLE rovna nule. Odtud
plyne
U (00) =~} (0" (B —60) . i=1,..om,

coZ lze maticové zapsat také takto

U’ (0)) = —U (0) (B, — 60),

kde nyni R
0" =10y + (1 — )0y, te(0,1).
Pro matici nahodnych veli¢in, kde sloupce jsou vektory u'(8) (i = 1,...,m)
* aUz*(e) " * *
i Jig=1

podle véty 1.4.13 plati
lim P {U;:’(eo) - —Jn(eo)} = 1.

n—~0o0

Protoze éMLE konverguje podle véty 1.4.22 skoro jisté ke skute¢nému parametru 6y, tj.

-~ EN D
0MLE ’ 90

takze R
lim P {U;: (Byin) = U* (00)} — 1.

n—~0o0

Protoze 6 lezi mezi 6, a 5MLE, pak konverguje i @ skoro jisté k . tj.

o° = 6,
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(2)

a odtud ihned dostaneme, 7Ze také

lim P {U;:’(e*) - —Jn(oo)} —1.

n—oo
Tedy uvazime-li maticovy zapis Taylorova rozvoje v bodé 0,5

U3 (60) = ~U;/(6°) (B — 00)

—Jn (90)

Podle véty 1.4.13 méa skorovy vektor U?(6y) asymptoticky normalni rozdéleni:

LUK (B) ~ Na(0,J(6)  meboli  Ui(6)) ~ Nyu(0,.(6y)),

~

proto také |8, | ma asymptoticky normalni rozdéleni.

P1i regularité je stredni hodnota rovna
BU(60) = 0

a pro n — oo

—EUY (0") — J,(8,) > 0,

proto E@MLE =0\

Pro n — oo pocitejme varian¢ni matici
DU;(60) = 3,(60) = 3u(00)D (B~ 0) 3 (60)"

takze pro n — oo

~

D (B = 00) = DBy = 31(00) " 31(00)31(00) " =[J(8o) "

Druhé tvrzeni plyne z vlastnosti kvadratickych forem nahodnych vektort s normélnim
rozdélenim. O

PRIKLAD 1.4.24.

NORMALNI ROZDELENTI.

Meéjme ndhodnou veli¢inu Y s normalnim rozdélenim

Y~ N(p, %) [~ [(y) = \/2;76—2[%2(31—/1)2

a nahodny vybér Y, = (Y3,...,Y,)" z téhoz rozdéleni, pficemz:

(a)

o? je znAmé, tj. 0, = p.

(1) Skorova funkce nahodného vybéru (viz priklad 1.4.9): |U; (p) = Z

1=1

Y, —p
o2 |

(2) Fisherova informace o parametru p z ndhodného vybéru (viz priklad 1.4.9):

Tu() = nJ(p) = —

o? |
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(3) Uvazujme parametrickou funkei |7(p) = p| a vybérovy prameér, tj. statistiku

) =[F]= 3%
=1

2

(i) Plati| EY = p, tj. Y je nestrannym odhadem parametru p a DY = .

(i) Y je regularnim odhadem parametrické funkce 7(u) = p, piicemz 7/,(p) = 1,
nebot Y je nestrannym odhadem a plati

— . 1 n n
EYUi ()] = —FE (Z Yi) (ZY - W)
i=1 i=1
1 n 9 n—1 n n 9
=Y BV 43S B(Y) -
no* “—“~~~ MNo° “— — e —— O
=1 o2 p2 =1 j=i+1 42(nez.)
o+ p? nn-1) , np? -
e * no? N g T L=}

A
Copy| = M _ L |2 py
W=7 R
(b) |1 je znamé, tj. O, = 2.
(1) Skorova funkce nahodného vybéru (viz priklad 1.4.9):
W St Dt U o S
Uz(0") = ; 20 - 204 — ‘207

(2) Fisherova informace o parametru 7(¢?) = 02 z nahodného vybéru (viz pitklad 1.4.9):

Tu(0?) = nJ(0?) = ——

C20Y

(3) Uvazujme parametrickou funkci | 7(0?) = 0% | a vybérovy rozptyl, tj. statistiku

n

1,0¥) =[] = LS v) = L S (0 )V

i=1 i=1

ozna¢me Z;

- LISz
Li=1

Pocitejme
EZ; = DY;=o?
DZ; = EZ?—(EZ)? =y — o = 20*
————

ot

Pak
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(i) Snadno lze ukazat, ze plati , tj. S? je nestrannym odhadem parametru
o2. Déle obecné pro vybérovy rozptyl plati:
psr=Ftt_ 72 ’ o
n  n(n—1)
a protoze v pripadé normalniho rozdéleni mame
2

Hea = 30 >
dostavame
DS2:3;¢’2_ n—3 A o [3(n—1) — (n —3)] _ 20* _
n  nn-—1) n(n —1) n—1
(i) S? je regularnim odhadem parametrické funkce 7(0?) = o2, pricemz
7/5(0?) =1, nebot je nestrannym odhadem a plati

E(S*Us(0?))|= 2(n_1 ZZ —n(Y - p) (Zzi—mﬁ)]
- 2(n—1)ot ZEZ2 +2ZZ

—nZE )

(7L+2)o
n

_ 2 Z EZ + 2 2 E(Y o )2
no ;TN O 12
i=1 v

2 _
d Dy=2

3not +n(n —1)o* — (n+ 2)o* — n?c* + no*
2(n—1)o*

=|1= T;2(0-2> )

pricemz plati
n

E(Zi(Y — p)?) = E{Zi E > (Y- u)} E ZZ:(YZ- - u)} }

1=1

EZ2+ Z

2
" 04 i#£j=1
CYS B0, m)l
ij=1 i j k=1 o
1 (n+2)o?

(iii) S? je asymptoticky vydatnym odhadem o2, nebot dolni Raova-Cramerova
hranice je rovna

2
5 [7‘(’;2(02)] 1 204 ) 204 . Cu(o?)
= —-—— —_— D = ———— 1 pr— 1.
Cnle’) Jn(0?) 50T n = o n—1 ° 2% DS?
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1.5 EXPONENCIALNI TRIDA ROZDELENI PRAVDEPODOB-
NOSTI

Definice 1.5.1.

Rekneme, Ze pozorovani pochdzi z rozdéleni exponencidlniho typu, pokud jeho
pravdépodobnostni funkce (v pFipadé diskrétnich rozdéleni) ¢i hustota (v pripadé spojitych
rozdeéleni) je tvaru| f(y) = exp{a(y)b(0) + c(0) +d(y)} | kde

0 je (nezndmy) tzv. piirozeny parametr
a

a(y),b(0),c(0),d(y) jsou znamé funkce.

Pokud

e |a(y) =y, |Fikame Ze pravdépodobnostni funkce, popt. hustota je v kanonické formé.

o v konkrétnim rozdeélent figuruji dalsi nezndmé parametry, nazveme je tzv. rusivymai
parametry.

V dalsim budeme uvazovat pouze regularni a kanonické formy spolu s podminkou | b(0) = 6
a pritom zavedeme do oznaceni jeden rusivy parametr ¢ :

Fy) = exp {220 + d(y, 0)}

kde 0ado jsou parametry
v(0), ¥(¢) >0, d(y) jsou znamé funkce,
a pokud
Y(p) =2 >0, ¢ > 0 je tzv. faktor méfFitka (scale factor)

w > 0 je znaméa apriorni vaha.

Tato forma se také nazyva Skadlovou formou hustoty exponenciilniho typu.
POZNAMKA 1.5.2.

Jestlize neplati b(f) = 0, staci provést jednoduchou reparametrizaci a zavést piipadné novy
parametr

0 =0b(0)],

ktery se pak nazyva kanonickym parametrem.

Lemma 1.5.3.

Méjme ndhodnou velicinu'Y" z rozdélent s requldrni hustotou f € FJi, exponencidlniho typu:

F(y) = exp {%‘(—;@ T d(y,as)} | (1.6)
Pak EY =+'(0)

(tento vztah je ekvivalentni s podminkou (4) v definici reqularity 1.4.1.)
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Necht navic plati (tj. f je requldrni i v 2.derivacich)
f%Yﬂ»
E =0l 1.7
( f(Y;0) (1.7

kde f"(Y;60) = %, pak

DY =+"(0)¢(¢)

Funkce |7"(0) = —— | se nazyjvd rozptylovou funkci (variance function).

DUKAZ.
Ozna¢me logaritmus vérohodnostni funkce nahodné veli¢iny Y

[(0;y) =1In f(y;0)

a skoére
di(6;Y)
do

Pro rozdéleni exponencidlniho typu v kanonické formé plati:

df (y;0)  y—~'(0)

U®) =

0" 00 f(y:0)
Py 0)  [y—+ O -0 (9) ,,
- V0P )
L di(g;Y) df(y;0) 1 Y —+4/(0)
VO ==G"="a Jv:)_

ﬂ@:ﬁgm:/

M

()
Podminka regularity (4) z definice 1.4.1

dIn f(y;0) o _
/;__Ea__ﬂm%ey_EUw)_o

je u rozdéleni exponencialniho typu tvaru
Y —+(9)

1 , B
9) ) =9 B 7O =0

Ewm:E(

a je ekvivalentni s podminkou

EY =+'(0)|

Podminka z pfedpokladi tohoto lemma

(%W)ZW@;@):/M (w)QdF(y; 0) = EU(0)® O
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je u rozdéleni exponencialniho typu tvaru

U()? = 0(9)2 EY —+0) —(0)(@) =0

J

. { Y A OF - v”(9)¢(¢)} 1 —

~
=DY

a je ekvivalentni s podminkou

DY =" (0)4(6)]

1.6 PRIKLADY ROZDELENI EXPONENCIALNIHO TYPU

1.6.1 Normalni rozdéleni

Mé&jme Y ~ N(u,o?) peER 0% >0.
( v(9)
L 2
yu— S 1 1 1
_ 1 1 (y= _ 2 Y 2
Pak f(y) = Vono? P {—5 (yT) } = exp 02 —§§ — 5111 (27TO' )J
() d(y.0)
\ Vs
a Y0) = gp* = 562 V(0) =60 =n
= 7'0)=1
b(9) = o = 6=ot
Skutecné plati
EY =+/(0) =
a
DY =+"(0)1(¢) = o”.
Tedy  prirozeny parametr 0=u scale factor ¢ = o?

rozptylovd funkce Vip) =1 vdhy w=1.

Ovéreni regularity pro jednoparametrovy systém hustot (0% bereme jako rusivy parametr):

(1) Parametricky prostor pro parametr § = p: ® = (—00, 0) je neprazdna oteviend mnozina.
(2) Mnozina M ={y € R: f(y) > 0} = (—o0, 00) nezavisi na § € ©.

fot i _ Y0 _ y-6
(3) Existuje U = 0 = o
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(4) Stfedni hodnota EU =0 < +/(0) =0 = n = EY.

(5) Fisherova informace J = EU? = E (Y_9)2 =1L >0 = hustota je regularni v 1.
derivacich.

(6) Podminka £ (fTH) =0 & 7(0)Y(¢) = 0> = DY = hustota je regularni v 2.
derivacich.

1.6.2 Binomické rozdéleni

Meéjme Z =nY ~ Bi(n, ) ne N e (0,1)
pak fz(2) = (:)7?2(1 —7)"% = exp {zln (ﬁ) +nln(l —x) +In (:)}
pro z=0,...,n,

pficemz FEZ=p=nn a DZ=nn(l-mn).

Pravdépodobnostni funkce neni ve skalové formé, provedme reparametrizaci

A=m (=) =m(2) =|n (1) = m=hatonm

n—p

Tedy fz(2) = exp z0 —nln (1 + 69) +1n (n)
z

———
~(0) S——
d(y,¢)
a () =nhn(1+¢") = 7’(9):nlfeg =nT =4
= () = ”(1f§9)2 =nr(l—m) =p(1-2)
W) =2=1 = w=1 ¢=1
Skutecné plati
EZ =+'0) =pn
a
DZ = 4"(0)$(6) = nr(1 — 7).
Tedy prirozeny parametr 0 =In ( a )
n—p
rozptylovd funkce V(p) =p (1 — ﬁ)
n

scale factor ¢ =

vdhy w=1.
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POZNAMKA 1.6.1.
Je tfeba poznamenat, zZe ve vztahu

v(0) =nln (1 +¢”)

se vedle parametru 6 vyskytuje i parametr n, ktery je v8ak vzdy znam. Abychom dostali ivodni
definici (1.6), proto ho nebudeme povazovat za rusivy parametr, ale za zndmou konstantu. To-
muto problému se lze vyhnout, kdyz prejdeme od absolutnich ¢etnosti Z k relativnim ¢etnostem

Y (viz dale).

Ovéreni regularity pro jednoparametrovy systém hustot (n predpokladame, Ze zname):

(1) Parametricky prostor pro parametr § = ln( ﬂ) : ® = (0,00) je neprazdna oteviena
mnozina.

(2) Mnozina M ={z € R: f(z) >0} ={0,1,...,n} nezéavisi na 6 € ©.

(3) Existuje U = 220 — 7 _ lrf:(,.
9

1+e@ =nm=FEZ.

(4) Stiedni hodnota EU =0 < +/(0) =n

(5) Fisherova informace J = EU? = F (Z
tni funkce je regularni v 1. derivacich.

2
1+ee) =nr(l—7)>0 = pravdépodobnos-

(6) Podminka E <f7”> =0<Y"0)(p) = nﬁ =nn(l—7)=DZ = pravdépodob-

nostni funkce je regularni v 2. derivacich.

V pripadé, Ze uvazuje misto absolutnich relativni Cetnosti: [Y =

3IN

je pravdépodobnostni funkce nenulova pro y € {0, ,1} a je tvaru

7n7n7"'

o n—n In +In(1—m) n
o) = (1)t = m) = = exp { PSP ()}
a EY =pu=n a DY ="

n

Pravdépodobnostni funkce neni ve §kalové formé, provedme reparametrizaci

™
9:ln(1_ﬂ) = 7T:1+069a1 :ﬁ
~(0)
0

1/71 ny

~~
P(¢) d(y,)

a vO0)=In(1+¢) = wm:;;: =
0
= 7'(0) = (1+69) =m(l—-m)

¢(¢):§=% = w=n ¢=1
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Skutecné plati EY =+'(0)=u

DY =~"(0)u(¢) = "4,

Tedy prirozeny parametr 0 =1In (%)
—
rozptylovd funkce V) = p(l —p)
scale factor o=1
vdhy w=n.

Ovéreni regularity pro jednoparametrovy systém hustot (n predpokladame, Ze zname):

(1) Parametricky prostor pro parametr § = In (E) : ® = (0,00) je neprazdna oteviena
mnozina.

(2) Mnozina M = {y € R: f(y) >0} ={0, %, 2,...,1} nezavisi na 0 € ©.

'non’

(3) Existuje U = Y0 _y _ %

(4) Stredni hodnota EU = 0 < +/(0) = <5 =« = EY.

1+ef

66
1+e?

2
(5) Fisherova informace J = EU? = F (Y — ) =m(l—7)>0 = pravdépodobnostni

funkce je regularni v 1. derivacich.

(6) Podminka £ (fTH) =0 Y"(0)Y(o) = ﬁ =m(l—7m)=DY = pravdépodobnostni

funkce je regularni v 2. derivacich.

1.6.3 Poisonovo rozdéleni

Méjme Y ~ Po()\) A>0
pak f(y):/\y;;A:exp{yln)\—)\—lny!} y=20,1,2,...
pricemz EY =p=X a DY =M\

Protoze pravdépodobnostni funkce neni ve §kalové formé, provedme reparametrizaci

= A=¢

_ — & - |
a fly) =expl yld — e In y!
10 d(y,e)

+1(0) = (6) = =
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ISASH

bo)=2=1 = w=1 ¢=1

Skutecné plati
EY =+'0)=X=upu

a
DY ="(0)¢(¢) = ¢ =X = p,
Tedy prirozeny parametr
rozptylovd funkce Vip) =pn
scale factor o=
vdhy W=

Ovéreni regularity pro jednoparametrovy systém hustot:

(1) Parametricky prostor pro parametr § = In A : © = (0, 00) je neprazdné oteviena mnoZina.
(2) Mnozina M ={y € R: f(y) > 0} ={0,1,2,...} nezavisi na 0 € ©.

f ot 11 _YAO) v 0y

(3) Existuje U = e =Y - =Y -\

(4) Stiedni hodnota EU =0 < +/(0) = ¢’ = X\ = EY.

(5) Fisherova informace J = EU? = E (Y — 66)2 =A>0 = pravdépodobnostni funkce
je regularni v 1. derivacich.

(6) Podminka F <f7ﬂ> =0& Y (0)Y(p) =e’ =X=DY = pravdépodobnostni funkce je
regularni v 2. derivacich.

1.6.4 Gamma rozdéleni

Mg&jme Y ~ G(a, ) a>0,6>0.
Pak fly) = Wyo‘_le_ﬁ y >0
pricemz EY =af a DY =a3.

Tento tvar hustoty je vSak pro nas nevhodny (ve stfedni hodnoté mame rusivy parametr «),
proto uvazujme reparametrizaci

p=af = fB= gv
_ 1 «a @ a—1_—%y y(—l)—lnu
palk f(?ﬁ—m(;) y* e =expd —4—+alha+ (o —1)Iny —InT(«a)

pricem? EY =y a DY =£5&,
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1
Hustota neni v kanonickém tvaru, proto parametrizujme |0 = ——| = pu= —%
1
( ~(0)
1
y@—lﬂ(--)
pak f(y) = exp 0 falma+ (a—1)Iny — InT(a)
d(y.9)
\ Vs
a 1O) =In() =In(~}) = V(O =% =~} —n
= O ==
W) =2=1 = w=1 ¢=1
Skutecné plati
EY =+'(6) =
a
DY =7"(0)i() = & = <& = ap?
oy . 1
Tedy prirozeny parametr 0=——
1
rozptylovd funkce Vp) = p?
scale factor ¢ = é
vdhy w=1.
Ovéreni regularity pro jednoparametrovy systém hustot:
) Parametricky prostor pro parametr § = —% : © = (—00,0) je neprazdna oteviend mnozina.

1
2) Mnozina M ={y € R: f(y) > 0} = (0,00) nezavisi na 6 € ©.

(
(
(3) Existuje U = 51 = a(Y — p).
(

4) Stiedni hodnota EU =0 < +/(0) = —5 = n = EY.

1
0

(5) Fisherova informace J = EU? = Efa(Y — p)]* = a2‘;—2 =au® >0 = pravdépodob-
nostni funkce je regularni v 1. derivacich.

(6) Podminka E (%) =0 < Y0 = %2 = DY = pravdépodobnostni funkce je
regularni v 2. derivacich.

1.6.5 Exponencialni rozdéleni

Exponencialni rozdéleni je specialnim piipadem gama rozdéleni Y ~ Ez(\) = G(1, )

Pak fly) = xe X =exp —1y —In A} y>0
Pficem? EY —u=X a DY =)\

Hustota neni v kanonickém tvaru, proto parametrizujme
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1
Tedy
=7(0)
1
fy) = exp yb — ln(e)}
2 Y(O) =In() =In(~1) > YO =-L=r=p
= 7//(9) _ 0% — )\2 — ,U2
P(gp)=2=1 = w=1 ¢=1
Skutecné plati
EY =+'(0) = p

DY ="(0)¢(¢) = pu* = \?

tj. jde o regularni systém hustot a navic plati podminka (1.7).

1
Tedy prirozeny parametr 0=——
1
rozptylovd funkce V(p) = p?
scale factor p=1
vdahy w=1.

Ovéreni regularity pro jednoparametrovy systém hustot:

(1) Parametricky prostor pro parametr § = —= : ®@ = (—00, 0) je neprazdné oteviena mnozina.

1
w
(2) Mnozina M = {y € R: f(y) > 0} = (0, 00) nezavisi na 6 € ©.

(3) Bxistuje U = 5% = (V = \).

(4) Stfedni hodnota EU =0 < +/(6) = —

=\=FEY.

1
0

(6) Podminka E (%) =0 7(0)v(p) = \» = DY = pravdépodobnostni funkce je
regularni v 2. derivacich.



Kapitola 2
GLM MODELY

2.1 KLASICKY LINEARNI REGRESNI MODEL

M¢jme regresni model plné hodnosti:

Y=XB+e AN RMX)=h(X"X)=m=p+1 An>m A &~ L,(0,0%L,)

kde je  vektor zavisle proménnych Y = (Vi,...,Y,)7
matice planu X=(z5) i=1,....n; j=0,...,p
vektor chyb e=(g1,...,60)" Ee=0; De=01,;
Odhad neznamych parametra 3 provedeny metodou nejmensich c¢tverci je feSenim

normalnich rovnic| X*X8 = X"Y |a plati: | 8 = (X"X) ' X"Y |

Oznacme
o —XB=X(X"X)"'X"Y = HY

H
o [e]l=Y-Y=(I-HY=MY=MXB+¢))=MXg3+Me=(1-H)e

<~
M =0

o _ SSE _ (Y-YV)T(Y-Y) &Te  YTI-H)Y _ T(I-H)e
T n—-m n—m T n-m n—m - n—m

Plati: Ea =0
« B = EOSE) _ 52 tj. 5% je nestrannym odhadem rozptylu o2

n—m

x DB = 0?(X™X)"!

Plati-li navic | € ~ N,(0,0°L,) |, pak

% Y ~ No(XB,0%L)

x €~ N,(0,0*(1—-H))
* B Na(B o (XTX) T
*  BE i n—m)

x 3 a s? jsou stochasticky nezavislé

50
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« T=L2 n—m), kdej=1,...,na (XTX)"" = (v;)"_,

20 .
$7Vj 5

x F =158, B)" W (B, — By) ~ Flg,n—m),

L _(V U 3 5 (B
kde (XTX)"!= , = 1); :(Al) a h(W)=
xx = (5w )oe=(0 ) a-(4 (W) =g
cTA_cT ~
* T = %Nt(n—m),kde C:(CO,Cl,...,Cp)T a E(CTﬁ):CT/B
Oznaéme i-ty fadek matice planu X jako x| = (zj0, ..., Zip), pak

Y;=x{B+e ~ N(x{B,o%), .
= Y, —Y;~ N(0,0%(1 + x7(X"X) " 'x;)).

® ~ ~
Vi = xIB ~ N(xIB, 0% (X7X) " 'x,)
Intervaly spolehlivosti
pro parametry 3; (j=1,...,m) BiFe1 | a1 =ti-ga(n—m)s,/v;;
pro stiedni hodnotu predikce EY; =ExZ-TB:xiT,6' xlTB Feag | ca=t-¢g (n—m)s/x7 (XTX) " 1x;
pro predikei V; =x78 (i=1,...,n) x'BFes | e = ti—g (n—m)s\/1+x7 (XTX)"1x;

kde t;—a(n—m) je 1 — § kvantil Studentova rozdéleni o n—m stupnich volnosti

2.2 OMEZENI KLASICKEHO LINEARNIHO REGRES-
NIHO MODELU

Meéjme klasicky linearni regresni model plné hodnosti
Y=XB+e A hX)=hX"X)=m=p+1 An>m A e~ N,(0,0°L,),

kde Y =(Yy,...,Y,)T je vektor zéavisle proménnych,
X = (z45) je matice planu, (i =1,...,n;j =0,...,p)
e=(g1,...,6,)" je vektor chyb, pficemz Ee = 0; De = 0°1,.
Kdyz se podivame na tento model blize, zjistime, Ze se sklada ze dvou ¢asti:

Systematicka (signalni) ¢ast vyjadiuje linedrni vztah pro stfedni hodnotu a neznamé parame-
try 3;, tj.

EY; = ;i = x] 8|

Tato ¢ast je obvykle cilem zkouméani, snazime se pomoci ni maximalné mozné vysvétlit chovani
nédhodné veli¢iny Y; a zjistit skrze parametry 3; velikost a znaménko zavislosti na vysvétlujicich
veli¢inach x;.

V redlném svété ma mnoho procestu jiny, nez linearni vztah zavislosti. Napf. v ekonomii se
ukazuje, ze mnoho vztahi ma logaritmickou zavislost, k vysvétleni procesii v piirodnich védach
se uzivaji reciproké, mocninné i dalsi vztahy. Vysvétlovana veli¢ina popisujici pravdépodobnost
preziti clovéka, v pfipadé ur¢ité nemoci a urcitého zpusobu lé¢hby, miize z definice pravdépodob-
nosti nabyvat hodnot pouze z intervalu [0, 1], coz by v pripadé klasického linearniho modelu
bylo mozné zajistit jen za prijeti omezeni na estimator 3.
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Nahodna ¢ast je reprezentovana nahodnymi chybami , které shrnuji v sobé vSechny ostatni
vlivy, ptisobici na Y;, kromé jiz uvedenych v systematické ¢asti. Rozdéleni nahodnych velicin ¢;
je zavislé na rozdéleni Y; a mé tvar

E; N(O,O’2) s

kde ¢; jsou nezavislé. Pravé normalita chyb je ¢asto nesplnénym predpokladem klasického
lineadrniho regresnitho modelu. Pfipomenme, Ze normalita se vyznacuje nezavislosti stfedni hod-
noty a rozptylu. Typicky napft. u ekonomickych veli¢in s rostouci stfedni hodnotou obvykle roste
rozptyl nahodné veli¢iny, pricemz ndhodné chyby maji v téchto piipadech ¢asto nesymetricka,
kladné sesikmena rozdéleni.

Shrneme-li predchozi, muzeme fici, ze klasicky linearni regresni model je sice velmi dilezitym
stochastickym modelem, avSak mé celou fadu omezeni:

¢ Je omezen pouze na t¥idu normalnich rozdéleni: |Y; ~ N(u;, 0%)| i=1,...,n, kde
Y = (Yy,...,Y,)T tvoif nahodny vybér.

e Predpoklada striktni rovnost mezi stfedni hodnotou ndhodné veli¢iny Y; a linearni
kombinaci prediktori: | EY; = y; = x! 3|, kde

X; = (231, ..., Zim)? je vektor prediktori a
B = (f1,--.,0m) je vektor neznamych parametri.

Je vSak mozné provést zobecnéni tohoto klasického linedrntho modelu dvéma sméry:

1. Zobecnéni na nenormalni rozdéleni, a to na tzv. tfidu exponencialnich rozdéleni

2. Zobecnéni na nelinearni funkce, které spojuji neznameé stredni hodnoty vychoziho rozdéleni
nahodné veli¢iny Y; s prediktivnimi proménnymi.
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2.3 DEFINICE JEDNOROZMERNEHO GLM

Definice 2.3.1 (Zobecnény linedrni model).
Meéjme nahodny vijbér
Y =(Y,...,Y)"

a necht rozdélent Y; zavisi na pevngch vektorech
T m
X, = (l’il, .. -;xim) cR
prostrednictim nezndamého vektoru parametri

B= (B, Bn)"

Matice
X =(x],...,x)"

) n

md rozmeér n X m a hodnost m < n.
Rikame, ze Y = (Y1,...,Y,)" se 7idi zobecnénym linedrnim modelem (generalized
linear model, zkratka GLM), jestlize ddle plati:

1. rozdéleniY = (Y1,...,Y,)" je exponencidlniho typu s reguldrni hustotou tvaru

5.0) = [T F0.0) = exp {Z ] } 1)

2. parametr 0; zavisi na x; a 3 prostrednictvim parametru

n=%8 | (2.2)

ktery nazveme linedrni prediktor.

3. Existuje zndmd ryze monotonni diferencovatelnd funkce @, tzv. linkovact funkce
(link function), a plati

m=g(w) =9 "(m) | kde p;=p6;)=EY;. (2.3)

Rekneme, e linkovaci funkee je kanonickd, pokud|6; = n; = g(i) |

. - T\7 . . . -
Matici X = (x]);_; nazjvdme matici pldnu.

POZNAMKA 2.3.2.
7 regularity systému
Frg =1f(y;0) : 0 =(01,...,0,)" € O}

plyne regularita z né¢j odvozeného systému

Frog ={f(y.B8): B=(Br,....3n)" €R™}, nebof EY;=p; = p(0;) =g (x;B).
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PRIKLAD 2.3.3.
Regresni primka v klasickém linearnim regresnim modelu:

Y; ~ N(pi,0?) | jsou pro i = 1,...,n nezavislé nahodné veli¢iny,

g(pi) = pi = B1 + Bow; | je identicka linkovaci funkce, 3i, 3, a o2 jsou neznamé parametry

(pticemZ o je ruSivym parametrem) a x; jsou zndmé kovariaty.

Obrazek 2.1: Ukazka klasického regresnitho modelu s homogennim rozptylem.

PRIKLAD 2.3.4.
Regresni modely s logaritmickou linkovaci funkci pro exponencialné a gamma rozdélené
zavisle proménné:

Y ~ Ez(\;) = G(1, \;) | jsou pro i = 1,...,n nezavislé ndhodné velic¢iny (EY; = u; = \;),

g(pi) =Inp; = By + Gox;) |je logaritmicka linkovaci funkce, 1, 52 jsou neznamé parametry a

x; jsou znamé kovariaty.

22

20 1
18} 1
16 1
141 1
12 1

10

» o [ee]
T

Obrazek 2.2: Ukdzka GLM modelu s linkovaci funkei g(p) = In 1 pro exponencialné rozdélenou
nahodnou veli¢inu Y.
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Jestlize
Y; ~ G(a, B; = 2 ) [jsou pro i = 1,...,n nezavislé ndhodné veliciny (EY; = pu; = af3;),

g(pi) =Inp; = Py + Gox; | je logaritmicka linkovaci funkce, (1,0 a a = % jsou neznamé

parametry (a je rusivy parametr) a x; jsou znamé kovariaty.

Obrazek 2.3: Ukazka GLM modelu s linkovaci funkei g(p) = Inp) pro ndhodnou veli¢inu Y
s gama rozdélenim.

PRIKLAD 2.3.5.
Poissonovska regrese:

Y; ~ Po(u;)|jsou pro i = 1,...,n nezavislé ndhodné veliciny (EY; = ;)

g(pi) = Inp; = B + Pax; | je logaritmicka linkovaci funkce, (31, 32 jsou nezndmé parametry a
x; jsou znamé kovariaty.

45

40

35

30

25

20

15

10

a1

Obrazek 2.4: Ukazka poissonovské regrese s linkovaci funkei g(p) = In p.
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PRIKLAD 2.3.6.
Binomicka regrese:

Y; ~ Bi(n;, m;)|jsou pro i = 1,...,n nezavislé ndhodné velic¢iny ,

1—7'('2‘

kde | g(m;) =In ( T ) je logisticka linkovaci funkce, (1, B2 jsou nezndmé parametry a x;

jsou znamé kovariaty.
Naptiklad ve farmaceutickém experimentu muze byt n; pocet pacienti, kterym byla podéna
davka x; nového léku a Y; pocet pacientt davajici pozitivni odpovéd na danou davku z; nového

léku.

Y; :
Jestlize pozorujeme, Ze | — | roste spolu s , hledame model, ve kterém m; je funkei z;, ale
n;
nabyva hodnot 0 < m; < 1. Proto model m; = (31 4+ G2x; neni vhodny, avSak 1+ (Gox; = In <%>

obvykle pracuje dobte.

Obrézek 2.5: Ukazka binomické regrese s linkovaci funkei g(m) = In < o )

1—7I',L'

PRIKLAD 2.3.7.
Kontingenéni tabulky{ Y;; ~ Mn(n,m;)| jsou pro ¢ = 1,...,1, j=1,....J, n =1 - J,
I J
(3> my; = 1) nezavislé nahodné veli¢iny, napiiklad pocet lidi i-té etnické skupiny, ktefi voli
=l =
politickou stranu j.
Snahou bude testovat hypotézu | Hy : m;; = o;/3; | pro viechna ¢, j, kde o, 3; jsou neznamé

parametry, Zle a; =1a Z}]:1 B; = 1, tj. chceme testovat hypotézu, ze volba strany a etnicka
prislusnost jsou nezéavislé.

Pripomenme, ze wij = BY;; = nm;

takze In % = Inm;
a za platnosti hypotézy Hy Inm; =Ina; + Inj;

ekvivalentné g (pi;) = In p; = const;; + a; + b | pro néjaké const;;, a;, b;.
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2.4 LOGARITMUS VEROHODNOSTNI FUNKCE V GLM

Vsimnéme si, ze rozdéleni ndhodnych velic¢in Y; jsou stejného typu a logaritmus sdruZené
vérohodnostni funkce ma tvar

- - i0; — (0
U(0;y) =101, .., 00y, yn) = Zli(9i§yi) = Z (3177() + d(yzﬂb)) :
— —\  Ui(d)
Véta 2.4.1.
Méjme ndhodny vijber Y = (Y1,...,Y,)", ktery se 7idi zobecnéngm linedrnim modelem
s linkovact funkci
g(i) =x;8=mn; i=1,...,n.
Predpokladejme, Ze pro i =1,...,n existuji prislusné derivace v'(0;),~"(6;) a plati
EY; =i =7(6:)  DYi=~"(0:)hi(9).
pak
* * . g xl](}/i - :ul) aul
a
. . & Lij g a,uz ?
coZ lze zapsat maticové
U, = UL(B) = (U5,...Uz) = X'W(B)QB)r(B) - X' WQr (2.6
a
Jo=3.(8) = (J;)",_, = X'W(B)X = X"WX | (2.7)
kde
r=r(8) = (ri(B),...,m(8))" ri=1(B) =Yi—p; =Y; — g7 (x{B)
. L (o)
W = W(B) = diag{us(®), .. wn(B)) = () = - ()
. o
Q=Q(B) =diag{a(B). -0} a=a(d)= 5"
DUKAZ.

Podle predpokladic: EY; = pi; =+/(6;) a  DY;=7"(0:)vi(d) = +"(6:) = ;75

Méjme monotonni diferencovatelnou funkci g, tzv. linkovaci funkeci, pro kterou plati:

g(m) =xIB =" wiiB; = mi|
j=1
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Pak EY;i=p=g""(m)=g" (Zl :cijﬁj> =g~ (x{B)=h(x]B)=1:(B),
‘7:
kde B = (01,...,0m)" je vektor neznamych parametra a
X; = (%31, ..., Tim)" je vektor hodnot regresorii pro i-té pozorovani,

(azi 80;  Owi  Omi

Spocitejme U7 (B) = Zl gé; => 9" T 85]) pro j=1,...,m.

1=1

Abychom ziskali U (8), vyjdéme ze vztahi

A _ Yi—+'(0:) _ Yi—p _ Yi—h(x]P)

00; —  i(d) T u(e) T i(e)
oni _ O iiarinBe _ o
ap; 9B; o
ouwi _ 1m(p\ — DY;
oo = "(0:) = bi(9)
. ol _ 0l . 00;  Opi  Omi _ wi(Yi—pi) O
a upravujme  ga- = G- 5k 50 5o = DY o,
n
2 (Y — 1) O
a odtud jiz plyne prvnf tvrzeni véty: |U; = U;(ﬂ) = Z Mﬂ .
— Dy; om;

Oznacme informac¢ni matici:

J, = Jn(/ﬁ) = (J;k);?kzl = (E(UJ*UI:));)ZLkzl = DU;(B)a

kde U, =U,(8) = (U7,....,U,)"
7 ol; ol; _ zijrag BEYi—p)? [ ow 2 T O 2
Protoze B ({§l - i ) = gl (Gu)” = 5 (%)
S al, ol "~ i (O 2
k * — * — E( i, z) — 171 7 .
pa gk ]k(ﬁ) Z:EI 0B; OBk p DY; 877@'

Zavedme maticové vyjadieni néasledujicim zpisobem:

Omacme wi=wi(B) = g (%) & W="W(B) = diaglui(8),.., (8}

on;
nebot n, =x/8 a p;=h(x3) jsou funkcemi 3.

Pak J, = X"W(B)X = X"WX|,

kde X=(x,....x0)"'=Xy,...,. X)) a X;=(z15,...,Tn5)"

Oznatme r;=r;(B)=Y,—; =Y, —g'(xfB8) a r=r(8)=(8),...,m(8))"
6 =aB) =5~ a Q=Q(B)=diag{n(B).....0.(8)},

pak U, = U,(8) = (U;.....U,) = X' W(B)Q(B)r(B) = X WQr| a

U7 = 3 2 s = 7 g = [ X, W(B)Q(O)r(8) = X;WQr | 0
=1 1=1

i
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2.5 MAXIMALNE VEROHODNE ODHADY NEZNAMYCH
PARAMETRU

Odhad neznamych parametri metodou maximalni vérohodnosti dostaneme fesenim rovnic
typu

ol
0B

=U,(B8)=0

Aby §lo o maximum, je nutné, aby matice druhych parcialnich derivaci logaritmické
vérohodnostni funkce podle slozek parametru 3 byla negativné definitni.

Podle véty 1.4.13 konverguje matice druhych parcidlnich derivaci skoro jisté k matici —J,,
ktera je pri regularité systému hustot negativné definitni.

Aproximujeme-li proto matici %ﬂ(ﬂ) matici —J,,, je feSeni systému predeslych rovnic max-
imélné vérohodnym odhadem parametru 3.

Ukazme jesté, ze tato aproximace je pii kanonickém linku piesni, tj. matice

90U, (B)
B

U (B) = =-J.(8) |

Pouzijeme-li kanonicky link, tj.

O =n=x/B=) ;8
j=1

a vztahu
8/~Li /
00, V() = V()
DY; = %(@7”(9@') = %(@V(Mz)
pak
2 (Y — ) O ~= i (Vi — ) O = 2 (Y — )
Ul = ZuATr T Y S sVt L VS e VA
! ; ; Dy; o i1 Vi(@)V (1s) 3@/ i—1 ¥i(9)
=V (1s)
- . ximk xzyxzk N
U oU,; Ou; On; = :L“] N
I 7 (A KA 1. v ; Z — 1]+ v ; I * )
RE Z: Z Opi Omi, OB Z (1) Z:: @) "
=V (i)

Nyni se vratme k feSeni vérohodnostnich rovnic. Protoze obecné rovnice

Uj = 5, Z@ﬁj Z DY, ani—O j=1,...,m.

= =1

nejsou linearni vzhledem k nezndmym parametrim, musi se fesit numerickou iteraci.
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2.5.1 NEWTON-RAPHSONOVA METODA

Chceme-li najit feSeni systému nelinearnich rovnic U (8) = 0, lze pouzit nasledujici iterativni
postup:

1. Nejprve provedeme linearizaci pomoci Taylorova rozvoje v okoli bodu 3, kde 3, je
néjaky pocateéni odhad: U%(8) ~ U%(8,) + U (B,) (B — By). Protoze U (8) = 0, pak

, -1
po jednoduchych tpravich dostaneme |8 ~ B, — [UZ (ﬁo)] U (By) |

2. Odhady parametrta v s-tém kroku jsou ziskany ze vztahu
~(s—1) A=\ o, /-1
7= [ur (57)] v (BT)-

3. Iterac¢ni proces popsany v predchozim bodé pokracuje tak dlouho, dokud

S+ ()

2.5.2 METODA SKOROVANI

Alternativni procedurou k Newton-Raphsonové metodé je tzv. metoda skérovani, kdy se
matice druhych parcialnich derivaci U* (@) nahradi jeji stfedni hodnotou, tj. matici —J,(3),
kde J,(3), je informa¢ni matice.

Druhy itera¢ni krok pak upravime takto:

~(s) (s—1)

B

~(s—1)

—3 4 1,6 wE ).

Jednoduchou upravou dostaneme

~(s-1)
J.(8

~(s) ~(s—1)

B =3,@

)8

(s—1)

+ [ (B ).
Vyuzijme vztaht:

UL(B) = X"W(B)Q(B)r(B) a Jn(B) = X'W(B)X

a dale upravujme

XTW(B(S_l))XB(S) _ XTW(E(S—l))Xﬁ(s—l) 4 XTW(E(S_D)Q(B(s_l))r(ﬁ(s_l))
_ XTW(E(S_D) XB(S_l) I Q(E(S—l))r(g(s—l))]
Z(B?;”)

pficemz proi=1,...,n

- ~(s—1)
~(s—1) ~(s—1) s—1) (s— N e on Z
Z(B ) =xiB 4V =D s + <Yi — i 1)> b

Mizeme psét

(s=1)

"N nebo | x*Wex3Y = xTWsDZ6-D |

x'w(@3" x3" = x*w(3
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kde
AAS d@ag{wgs b JwlE)
& 2
i (25) -t
py; " \on’ V(™) (a7)
kde

—=(-1)

DY,

Jde o obdobu vazené metody nejmensich ¢tverct a v tomto piripadé mluvime o itera¢ni vazené
metodé nejmensich ¢tverci.

2.6 TESTOVANI HYPOTEZ

Statistické modely jsou obvykle konstruovany s cilem rozhodnout o predem definované hypotéze
a tuto prijmout ¢i vyvratit

2.6.1 Testovani parametria

Véta 2.6.1.
Meéjme ndhodny vgbér Y, = (Y1,...,Y,)", ktery se tidi zobecnénym linedrnim mod-
elem s matici vysvétlugicich proménnych X, ., Predpoklidejme, Ze proi = 1,...,n existuji

prislusné derivace v'(0;),~"(0;) a plati

EY; = pu;=~'(0;)  DY; =~"(0:)0:(o).

Ddle méjme matici Cip,xq s hodnosti h(C) = g < m. Plati-li hypotéza: | Hy : C*3 = 0|, pak
Waldova statistika

X*(q) |

W= B;LEC (CTJn(B)_lc)_l CT//B\MLE

kde BMLE je mazximdlné vérohodniym odhadem vektorového parametru (3.

DUKAZ.
MLE odhad vektorové parametrické funkce C*3 je roven C*3,, .. Vektor C*3,, . je linearni

transformaci nahodného vektoru 3, ., ktery mé asymptoticky normélni rozdéleni:

A

Bune Nu(8,3,.(8)7Y),

proto také

C'Bue ~ N,(C"B,C'J,(8)'C),

nebot hodnost matice h (C*J,(8)"!C) = q.

Zbytek ditkazu plyne z vlastnosti kvadratickych forem normélnich vektort. O
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POZNAMKA 2.6.2.
Hypotézu

HQZCT,BZO

zamitame na hladiné vyznamnosti «, pokud plati

W > xi_.(q)|

Protoze odhad 3,,, konverguje za piedpokladu existence E(I*(8)) skoro jisté k B, aproximu-
jeme pii vypoctu Waldovy statistiky W Fisherovou informacni matici J,(3) matici J,(Byz)-

POZNAMKA 2.6.3.
Testovat hypotézu

HOZ/BJ':O

pro j = 1,...,m lze vice zptsoby:

e Pomoci Waldovy statistiky W, a to pfi specidlni volbé

J
C=cmx1 =(0,...,1,...,0)".

e Pomoci vztahu

A

BMLE,j ~ N <ﬁj,8§j = (Jn(ﬁ)_l)jj> :

pricemz hypotézu zamitame, pokud

|6ML*E,Z'| > Uy,
s*. 2
27

kde opét Fisherovou informaéni matici J,,(3) aproximujeme matici J,,(8,,,,)-

2.7 OVEROVANI VHODNOSTI MODELU

2.7.1 Minimalni, maximalni model a submodely

Urceni vhodné modelové rovnice je zédkladem vSech regresnich modeld. Jednim z dilezitych
principu regresnich modelt je zasada jednoduchosti, kterda znamena, ze jednodussi model
data popisuje témér dokonale.

Casto musime vzit také v dvahu soufasné se zakladnim zobecnénym linedrnim modelem i
nékolik z néj vyplyvajicich dil¢ich modeli, kterym se fika submodely.

Definujme nejprve dulezité pojmy

Definice 2.7.1.
Maximdlni GLM, ktery oznacime GLM, .., spliuje nasledujici podminky

(1) Mazximdlni model je zobecnényj linedrni model se stejngm typem rozdélent jako zkoumany

G LM model.
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(2) Mazimdlni model a zkoumany maji stejnou linkovact funkci.

(3) Pocet parametri mazimdlniho modelu je roven poctu vysvétlovaniych velicin n, maz-
imalné veérohodny odhad parametru 3,,,. je n-rozmérny vektor B3

mazx*

POZNAMKA 2.7.2.

7 definice plyne, Ze vysvétlovana veli¢ina Y je maximélnim modelem urcena s nulovym reziduem,
tj. odhadnuta hodnota

Ymax - ij’ma:c = (,&ma:c,la s 7,&ma:c,n)T =Y = (Y1> cee aYn)T-

Definice 2.7.3.
Minimadlni GLM, ktery oznacime GLM,;,, spliuje ndsledujici podminky

(1) Minimdlni model je zobecnény linedrni model se stejnim typem rozdélent jako zkoumany

GLM model.
(2) Minimdlni model a zkoumany maji stejnou linkovact funkci.

(8) Pocet parametri minimdlniho modelu je roven 1, mazximdlné vérohodny odhad parametru
Bin J€ skaldr Bin.

POZNAMKA 2.7.4.
Pro minimalni model, kde X = (1,...,1)", lze snadno ové&rit, Ze

iYi 1=1,...,n.
i=1

Maximalni model tedy slouzi jako ukazatel pnejlepsit regrese a minimélni model naopak
jako ukazatel pnejhorsifs regrese pii daném rozdéleni a dané linkovaci funkci. Zkoumany model

se bude nachazet nékde mezi témito extrémy a ve srovnani s nimi budeme ocenovat vhodnost
modelu.

S|

Hming = Y =

Definice 2.7.5.

Meéjme zobecnény linedrni model s matici planu X« a vektorem nezndmych parametri 3.
Submodel, ktery oznacime G LMy, spliuje ndsledujici podminky

(1) Submodel je zobecnény linedrni model se stejnym typem rozdélent jako zkoumany G LM
model.

(2) Submodel a zkoumanij model maji stejnou linkovact funkci.

(3) Vektor nezndamych parametri B, € Rla matice plainu Q,x,, pro kterou plati

anq = XnXmeXq-
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Aby G LMy, byl submodelem modelu GLM, musi kazdy sloupec matice Q patiit do obalu
sloupctt matice X. To bude splnéno pravé tehdy, bude-li Q typu

an = XnXmeX .
q q

Je tfeba si uvédomit, ze GLMj,, je specialnim pfipadem modelu GLM. Plati-li tudiz pro
ndhodny vybér Y model GLM;,,, plati pro Y také model GLM.
Model GLM vybirame tak bohaty, abychom si mohli byt jisti, Ze popisuje dobfe chovani Y.
Néasledné bychom ovsem chtéli védét, zda lze pouzit jednodussi model GLMj,,. Muzeme
usuzovat takto, plati-li GLMgy, pak rozsifeni na G LM neptinese podstatné zmény a vektory
ﬁ a Bsub by se nemély podstatné lisit. Na druhé strané, budou-li 6 a ﬁsub prili§ odlisné, svedel
to proti moznosti redukce GLM na GLMg,,.

2.7.2 DEVIACE

Definice 2.7.6.
Méjme modely GLM a GLM,,... Necht ndhodny vybér Y se 7idi modelem GLM,,q.

Skdlovou deviaci modelu GLM (scaled deviance) rozumime statistiku
D=2 l*(//B\mam7Y) - l*(EJY> ’

kde Bmax, B jsou odpovidajici mazimdalné vérohodné odhady.

Lemma 2.7.7.
Necht je ddn model GLM a ndhodnyj vybér Y se 7idi timto modelem. Ddle necht

(i) existuji druhé parcidlni derivace hustoty f(y;3) podle sloZek (3,

(ii) plati E ( Mz@(;ﬁ)) =0 (i,j=1,...,m)
(iii) a existuje E 1*(3;Y).
Pak asymptoticky lze statistiku
Dy =2 |I"(B;Y) = I"(8;Y)
aproximovat kvadratickou formou
=(B-0)"1.(8)(B - B)

a rozdélent statistiky D,, lze aprozimovat rozdélenim x*(m), pricemz B je mazimdIné véro-
hodnyj odhad parametru (3.

DUKAZ. Aproximujme funkci [*(3;Y) Taylorovym rozvojem druhého fadu v bodé maximalné
vérohodného odhadu 3
* %/ A - /A 1 -~ 1D o~
FBY)~T(BY) +(8-8) UaB)+5(8-8)" U, (B)(B - B),

—— ~——
=0 —=Jn(B)



2.7. OVEROVANI VHODNOSTI MODELU 65

kde U; je skoérovy vektor.
Protoze odhad B je maximalné vérohodny, pak plati

~

U.(8) =0.
Diky podmince (i) matice U* (3) konverguje skoro jisté k Fisherové informacni matici —J,,(3).
Déle protoze maximélné vérohodny odhad B konverguje podle véty 1.4.23 skoro jisté k 3,
nahradime pii n — oo matici U* (8) matici —J,(3), tedy

~

2[1'(B:Y) ~ (YY) | = Wo = (8- B)"J.(8)(8 - B),

¢imz je dokazano prvni tvrzeni lemma.
Dale podle véty 1.4.23 ma statistika W, & x%(m), proto plati druh4 ¢ast lemma. O

Véta 2.7.8.
Mejme modely GLM a GLM,,,,. Necht ndahodny vgbér Y se 7idi modelem GLM,,q,. Ddle
necht

(i) existugi druhé parcidlni derivace hustoty f(y; Bae) Podle sloZek B,,..,

fi . (Y3Braz)
mHme<”mﬂ@g$) ):0 (i,j=1,...,n)

(iii) a existuje E (8,00 Y)-

Plati-li hypotéza, Ze model GLM je vhodny, pak asymptoticky lze rozdéleni skdalové deviace
modelu GLM aprozimovat rozdélenim x*(n —m), tj.

D A ’(n—m)|

DUKAZ. Rozlozme skilovou deviaci D modelu GLM na tii slozky

D=2 l*(//B\mam7Y) - l*(ﬁmam7Y)] —2 [l*(ﬁuY) - l*(/B7Y)] _'_? [l*(ﬁmaqu) - l*(ﬁ7Y>]7

>
v~
~\~ v~ ~0

Dmaxéxz(n) — viz.lemma 2.7.7 Dmréx2(m) — viz.lemma 2.7.7

Za predpokladu, ze model GLM je vhodny, bude hodnota tietiho ¢lenu kladné konstanta blizka
nule.
Parametr 3 modelu GLM je podvektorem 3,,..., proto existuje matice C,,«,,, m < n takova

v

ze

B=C"Bu a h(C) = m.

Vektor CTﬁmax je linearni transformaci vektoru Bmax, ktery ma asymptoticky normalni rozdéleni:
Bmax fé Nn (ﬁmax? Jn(ﬁmam)_l)7 pI‘OtO také CTﬁmax fé Nm(CTﬁma:m CTJn (Bmax)_lc) . POdle

=V

lemma 2.7.7

~ ~ A

Dmaﬂc ~ Wm(w = (Bmax - /Bmam)TJn(ﬁmax)(/Bmam - ﬁmax) ~ X2(n)
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a také pro D,, plati (vyjadiime-li vektor @ pomoci 3,,,.)

Dm R~ Wm = (Bmax - Bmaz)TCECTJn(/Bmax)_IC) _iCT(Bmax - /Bma:c)

V‘:1

X (m)

nebot hodnost matice h (C*J,(8,,,.) 'C) = m. TakZe asympoticky lze aproximovat gkalovou
deviaci D rozdilem dvou kvadratickych forem

D =Dyap — Dy =
(Bmam - ﬁmax)T <Jn(/6mam) - C (CTJn(ﬁmax)_lc)_l CT) (//B\mam - /Bmam)'

(. J/

~G>0
Matice G je pozitivné definitni, nebot
G=J,-C(C"J;'C)"'C" =
T
(L-c(E30crt) g (L-c(C'5le)'cy) >0
~—

>0 = J,=BBT

Plati-li hypotéza, ze model GLM je vhodny, pak podle véty 2.9 v knize Seber, G.A.F: Linearni
regresn{ analyza, str. 45, Ize rozdéleni deviace modelu GLM aproximovat rozdélenim x?(n — m).O
POZNAMKA 2.7.9.

Skélovou deviaci D lze uzit k testovani hypotézy o vhodnosti modelu GLM. Jestlize plati

D > X%—a(n - m)v

pak povazujeme model GLM za nevhodny.

Véta 2.7.10.
Mejme zdkladni model GLM s B3 € R™ a jeho submodel GLMgy s B, € RY, pricemz q <
m < n. Ddle necht nahodny vybér Y se 7idi modelem GLM a plati

(i) existugi druhé parcidlni derivace hustoty f(y;3) podle sloZek (3,

T5,6,¥8)

(iii) a existuje E 1*(3;Y).

Plati-li hypotéza, Ze submodel GLMgy, je vhodny, pak asymptoticky lze rozdélent statis-

tiky AD = Dy, — D aprozimovat rozdélenim x*(m —q), tj. |AD = Dy — D < 2(m —q)|

DUKAZ. Statistiku AD je moZno rozepsat takto
AD =2 [1'(Bs Y) = B V)| = 2 [ (Bt Y) = (B Y)| =
2 [l*(B;Y) - l*(Bsub;Y)] =
2[1B:Y) = 1 (B:Y)] =2 [1(Bui Y) = (B V)| +2 [0 (B, Y) = I'(Bowi Y))

— — ~\~
~\~ ~\~ ~0
~

A A
Di~x2(m) Dg~x2(q)
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Za ptedpokladu, ze je submodel GLM,,;, vhodny, bude hodnota posledniho ¢lenu kladné kon-
stanta blizk4 nule. Podobné jak v dikazu predchozi véty, 1ze prvni dva vyrazy aproximovat jako
rozdil dvou kvadratickych forem

AD ~(B - 8)"3.(8)(B - 8) — (B—B)"C(C"I,(8)"'C)" C"(B-B) =
(B-B)" (1.(8) - C(C"1.(B)C) ' C") (B~ B)

pricemz B,,, je podvektorem B3 a proto existuje matice C,,x, takova, ze B C"3. Zbytek
diikazu je analogicky s predchozim diikazem. O
POZNAMKA 2.7.11.
Statistiky AD se uziva pri porovnani dvou modelt, ptri¢emz jeden je submodelem druhého.
Definujme diagonalni matici C, na jejiz hlavni diagonale budou nuly a jednicky, t;j.
cii € {0,1}. Pocet jednicek na hlavni diagonéle je roven ¢islu ¢ = Tr(C) < m. Predpok-
ladame, ze zakladni model s vektorem nezndmych parametri, ktery tentokrat oznacime 3,
dobte popisuje chovani ndhodného vybéru.
Uvazujme hypotézu

sub —

Hy:B= /Bsub = CT/BI

a alternativni hypotézu odpovidajici zakladnimu modelu

Test hypotézy Hy vici Hy provedeme s vyuzitim statistiky AD. Ma-li statistika AD hodnotu

AD > X%—a(m - Q)a

pak povazujeme submodel za nevhodny a pro popis chovani sledovaného nédhodného
vybéru pouzijeme model zakladni. V opa¢ném piipadé jsou oba dva modely dobré a vybereme
jednodussi model odpovidajici Hy.

Je nutné zduraznit, Ze pojem pdobre popisuje chovani nahodného vijbéruk je zde pouzit pouze
relativné z divodu srovnani dvou modeli, kdy je tfeba zjistit, zda obecnéjsi model je vyrazné
lepsi, ¢i jsou oba modely priblizné srovnatelné. Neznamené jesté, kdyz prijmeme hypotézu Hy,
ze jsou oba modely pro dana data (absolutné) dobré, ale napiiklad jen to, Ze jsou oba stejné
Spatné.

Proto pfi praktickych tlohach se voli matice planu obecnéjstho modelu se vSemi poten-
cionélnimi vysvétlujicimi veli¢inami a pfedpoklada se, Ze tento model popisuje data dobfe.
Nésleduje odstranovani jednotlivych vysvétlujicich veli¢in a testovani, zda vznikly jednodussi

vvvvvv

ladni.

ODHAD RUSIVEHO PARAMETRU ¢ POMOCI MOMENTOVE METODY

Méjme nédhodny vybér Y,, = (Y7,...,Y,)" z rozdéleni exponenciélniho typu, ktery se ¥idi GLM
modelem Predpokladejme, Ze pro hustotu exponencialniho typu plati:

kde w; > 0 jsou znamé apriorni vahy a ¢ > 0 je nezndmy rusivy parametr, ktery se téz
nazyva Skalovym ¢i rozptylovym parametrem.
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Pak skalovou deviaci mizeme vyjadrit takto

(D=2 1B Y) ~I'(B:Y)]

~ ~ ~

n Wi [nei,max - V(Hi,mam)] Wi [}/;02 - W(éz)]
=2 +d(Y, ) — —d(Y;, )
P ¢ ¢
1. - - - -
= 52 Z Wi [K(ei,mam - ‘9@) - ’Y(ei,mam) + 7(‘9@)]
i=1
1
—| =D*
¢
a D* nazveme neSkalovanou deviaci (unscaled deviance). Protoze plati
1 * A 2 1 *
D=-D" ~ x*(n—m) = ED =—-ED*~n—m,
¢ ¢
nebot stfedni hodnota u x? je rovna poctu stupiii volnosti, pak
. D*
¢p+ =

n—m |

POZNAMKA 2.7.12.
Dalsi casto pouzivanou mirou vhodnosti modelu je tzv. zobecnéna Pearsonova statistika

~ (Yi— ) a
X2 — ( 2 2 2 2 .
2 G X (n—m)

a proto dalsim momentovym odhadem zaloZzenym na této statistice je

X2

n—m |

Px2 =

Ptrehled rozptylovych parametri a neskdlovanych deviaci pro rozdéleni exponencialniho typu je
dén v nésledujici tabulce.

Rozdéleni ¢ | D*

Normaln{ rozdéleni | o2 f:l(YZ — f1;)?

Poissonovo rozdéleni | 1 2_2 Ylln% —(Y; - /:LZ):|
Binomické rozdeleni | 1 |2 é Vil &+ (o — Y In 2]
Gamma rozdéleni 112 zn: Y;” ln%]




2.7. OVEROVANI VHODNOSTI MODELU 69
ANALYZA REZIDUI

Analyza rezidui nam poskytuje nenahraditelnou informaci o vhodnosti pouzitého modelu a
nelze ji opomijet, i kdyz analyza deviace ukazuje na vhodnost modelu.

Teprve zde se ¢astokrat zjisti, zZe vychozi predpoklad o rozdéleni nahodnych chyb ¢i tvaru
linkovaci funkce nebyl spravny.

Analyza rezidui mize odhalit body, jejichz reziduum je vyrazné odlisné od ostatnich po-
zorovani, coz mize byt zpusobeno neobvyklou zavislosti mezi vysvétlovanou a vysvétlujicimi

Kdyz se v grafu rezidui objevi urcita zavislost rezidui na fitované hodnoté ¢i vysvétlujicich
veli¢inach nebo tieba s rostouci odhadnutou (fitovanou) hodnotou roste variabilita rezidui, pak
je nutné cely model pirehodnotit a pripadné jej zacit vytvaret od zacatku.

Uvedme nejznaméjsi typy rezidui pouzivanych v GLM

(a) Standardizovana rezidua (linear): téz Pearsonova

r Yi—

T — |
V(Mi)

Nevyhodou téchto rezidui je fakt, Ze pro nenormalni rozdéleni jsou zna¢né zeSikmené.

(b) Standardizovana transformovana rezidua (transformed linear)

’ Dy(Y;)

Diivodem zavedeni transformovaci je snaha, aby transformovana rezidua méla rozdélent,
které se co nejvice blizi norméalnimu.

(1) Anscombova rezidua jsou zaloZena na transformaci typu
dp
= [
Vi (p)
jejiz snahou je, aby transformovana rezidua méla nulovou Sikmost.

(2) Rezidua stabilizujici rozptyl jsou zaloZena na transformaci typu
dp
gs(p) = / i O
Va(p)

a cilem je, aby u transformovanych rezidui rozptyl nebyl funkci stfedni hodnoty, ale
konstantni.
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Priklady standardizovanych transformovanych rezidui
Rozdéleni Anscombova stabilizujici rozptyl
(Y ) = [ty 4773 (1)~ % @Ri—1) /6ms in /2 in /7
Bi 1 E>_ (ra)+7, ° (1—7;)~ 3 (27;—1)/6n; arcsin 4 | 2t —arcsin V/7i;
inomické - T - _
7Tz'6 (1—#;)6 /n; 1/(2y/m3)
2 2 _1 1 1
YZS—<H{°’—H2 3/9> vZ_p2
. . u[.
Poissonovo . i
2,8 3
0
1 1
(Yi/e)3—|af —p; */9 .
Gamma — neuvazujeme
f; 5/3

kde pro binomické rozdéleni: 7; = fi;/n; a t(u) = [

(c) Deviaéni rezidua (deviance residual)

pricemz

r? = sign(Vi = ju)V/d;

o s73(1—s) 3ds

n

D = 20" (bas Y) — (b5 Y)] = 3 d.

i=1

70

Jeste lepsi vlastnosti maji tzv. korigovana devia¢ni rezidua (bias-adjusted deviance

residual)

kde

AP = sign(Y; — ﬂz)\/gz + p3(j1) /6,

ps(p) = E

(%)
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2.8 TABULKY ROZDELENI EXPONENCIALNIHO TYPU

2.8.1 Tabulka rozdéleni exponencialniho typu

Priklady rozdéleni exponencialniho typu
Kanonicka Rozptylova
Rozdéleni link-funkce funkce Vi(¢) = wg
EY; = p | 0; =ni = g(p:) v(6:) V(i) ¢ Wi
Y ~ N (i, 2—2) i i %922 1 o’ Wi
Y; ~ Bi(n;, m;) N In m“flm niln(1+e%) | p <1_Z_Z) 1 1
n;Y; ~ Bi(n;, ;) T In 1’_‘;12 In(1+e%) i (1 —pa;) 1 n;
Y; ~ Po(u;) L In p; b L 1 1
Y; ~ Ex(u;) i — —In(-0;) 7 1] 1
Y ~ G(a, 3;) af3; —i —1In(-6;) w2 1 1
2.8.2 Tabulka riznych spojovacich funkci
Rozdéleni link-funkce ni = g(1s) =g~ (n;) g—ZZ
Normalni, Gama identity Lbi i 1
Exponencialni log In p4; e i
Poissonovo power e ealnm aps™!
logit In — f—luz m% M(n’zi_m)
Binomické probit o1 (&) n;®(n;) ‘{1—27@% (thl(%))Q
complement.log-log | In <— In (1 —Z—z)) n; (1 — e‘eni) m
log-log —In (— In <Z—Z>) nie ¢ " - hf(%)

kde @71 je kvantilova funkce standardizovaného normélnfho rozdéleni.
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KLASICKY REGRESNI MODEL A GLM

ZNACENI
Stfedni hodnoty jednotlivych pozorovani EY;, =y, (i=1,...,n)
Hodnoty regresora jednotlivych pozorovani x! = (2;1,...,%im) (i=1,...,n)
Vektor pozorovanych hodnot Y = (y1,...,yn)"
Vektory neznamych parametric (¢ < m < n)
/8 = /Gm = (ﬁla e aﬁqaﬁq-‘rh .o 'aﬁm)’r; /Gmaz = (ﬁla e 7ﬁqaﬁq+la e aﬁm7ﬁm+la e ’ﬁn)T
—_— —— ——
B, B B, By Brm
X7 T ot Tim
Matice planu z hodnot regresort X = : =
Xz Tnl Tnm
A B
Submodely (XTX) 1= h(X*™X)=m; h(V)=m — q; h(A)=¢q
BT V
MODEL
EY; = p; =x; B EY;=p;i  mi=g(w)=xiB  pi=g "(n)
Yi ~ N(xi8, 02) Yi ~ Leap(7'(0) = 97 (7 B), vi(9)7" (6:))
~—
EY; DYi EY; DY;
[ ODHADY [

Metoda nejmensSich ¢tverci Iterativni vaZena metoda nejm. ¢étverct (max.vér.odh.)

B=b,=(X"X) ' X"Y 37 2% - (xtwx) ' xTwzD
7(s—1) — (Zfs—l)"

~(s—1)

s—1 s—1 ~(s—1 P
Zy Oy ZE Y =gl (g - ) e

ey

? dpg
e N e ()
1 dps 2 ,
w; = By (dm) ;o W =diag{ws,...,w,}
bmam = (bla .. -7bn)T = (yla e ayn)T
[ VYBEROVA ROZDELENI odhadu b, [
by ~ N (8,0 (X™X) ") b ~ Nou(8,3;)
=L (bm—B,,)" X" X (b —B,,) ~ x*(m) (b, = B,,) " In(br, — B,,) A x2(m)  Waldova statistika
[ VYBEROVA ROZDELENTI skilové deviace D = 2[l(byaz;y) — [(bym; y)] [
D~ x*(n —m) DA x(n—m)
Normalni rozdéleni Poissonovo rozdéleni: D=25" [ylln% — (y; — [Ll)}
=1 '
DL 3" (yimitg) 2= SSE— (rmm), Binomické rosdelont D2 = Lo int —
= Yi—fli) =22 — inomické rozdé&leni > yzlnﬂ_ + (ni—yi) In Py
=1 i=1 z 7 7
Gamma rozdéleni D=2a ) {”L—;’ﬂ - ln%}
i=1 ‘ ‘
SUBMODELY

: /6: (ﬁla- .. aﬁq)T pI‘Oti : B:(ﬂlv'- '76q76q+13' .. aﬁm)T
nebo :(Bgt1s -, Bm)T =0 proti S (Bgt1s -, Bm)T #O

F~ F(m—q,n—m) AD 2 x*(m — q)

F = e Pin—g V™ 'Pmg AD = Dyp—D = 2[l(b; y)—1(bg; y)]
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2.9 ANALYZA DEVIACE

Analyza deviace je obdobou analyzy rozptylu u klasickych linearnich regresnich modeli.
Uziva se k uréeni vlivu kategorickych proménnych ¢i faktortd na stfedni hodnotu nahod-
ného vektoru. Pritom se uvazuje pouze aditivni pusobeni faktort (ne interakce).

Kazdy z modelu (submodelii) odpovida ur¢itému uspofadani pokusu a predpokladanému
vlivu faktorti na stfedni hodnoty pozorovanych nahodnych veli¢in.

V analyze rozptylu jsou jednotlivé modely srovnévany pomoci sou¢tu Ctverci, nebot je-
jich parametry jsou odhadovany metodou nejmensich ¢tverci. Ze stejného divodu je devi-
ace kritériem vhodnosti zobecnéného linedrnitho modelu. Metoda maximalni vérohodnosti
totiz odpovida hledani minima deviace modelu.

P1i analyze deviace pouzivame zobecnény linearni model, ve kterém vysvétlujici proménné
jsou tzv. dummy, fiktivni, latentni proménné, tj. vektory tvorené nulami a jednickami.

2.9.1 Jednoduché tridéni

Nejjednodussi formou analyzy deviace je analyza pfi jednoduchém t¥idéni - jednofaktorovy
komplex. V tomto piipadé zkoumame vliv jednoho faktoru na vysledky pokusu tak, ze sledu-
jeme vysledky pokusu pifi nékolika variantach (drovnich) tohoto faktoru. Naméfené hodnoty
roztiidime do skupin podle varianty (arovné) faktoru.

Necht nahodny vektor Y, = (Y3,...,Y,)" se fidi zobecnénym linearnim modelem s linko-
vaci funkei @ a uvazujme vliv jednoho faktoru .

Preindexujeme
Yi,....Y, na Yik, jg=1,...,1 I ... pocet urovni faktoru A
€1y---4En ik, k=1,...,n; n;...pocet pfipadt j-té trovné.

Predpokladejme, ze uvniti trovni tvori nahodné veli¢iny nadhodny vybér, tj. ze

EYj == EYj,, = uj pro g=1,...,1.
P1i jednoduchém tiidéni testujeme hypotézu

Ho:pp=-=p

proti alternativé, Ze ne vSechny stfedni hodnoty jsou si rovny.

Jinymi slovy hypotéza tika, ze Y, = (Yi,...,Y,)" tvofi jeden ndhodny vybér, alternativa
znamena, ze taz pozorovani predstavuji obecné I ndhodnych vybért ligicich se stfedni hodnotou.
To odpovida situaci, kdy pozorovani byla pofizena za [ ruznych podminek, jejichz vliv, pokud
existuje, se da vyjadrit aditivni zménou stifedni hodnoty.

Pokud hypotézu zamitneme, povazujeme vliv zkoumaného faktoru za vyznamny, v opacném
piipadé za bezvyznamny.
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K testovani nulové hypotézy je mozné pouzit rtuzné formulace zakladniho modelu, ktery
vzdy pak srovnavame ze submodelem

GLMgyu = i = g(EYjk) = p j=1,...,1 k=1,...,n,.
Vyjdéme z tohoto zédkladniho modelu
GLM, :nj, = g(EY) = p+ o j=1...,1 k=1,...,n,.

Matice planu ma v tomto pfipadé tvar

1 1 0 «+- «ov vve «oo 0
1 . . .
110 - - - -0
1 01 0 0
1 :
1010 -~ - -0
X = 1 00 --- 0 1 0 (2.8)
1 : : :
100 .- --- 0 1 0
1 00 0 1
1 : : : : : :
1 00 - «++ «-- 0 1

V tomto pripadé matice planu X neni plné hodnosti (prvni sloupec je souctem vsech
ostatnich). Rikéme, Ze model je PREPARAMETRIZOVAN (tzv. "overparameterized model").
Nezbyva nez pridat dalsi reparametriza¢ni podminku a podle toho, jakou podminku pridédme,
dojdeme k nésledujicim variantam

(1) Nejjednodussi variantou je pridani vedlejsi podminky w=0 |
V tomto pripadé predstavuji parametry vlivy arovni faktoru A a z matice X,
vynechame prvni sloupec. Pak

Wy o Wi, 0 e e S ()
0 - 0 wy - W, 0 N
X"W =
0 o+ cor e e 0 wrgg ot Wrgm,, 0 -+ 0
[0 I 0 Wwry e Wiy,
ni ny
J, = X"WX = diag{> wi,..., Y wp}
k=1 =
ni nr T
XTWZ = <Z wikZigs - Y wlszk>
k=1 k=1
a odtud

np o (s) 7T ny , (s)

~(s+1) 0 n 0 (8) () np () )\
B = (af L alt) o (st 2t i
k=1 Wik k=1 Wik
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kde

s ~(s) s) (s
79 = B 4 r0g0

](k) =Y — Ngk)

nj (8) r7(s)
s _ ~(s) 1 { A(s _ k1 Wi 2,
n =g I(X}kﬁ )zg 1(@“)2 g 1(—] ’ )
Zk lwyk

(2) Dalsi variantou je polozit

[@=0]

V tomto pripadé predstavuje parametr ucinek prvni urovné faktoru A a (j =
2,...,1) zastupuje rozdil mezi i¢inkem prvni a j-té trovné faktoru A. Matici planu
X dostaneme vynechanim druhého sloupce v matici X,.

wll .« .. wlnl w21 .« .. w2n2 .« .. .. .. wIl . e wI’rLI
0 -+ 0 wy - W, 0 ()
X*"W = :
0 - o e oo 0 wi_gq v Wi_gm,, 0 - 0
O cer e e e 0 Wrp - Wi,

S ki Wik Doy wak e e Yol wi

dopoiWar Dot wy 0 e 0
J,=X"WX = : 0 : : :
: : ST 0
>kl Wik 0 e 00 3L wn
1 ny T
SRS PI)IITHD STAAS 3 wmzm>
j=1 k=1 k=1

Pokud systém rovnic X"WX3 = X"™WZ rozepiSeme, dostaneme

szwjk+a2zw2k+ +a12w1k—Zijk

Jj=1 k=1 j=1 k=1
T T nj
,LLZw]k—FOéijjk—Zw]kZ]k Jj=2, v
k=1 k=1 k=1

Pokud od prvni rovnice odecteme ostatni, dokazeme vypocitat

ni
D s wieZuk
p=
D ke Wik

a odtud po dosazeni do ostatnich rovnic

j ni
Dok WikZik D pe1 Wik Dk 9 7
L] an J =4 ... 1.
Zk:l Wik k=1 Wik

Oéj:
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Pak
4wg<:n$m)?1$$[ Lz
Zk 1w1k) Zk 1w2k Zk 1w1k
)
ZI:1 wﬁ) Zk 17~U1k
kde
s ~(s) s) (s
Zj('k) _ 5;‘ + 7ﬂ(k)qj(k)
) = Vel
'S 7 )
s - 3" —1 (30 ~1(~(s) 4 Als - ket Wik Zj
k=1 Wik

(3) Dalsi moznou variantou je dodateéna podminka

I
E:O‘jzo = Qp = —Qp — " —Qp_1

(tzv. "o -restricted” kddovani) s vektorem neznamych parametri

,6 = (,U,Ozl, c. .,a[_l)T

a s matici planu

1 1 0 0

1 0 0

X — 0 0 1
0 0 1

-1 - ...

1 —1 «vv oo —1

UkéZeme nyni, ze v tomto piipadé predstavuje parametr obecnou stiredni hodnotu
(je prostym prumérem jednotlivych trovni) a parametry predstavuji efekty
jednotlivych drovni faktoru A.

wll o .. wlnl w21 o .. w2n2 o .. DR o oe e w[l .. wITLI
Wiy cc Wi, 0 oo 0 0 e 0 —wp o — Wi,
0 -+ 0 Wy - W, 0 e 0 —wp o — Wi,
X'"W =
0

0 .. .« .. . e .« .. O wI—l,l . e wI—17n171 _wjl . e _w_[n[



2.9. ANALYZA DEVIACE 7

nr—1

n1 nr
Zzwyk Zwlk_zwlk Zwl lk_zwlk
j=1k=1 k=1 k=1
ni nr ni nr nr
Yowik — Y, Wiy Dowi+ D> wie Y wy Zwlk
k=1 k=1 k=1 o k=1 k=1 k=1
X"WX = : S wi
k=1

nr
Z wiy,
nr—1 nr—

ny ny
Zwl lk_zwlk Zwlk Zwlk Zwl 1k+2wlk
k=1 k=1

nr_1 T

X'"WZ = Z Z Wik Z ik, Z w1 Z1k — Z Wik Zik, - - Z Wik L1-1k — ZwIkZIk

7=1 k=1
Pokud systém rovnic X"WX3 = X"WZ rozepiSeme, mame

nr—i
,UE E Wik + o E wlk_E Wr targ E wr— 1k_§ Wy | =
7j=1 k=1
I nj
=>_ D wiZs
7j=1 k=1

aproj=1,...,1—1
nj nr nr nj nr nr
E wjk—g Wik —|-041£ wrg + -+ Q E wjk+§ WL —l—"'—l—a]_lg Wi =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
nj nr
= E wijjk - E Wik L1k
k=1 k=1

Jestlize od prvni rovnice odec¢teme ostatni, dostaneme

I ny nr—1
Iz E w]k—E wlk_"'_g wi—1k+( —1) g Wk
=1 k=1
:Zzil Wik
ni nr ni nr
ay Wik — W — E wyy — (L —1) E wrg | +
=1 =1 k=1 k=1
nr-1 ny nr-1 nr
ar—q Wr—1k — E Wik — E wr—1p— (I —1) E wr | =
k=1 k=1 k=1 k=1
I ny nr—1
= wjpZ k_g Wig L1k — - — E Wiy pLr—1+( —1) E Wik L1k,
=1 k=1

n
Zkil Wik 21k
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tedy
I nr
]Zwlk H-op == Q- | = ]ZwIkZIk
k=1 _ k=1
=y
a odtud
Zk 1wIkZIk
oy =
Dkl Wik
Pro j=1,...,1 —1 muzeme pak psat

78

(Zw]k—2w1k> —|—Oéj Zwﬂ’erwa’f o1+ - —|—Oé[ 1 Zw]kZJk—Zmelk

a po jednoduchych upravach dostaneme

ar

Oéj:

szzl Wik

nj
D ki WikZjk

Protoze
Do Wik Zug

Zk:l Wik

0:a1+ -+ ar =

ihned mame

— ke

Zk 1 Wik

Zk \WikZik

(Ek | Wik Z Zk 1wIkZIk>
u= + - .
Zk 1 Wik Zk 1 Wik
Pak
e |1 ( - 3}2}? 2w 5732}2)) Lz 4
f Zk 1w1k >kl 1wlk N [ wﬁ) )
:[L(S) _ags
T
) 52’Z§Z’ - (5)
T =i
Zk 1w1k |
4
I—1
) _ 3B | (5) (5) (s) _ (s)
ij - ﬁj + Tk 4k a Tik = Yir — g
s ’\(3
4
nj (8) r7(s)
1 { ~(s (s _ ki1 Wik Zik
gl(u()+a§)):gl< 17y ])
. Zk lek
) (s (s R N - nr w(S)Z(S)
g—1<u(s)_ag)_..._a§_)l> —g! <,u(s) +a§)> —lg 1( k_n11 Ik(s)lk
k=1 Wik

\
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(4) Jinou variantou je dodateéna podminka

I
m nr—1
anﬂjzo = QA = ——Qp — -+ — —QJ_q
. nr nr
7j=1
s vektorem neznamych parametri
,6 = (ILL, Ay ey a]_l)T
a s matici planu
1 1 0 0
1 0 0
0 0 1
X —
0 0 1
ni nr—
S ong o
nr—
Lo

79

Ukazeme nyni, ze v tomto pripadé predstavuje parametr obecnou stiedni hodnotu
(je vazenym prumeérem jednotlivych trovni) a parametry predstavuji efekty

jednotlivych trovni faktoru A.

X"W =
w11 Win; W21 W2nq
w11 wlnl O 0
0 O w21 w2n2
0 0 wr—
X"™WX =
1"y n1 ny, ™I
X wik > wig — ,T} > wrk
j=1k=1 k=1 k=1
ny e I ny n2 nI
wik — ﬁ > wrk  wik + Wrk
k=1 k=1 = 7 k=1
nin nI
i22 > wrk
T k=1
"I—-1 0 nin nr
> wroik — flll Z Wrk lnI LS wr
k=1 k=1 k=1
I nj
XTWZ E Wi k, E wlkZlk —

wr1
ny
0 —n—ijl
n2
0 —n—ijl
0
ny_1
1,1 Wr—-1nr_1 — ny wr1
nr—1
> owyr_
k=1
nr
nin2
D
n nr—1
T L O T
T k=1 k=1
nr—1
ny

nr
E Wik Ly - - - E Wr—1 kL1
k=1

ning_1
— Z Wk

ny_, U
1kt = 2wk
T k=1

Win;

Win;

nr_—

nr

—1
2 wrg

nr
nr =

1,k —

nI

ny
> wrg
k=1

nr—

1,k —

Z Wik L1
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Pokud systém rovnic X"WX3 = X"WZ rozepiSeme, mame

nr—i nr

nr-1 o
1 wyk"_al wlk__ wlk o w[ Lk = T wr | =
j=1 k=1 o
n;
= E wij]k
j=1 k=1
aproj =1 I—1
na
J ,n/j2 nr
E wjk__g Wrk +Oé1 w1k+ + E wglmLF wrg | o+
k= k=1 I k=1

Jestlize od prvni rovnice, vynasobené vyrazem n?, ode¢teme ostatni, které jsou také vyna-
soben¢ vyrazem n?, dostaneme

n;j nr—1

I
M n%Z k—nIZwlk—~-~—nIZw1 1k+n1(n1+ +nr_q Zwlk

k=1

[y

.

J

—"1 Zk 1 Wik

3
=

Qaq n wlk_nlnlg wlk_njg wy —ny(ny+--+ng_q) E Wrg

k=1
nr—i nr—1i nr
2
a1 | ny Wr_1k — Np_1Mg E wlk_n] g Wiy — n—1(m+--+ni_q) g W | =
k=1 k=1 k=1 k=1
1 nj nr—1
2
=ng Wikl — E Wiglig — " — E Wik lr—1k | +
j=1 k=1 k=1 k=1

J

Vv
2 T
n? >l wiZrg

ny

+nr(ni+---+nr_q) Z Wik L1k,

k=1
tedy
ny nr
(n1+...+nI)Zwlk nlu:nlal —_ . _nI—laI—E = (n1+---+n1)nIZWIkZIk
1 e k=1
a odtud
Zk 1wIkZIk

oy =

Zk 1 Wik




2.9. ANALYZA DEVIACE

Pro j =1,...,I — 1 miZeme pak psat (pokud rovnice vynasobime vyrazem n?)
nj nr nj ny
nr (n[ Z Wi, — Ny Z w1k> +ajn§ ijk + n; Z Wrk £n1a1 +---+ n]_la]_ll =
k=1 k=1 k=1 k=1 :_‘n’lal

j ny
2 Z Z
=ny wijjk —nin; Wik L1k
k=1 k=1
a po jednoduchych upravach dostaneme

> ohir WikZj
EZJ:1 Wik

Oéj:

Protoze

2211w1k21k+ - Zk Wik Z

D ket Wik LS wn

0=nmog+- - +nrar=mn —u(n1+-~-+n1),

ihned mame

Z Z
n SRk nlwm k.4, oLy n[U)]k Ik
IU _ Zk 1 Wik Zk 1 Wik
Pak
Sk wikZay, Sl wnZn
ni_k..._'_n*i ni (8) (S)
S+ LS w ! Soply wik k=1 Wik Zlk A~ (s)
_— bl )
/rl/ PR ’rL
N 1+ g T _ Zk 1w1k
=0(s)
1% _als)
T
nr (8) (s)
ket Wik 2y, A (s)
O
k=1 Wik ,
_agé)l
(s) (S) (s) _ (s)
jk_ﬁ +jk ik a i = Yik = My

s ~(s)
uﬁk) = ( ykﬁ ):

nr (8 7 ()

—1{ ~(s) ™M g6 —1( ~(s) A(S) -1 k=1 Wik Z}k .
g = pp =g (,u + ) g h=l TR R jg=1
D s 1wIk
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Zavérem je tieba zdtraznit, Ze odhady nezndmych parametri
i), @™, a®

jednotlivych modeli sice zavisi na vybéru vedlejsich reparametriza¢nich podminek
(a maji jinou interpretaci), ale odhady stfednich hodnot zavislé proménné, t;.

EYp =Yy =il (G=1....I; k=1,...,n))

nezavisi na vybéru vedlejsich podminek, coz jsme také demonstrovali.

2.9.2 Dvojné tridéni

Model dvojného tiidéni odpovidé usporadani experimentu, v némz se sleduje vliv dvou faktori
A, B. Kazdy z faktorti se miize vyskytovat na nékolika trovnich. Kombinace trovni j, k urcuje
tzv. podtiidu s nj; pozorovanimi nahodnych veli¢in Y, 7 =1,...,I; j=1,...,J. Vyjdéme z
tohoto zakladntho modelu

kde je obecnéa stiedni hodnota
efekt j-té urovné faktoru

efekt k-té trovnd faktoru

(af);i| interakce mezi j-tou Grovni faktoru |A|a k-tou trovni faktoru

Vysledky se obvykle zapisuji do tabulky, v niz fadky odpovidaji irovnim faktoru A a sloupce
turovnim faktoru B.

Matice planu odpovidajicimu uvedenému modelu neméa plnou hodnost. Aby mély normalni
rovnice jediné feseni, kladou se opét na nezndmé parametry dalsi podminky, které dohromady
s norméalnimi rovnicemi vytvori soustavu, jejiz feSeni je urceno jednoznacné.

Submodely uvazované k modelu dvojného t¥idéni odpovidaji hypotézam o nulovost efektu
faktoru A nebo faktoru B nebo interakei

HAZ Oélz"':Oq:O

HAB: (Oéﬁ)]k:() ]E{l,,[} k’e{].,,J}
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Zatim jsme blize nespecifikovali index ¢. Uvazujme proto nasledujici dva modely, které zavisi
na vyskytu interakci mezi faktory A a B:

Kriizové faktory (Crossed Factors)

Priklad: provadi se testovani dvou lékt ve tfech nemocnicich, pricemz kazdy 1ék se testuje
v v8ech nemocnicich.

Nemocnice | Ny | No | Ny | M [ N | Ny

Pozorovani Yiia Yo11 Y311 Yi2n Yoo Y321

Hiearchické faktory (Nested Factors)

Priklad: provadi se testovani dvou léki v Sesti nemocnicich, pficemz prvni lék se testuje
v prvni az tfeti nemocnici a druhy lék ve zbyvajicich nemocnicich.

Nemocnice Ny ‘ Ny ‘ N3 Ny ‘ N5 ‘ Ng

Pozorovani Yig | Yoou | Yaia || Yaou | Ysou | Yeou

2.10 ANALYZA KOVARIANCE
P1i analyze kovariance se uplatiuji tyto proménné:

1. jeden ¢ nékolik faktort , pri¢emz stejné jako v analyze (deviace) rozptylu jde o

nominalni nebo alternativni proménné;

2. jedna vysvétlovana ¢i zavisla proménné , na niz je pii analyze soustifedéna pozornost
v tom smyslu, Ze chceme prokézat jejich zavislost na faktoru ¢i faktorech;

3. jedna nebo vice doprovodnych proménnych (také kontrolovanych proménnych) M,
které zahrnujeme do modelu a poc¢itame s nimi zejména proto, abychom zavislost vysvét-
lované proménné na faktorech ocistili od jejich vlivu.

Jako priklad si uvedeme jednoduchy model s jednim faktorem a s jednou doprovodnou
proménnou

GLM, :nji, = g(EYj,) = p+ vz + o j=1,....,1 k=1,...,n,.

a pridejme vedlejsi podminku:
o] = 0l
Vektor nezndmych parametri je

T

ﬁ:(,uf%a%“-aal)



2.10. ANALYZA KOVARIANCE

a matice planu ma v tomto ptipadé tvar

1 T11 0

1

1z 0 o0 ---

1 T21 1 0

1 :

l x2n2 l Q o
X = T

1 0

1

1 : 0 - -

1 I 0 -

1

1 LIng 0

0 1
0 1
e 0

0

(a») |o “ee

o .-

= o

1

84

Tento model odpovida situaci, kdy ndhodny vybér se rozpada podle trovni faktoru A na [

nahodnych vybért, ve kterych regresni pfimka (vzhledem k linearnimu prediktoru n;;) ma

e stile stejnou smérnici (tj. pfimky jsou rovnobézné) a

e rizné tseky [y, p+ay,...,p+ag)

P1i jednoduchém tiidéni testujeme hypotézu

H()Ialz"':a[:o

proti alternative, Ze ne v8echny tiseky regresni piimky jsou si rovny a zékladni model srovnavame

ze submodelem

GLMsub1 ‘Mik = g<E}/;k> =p+ VLK

j=1,...

A

k=1,...

Chceme-li otestovat vliv doprovodné proménné muzeme testovat dalsi submodely

G LMy, = njx = g(Eij) =+

jzl,...,[ k::1,,n]

,nj.

Pokud ovSem neni splnéna podminka, Ze v kazdém nahodném vybéru ma regresni piimka

T

GLM, : njp = g(EYj) = p+ via, + o

a pridejme vedlejsi podminky:
o] = 01

Vektor nezndmych parametri je

B =m0,

7aI)

T
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a matice planu ma v tomto ptipadé tvar

1 4 [ o N 0 NP |
] : . . : .. . . L
1l zy 0 - >~ 0 0 - -0 -0 -0
1 0 Tro1 O 0O 1 O 0
1 : : : :
1 0 =z, O --- 0 1 0 -~ -~ --- 0
X = .

1 0 0O 0 - 0 1 0
1

1 0 : : 0 : 0 0 - -0 1 0
1 0 0O xp 0 - .- 01
1 : : : : : : : : : : :
1 0 T (I e | R A VI |

Tento model pak odpovida situaci, kdy ndhodny vybér se rozpada podle trovni faktoru A na [
nahodnych vybért, ve kterych regresni pfimka (vzhledem k linearnimu prediktoru n;;) ma

e rizné smérnice [, ..., 77| (tj. pfimky nejjsou rovnobézné) a

e rizné tseky [y, p+ay,...,p+ag)

P1i jednoduchém tiidéni testujeme hypotézu
H()Ialz"':a[:o

proti alternative, Ze ne v8echny tiseky regresni piimky jsou si rovny a zékladni model srovnavame
ze submodelem

GLMgup, = njk = 9(EYjr) = o+ vk j=1,....,1 k=1,...,n,.

Pokud bychom chtéli vyloucit vliv faktorii nejen na tseky, ale i na smérnice, tj. popirame i vliv
doprovodné proménné, miizeme zakladni model srovnat s modelem

GLM, i - mj = g(EYj) = 1 j=1,...,1 k=1,...,n,.

Pokud chceme testovat pouze vliv doprovodné promeénné, muzeme zéakladni model srovnat
s modelem

GLMgup, = mji = 9(EYji) = p+ j=1,....,1 k=1,...,n,.
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2.11 Typy dat

Diive nez zacneme ¢lenit GLM modely podle toho, jaké rozdéleni mé zéavisle proménna Y,
nejprve se obecné zamysleme nad typem proménnych (at uz zavisle & nezavisle proménnych),
a to z hlediska vztaht mezi dvéma hodnotami.

(1) Nominalni proménna je takova, o jejiz dvou hodnotach muzeme pouze fici, zda jsou stejné
¢i ruzné (8kola, fakulta, obor, krevni skupiny: A, B, O, A/B). Hodnotami mohou byt texty
(pismena), piipadné i ¢iselné kody.

(2) Ordinalni (poradova), u jejiz dvou hodnot muZzeme navic ur¢it poradi (trovein spoko-
jenosti, vzdélani). Jako hodnoty lze pouzit text, datum, ¢islo.

(3) Intervalova (rozdilova) proménna je takova, pro jejiz dvé hodnoty muzeme navic (k moznos-
tem ordinalni proménné) vypocitat, o kolik je jedna hodnota vétsi (resp. mensi) nez druhéa
(mési¢ni piijem domécnosti, pocet déti v roding). Hodnotami jsou tedy ¢isla.

(4) Pomeérova (podilova) proménna je ta, pro jejiz dvé hodnoty muzeme navic (k moznostem
intervalové proménné) vypocitat, kolikrat je jedna hodnota vétsi (resp. mensi) nez druhé,
tzn. jedna se pouze o kladné hodnoty (pocet ¢leni doméacnosti).

Nomindalni a ordindlng proménné jsou souhrnné oznacovany jako kvalitativni; intervalové a
pomérové proménné jsou souhrnné oznacovany jako kvantitativni.
Kvantitativni proménné muzeme podle jiného hlediska délit na

(a) Diskrétni, které nabyvaji pouze celo¢iselnych obmén (pocet valci automobilu), a

(b) Spojité, jez mohou nabyvat libovolnych hodnot z uréitého intervalu (vék respondenta,
cena vyrobku, ro¢ni piijem domécnosti).

Nomandlni, ordindlni a kvantitativni diskrétni proménné mizeme souhrnné oznacit jako
kategorialni (obmény téchto proménnych nazyvame kategoriemi). Podle jiného hlediska je
muzeme délit na

(i) dichotomické (alternativni, binarni), které nabyvaji pouze dvou kategorii (ekonomicky
aktivni a neaktivni, kurak a nekuiak), a

(ii) polytomické (mnozné), jez nabyvaji vice nez dvou kategorii (rodinny stav, obor).

| Ordinalni| | Intervalovi | | Pomérova |

[Rvantitativad]
T~

Spojita

Kategorialni

AN

| Dichotomické | |Polytomické

Proménné urcitého typu muzeme prevadét, napt.

nominalni polytomické

kvantit‘z}t’ivni ordinalng I (mladeZ, seniofi, ostatni)
spojita (vekova kategorie)
vkova ke ri ; —
(vek) & e dichotomicka

(mladsi, starsi)
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2.12 ALTERNATIVNI A BINOMICKA DATA

2.12.1 Uvod

Predpokladejme, ze sledovana ndhodna veli¢ina U; (i = 1,..., N) nabyva pouze dvou hodnot 0
a 1, tj. ma alternativni rozdéleni:

™ u=1
: i1 =) u=0,1
Ui~ A(m) |~ fuu)|= P(U;=u) =< 1—m u:():{gl( i) ;Linak

0 jinak

Predpokladejme, zZe ndhodna velicina U; zavisi na m veli¢indch x;q, ..., xy,, tzv. kovariaty.
Data muzeme mit zadana riznym zptusobem:

e jednotliva pozorovani :

hodnoty kovariat ‘ pozorované binarni veli¢iny

Lily ey Tim ‘ Ui

e skupinové, tj. pro kazdou kombinaci kovariat zname absolutni ¢etnosti tspécht | Y

a celkovy pocet pokusi , tedy mame k dispozici binomicka data

n; ] "\ (1 — )Y =0,1,...,n
Y}:ZUZ'NBZ(nj,ﬂ'j)ny(y):P(Y}:y):{ (()y) j( ]) Yy j

— jinak

kde
j=1...,n N=n+-4+n,

a data miizeme zapsat formou tabulky

hodnota kovariat ‘ pocet uspéchii ‘ pocet pokusii

Tj1y--y Tjm ‘ }/; ‘ n;

e skupinové, tj. pro kazdou kombinaci kovaridt méme relativni etnost tspéchii| Z;, =

a celkovy pocet pokusii

Y. 1 nj nJ ﬂf_ijyl_ﬂ.'nj—njy yzO,i_,...,l
Z= Y LS vt = g =g = { ST
J =1

U

jinak

kde
j=1...,mn N=n+--4+n,

Data lze zapsat do tabulky

kovariaty ‘ relativni Gispésnost ‘ pocet pokusi

_ Y
[L’jl,...,l’jm‘ ZJ_E ‘ n;
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e pro nominalni ¢ ordinalni kovariaty muzeme data psat do tzv. kontingencénich
tabulek. Uvazujme jednoduchy piiklad:

kovariaty U=0|U-=
=1 29=1 ni10 n111
To=2| nip n121

T =2 |29=1 na10 n211
To =2 || nap N2

V dalsim se soustfedme na relativni ¢etnosti uspéchi

Y;
Zi _ — |
n;
Hlavnim dkolem statistické analyzy je pak nalézt vztah mezi Z;, (tj.1Y;) a x;1,. .., Tim, t].
funkeci
T, = W(Xi) = 7T(.CL’Z'1, e ,l’im) .

Protoze chceme pouzit GLM modely, modelujeme pravdépodobnosti 7; pomoci linkovacich
funkei

g(m) =X,

Nejjednodussim modelem je linearni model

T =X, 3]

Avsak tento model méa rfadu nevyhod, pfedevsim je tfeba zajistit, aby x] 3 nabyvala hodnot
mezi 0 a 1, tedy je tieba pridat néjaké dodatecné podminky.
Proto, abychom tuto podminku dodrzeli, vyuzijeme néjakou distribué¢ni funkci

Fo= [ goas g@zo [ o=

s odpovidajici hustotou f(s), ktera se v tomto piipadé nazyvé toleranéni funkce (tolerancéni
distribuce).
Nyni si ukdzeme nékolik modelt, které vyuzivaji rizné toleran¢ni distribuce.

2.12.2 Modely davka-odpovéd

Typickym prikladem téchto modeli je vztah mezi davkou toxické latky a odezvy (kladna-
preziti, zaporné-smrt) jedince na tuto davku. Odezvy byvaji obvykle udavany jako procenta
kladné odezvy (quantal responses).

SYMETRICKE MODELY

Jestlize uvazujeme toleranéni distribuci jako rovnomérné spojitou na néjakém intervalu

(a,b), t]

fo(s) ~ Rs(a,b) f(g):{ i 5 € (a.b)

jinak
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pak

r —a

mo(x) = Fy(z) = /w f(s)ds = T, PO € (a,b)

a tento model je lineArnim modelem

r—a . a 1
Wo(x):b_a:ﬂlﬂLﬂﬂ t). ﬂl:_b—a 52:m>0 tedy

s identickou linkovaci funkei

go(m) = 7|

V praxi tento model vSak nema prilisné uplatnéni.

f(s)ORs(a,b) 1(x) ORs(a,b)

U(b-a) |

051

E (at+b)/2 b a (ath)/2 b

Obrazek 2.6: Rovnomérné rozdéleni na (a, b).

f(s)IN(,0?) 1(x) ON(,6%)

0.5

" "
Obrazek 2.7: Normélni rozdéleni N(u,c?).

Dalsi moznosti je vzit normalni hustotu jako toleran¢ni funkci. Pripomenme, Ze stfedni
hodnota, medidn i modus je roven parametru p a rozptyl parametru o2 > 0. V tomto piipadé

mluvime o tzv. PROBITOVEM MODELU:

m@) =) = [ feis= [ e as o (5

kde ® je distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni. Pak tzv. probitovou
linkovaci funkci je kvantilova funkce normélniho rozdéleni

pr) =07 (@) =L =B+ x|t Si=—f hH=1>0 tedy|[f >0]

Hodnota medidnu « = u se nazyva medianova smrtici davka (median lethal dose - LD50) a
odpovida davce, pri které polovina jedinci mé kladnou a polovina zapornou odezvu.
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f(s) T(X)

Obrazek 2.8: Logistické rozdéleni.

Jinym velmi podobnym modelem je tzv. LOGISTICKY MODEL, kde toleranéni funkce
je hustota logistického rozdéleni (se stfedni hodnotou, medidnem i modusem p a rozptylem
T o? = 3.289902 = (1.81380)?)

§) — 1 exp(S;”) _1 oxp(—%”)
P8 = o a2 = o)
takze
. . * 1 oxp(S;M) 5 — exp(w;M) _ 1
ma(w) = Bale) = /_w () = Tren (2] ~ Tren(-52)

s tzv. logit linkovaci funkci

go(m) =log ({5) = ZE =+ for| . =L F=1>0 tedy[B>0]

Obrazek 2.9: Srovnani probitového a logistického (- - -) modelu pfi stejnych parametrech u a
o. Nazorné je vidét, ze logisticky model méa vétsi rozptyl a tézsi konce.

ASYMETRICKE (EXTREMALNIi) MODELY

Pokud za toleran¢ni funkci zvolime Log-Weibullovo rozdéleni (eztreme-minimal-value dis-
tribution) se stfedni hodnot
ve tvaru

fa(s) = 5 exp (58) exp [—exp (54)]

pak

m3(x) = Fy(x) :/w 5 exp (2F) exp [—exp (*2#)] ds =1~ exp [~ exp (%7)]

—00
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s tzv. komplementarni log-log linkovaci funkci

gs(m) = log[—log(1 — )] = £ = By + By | t. Si=—% Fo=2>0 tedy[s >0]

Pak stfedni hodnota = 4t —vyo = u — 0.577210 kde ~ =0.57721 je tzv.
median = p + olog(log2) = u — 0.366510 Euler-Mascheroniho
modus = p konstanta.

rozptyl = %202 = 1.64490% = (1.28250)%,

f(s) T(X)

i i
Obrazek 2.10: Log-Weibullovo rozdéleni.

Pokud jako toleran¢ni funkeci zvolime zobecnéné Gumbelovo rozdéleni (extreme-miazimal-
value distribution) ve tvaru

fals) = 5 exp (=258) exp [—exp (—234)]

dostaneme

xT

mile) = Fie) = [ Lewp [~ —exp (~252)]ds = exp [~ exp (~52)]

—00

s tzv. log-log linkovaci funkci

ga(m) = —log[—log(m)] = L4 = B + Box| . Bi=—L B=21>0 tedy| >0

Pak stfedni hodnota = p 4+ yo = p+ 0.577210 kde ~ =0.57721 je tzv.
median = p — olog(log2) = u + 0.366510 Euler-Mascheroniho
modus = p konstanta.

rozptyl = %202 = 1.64490? = (1.28250)2,

f(s) T(X)

0.5

n i

Obrazek 2.11: Zobecnéné Gumbelovo rozdéleni.
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POZNAMKA 2.12.1.
Pokud nahodné veli¢ina U ma rozdéleni rovnomérné spojité na intervalu (0, 1), tj.

U ~ Rs(a,b),
pak nahodné veli¢ina
X =p+olog (%) mé logistické rozdéleni s hustotou fa(x) ,
X = p+olog(—log(l—U)) Log-Weibullovo rozdéleni s hustotou f3(x),
X = p—olog(—log(U)) Gumbelovo rozdéleni s hustotou fy(z).

Té&chto vztahu se vyuziva pii generovani pseudonahodnych ¢isel ptislusnych rozdéleni.

2.12.3 Logisticka regrese

Protoze se v.GLM modelech pro binarni a binomick4 data nejcastéji pouziva logit linkovaci
funkce
g2(m) = log (%),

budeme se proto podrobnéji vénovat interpretaci vysledki, které nabizi logistické regrese.

Predpokladejme, Ze zavisle proménna | Y | je dichotomicka (binarni) proménné, ktera nabyva
hodnoty jedna, pokud sledovany jev nastal, v opa¢ném piipadé je rovna nule.

Protoze jde o regresni model, bude nas zajimat vztah pravdépodobnosti tispéchu ¢i netspéchu
k hodnotam vysvétlujicich proménnych x = (z1, ..., z,,)", tedy budeme zkoumat pravdépodob-
nosti

) P (co) !
PY =1|z1,...,2) = 7(x) = 1+ exp{n(x)} 1+exp{-—n(x)}

_ 1 __exp{-n(x)}
1+exp{n(x)} 14 exp{-n(x)}

Predpokladejme, Ze linearni prediktor je roven
nx) =G +pB'x

a ukazeme, ze absolutni ¢len méa smysl uvadét samostatné.
V&imnéme si nejprve, Ze podil

P(Y =0]|z1,...,zy) =1 —7(x)

_PY =1z, 1) w(x) .
odds(x) = PY =0ty z) 1= () = exp(f + B'x)

mé bezprostiedni interpretaci. Porovnava pravdépodobnost jednicky (tj. vyskyt sledovaného
jevu pii danych hodnotach kovairat) a nuly (nevyskyt sledovaného jevu pii danych hodnotach
kovairat).

Anglickému oznaceni odds odpovida ¢eské oznaceni Sance. Hodnota Sance neni shora
ohranic¢ena, zdola vsak nulou. Pokud zlogaritmujeme Sanci, dostaneme logit, ktery nabyva
hodnot od minus do plus nekonecna.

Nyni budeme predpoklddat, Ze mame jedinou kovaridtu [z], kterd je také dichotomicka,
takze nabyva dvou riznych hodnot, které mizeme bez jmy na obecnosti oznacit jako 0 a 1.

V tom piipadé jde o kategorialni proménnou, nebo-li z je umeéla proménné k dvouhodno-
tovému faktoru.
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Za téchto podminek je Sance pro x = 0 rovna

odds(0) = exp(f),
takze parametr 3, je roven logitu pravdépodobnosti vyskytu sledovaného jevu v bodé z = 0.

Pro x = 1 dostaneme
odds(1) = exp(Bo + (1)-
Pomér Sanci (nebo také kiiZzovy pomér, anglicky odds ratio) pro dichotomickéa z je pak roven

_ odds(1)
Of = odds(0)

= exp(f),

takze parametr 3; je roven logaritmu poméru Sanci. Odtud tedy dostavame, ze pokud pravdépodob-
nost sledovaného jevu nezavisi na hodnoté proménné x, je pomér Sanci roven jedné, takze plati

B =0.

I v pripadé, ze vysvétlujici proménna je spojitd, ma zajimavou interpretaci predevsim
parametr (3, nebot

odds(z +1) exp{fo+ Bi(z+1)}
odds(z) —  exp{Bo+ Bz}

takze parametr 3; vypovida o zméné vztazené k jednotkovému piirtstku nezavisle proménné
x, tentokrat je to zména logaritmu poméru Sanci.

= eXP{ﬂlL

2.12.4 PRIKLADY

Uvedme nyni 4 aplikace pro binomickéa data.
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Generalized linear model:Beetle Mortality (Binomial distr.)

Link Function g(m=log(mv/(1-m)

165 17 175 18 1.85 19
y=exp(-61.05+34.461x)

Link Function g(m)=®"(r)

165 17 175 18 1.85 19
y=(-35.127+19.838x)

link function g(m=log(-log(1-m))

165 17 175 18 1.85 19
y=1-exp(-exp(-40.647+22.656x))

Pearson Residuals Pearson Residuals

Pearson Residuals

-2}

-3}

-4

Normal Probability Plot

-2 -1 0 1 2 3 4
Standard Normal Deviate

Normal Probability Plot

-5

-2 -1 0 1 2 3 4
Standard Normal Deviate

Normal Probability Plot

-2 -1 0 1 2 3 4
Standard Normal Deviate

Obrazek 2.12: Beetle mortality data (Annette J. Dobson).
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Generalized linear model: CORONARY HEART DISEASE DATA (Binomial distr.)

Link Function g(m)=log(1v/(1-m) Normal Probability Plot

3
1t ®eo o000 o
2 + - g
7
3 -
3! i
9]
0] M
x o
c
()
(7]
T -1 M
[J)
Q _*
_2 - ~
0§ 60060 000 0 O . 1 -
. . . . 3 . . . . . . .
20 30 40 50 60 70 -4 3 2 - 0 1 2 3 4
y=exp(-5.3095+0.11092x) Standard Normal Deviate
. . -1 .
Link Function g(rm)=® (1) Normal Probability Plot
T T T T 3 T T T T T T
1t ®Weo o000 o + -
2 Ve
7
08f L _
B 1 4+
06f ]
> x o
04f <
9]
@ 11
02t e +
7
_2 _
0§ 60060 00 © © . 1 -
. . . . 3 . . . . . . .
20 30 40 50 60 70 -4 3 2 - 0 1 2 3 4
y=d(-3.1457+0.065804x) Standard Normal Deviate
link function g(m)=log(-log(1-m) Normal Probability Plot
T T T T 3 T T T T T
1t e o000 o P
%) 2 t o g
08f 2 P
= ++
i=l
06} 0
> x o
04} 5
2 "
s
02} & -
ot Phdhs
09 60060 00 © © ° 1 -
. . . . 3 . . . . . . .
20 30 40 50 60 70 -4 3 2 - 0 1 2 3 4
y=1-exp(-exp(-4.2488+0.079176x)) Standard Normal Deviate

Obrazek 2.13: Coronary heart disease data (Hosmer and Lemeshow, 2000).
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Generalized lin.model:Skin Cancer in Texas and Minnesota (Binom.distr.)

- _a-l
g(m=log(1v(1-) g(m=® “(m
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Obrézek 2.14: Skin Cancer in Texas and Minnesota.



2.12. ALTERNATIVNI A BINOMICKA DATA

Pearson Residuals

Pearson Residuals

9

Generalized linear model:Aboriginal Deaths in Custody (Binomial distr.)
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Obrazek 2.15: Aboriginal Deaths in Custody.

Pearson Residuals

Pearson Residuals
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2.13 MODELY PRO ORDINALNI DATA

M¢jme tedy zavisle proménnou , kterd je ordinalni s | k | kategoriemi. MiiZeme ptredpokladat,
ze existuje latentni (skrytd) spojita proménna a ze manifestni (pozorovatelna) ordinéalni
proménné Y vznika diskretizaci proménné Z do k usporadanych kategorii (skupin). Hodnoty
na proménné Z, které definuji kategorie, jsou odhadovany pomoci prahu 6, ...,0 1.

V tomto pfipadé nepracujeme s pravdépodobnostmi

k
m=PY=j) (=L...k Y m=1
j=1

ale s kumulovanymi pravdépodobnostmi

u=PY<j) (G=1....k=-1) wm=1.

Paralelni modely. Jestlize prahova hodnota 6; (j = 1,...,k—1) zavisi pouze na tom, o jakou
kategorii zavisle proménné Y jde, nikoliv vS8ak na hodnotach nezavisle proménnych, tj. re-
gresoru x = (x1,...,x,)", aregresni koeficienty 8 = (1, ..., Bm)" jsou stejné pro viechny

kategorie, pak dostaneme nejjednodussi, paralelni model.

V tomto piikladé predpokladejme, Ze latentni proménnou Z lze pomoci regresorii

x = (x1,...,2,)" vyjadiit ve tvaru | Z = B"x +¢|, kde ¢ ma jedno z nasledujicich
:L'2
F(z)= [T, A7 = () normélni rozdélenf
Fz)=(1+e™) ' = TR logistické rozdéleni
rozdéleni s distribuéni funkci
F(z) =1 — exp[—exp(u)] Log-Weibullovo rozdéleni
F(z) = exp|— exp(—u)] Gumbelovo rozdéleni

které jsou ve standardizovanm tvaru vzdy s nulovou stifedni hodnotou.

Polozime-li prahové hodnoty 6y = —oo a 0, = oo, pak pomoci prahovych veli¢in
Oy < 0, <---<b,_1 <0, mizeme definovat

Y =7, pokud 0,1 <Z <6 j=1,... k.

Za téchto okolnosti hned ukazeme, Ze se lépe pracuje s kumulovanymi pravdépodobnostmi,
J J
BE)=PY <j)=) PY=1)=> mx) (G=L...,k=1) %=1,

i=1 i=1

nebot

(%) | = P(Y <j) = P(Z < 0;) = P(Z3"x < 0;0"x) = P(e < 0;3"x) = | F(6; - §"x)

7Tj<X) = P(Hj_l < Z< 9]) = P(Hj_l—ﬂTX < Z < Hy—ﬁTx) = F(Hj—ﬂTx) — F(Hj_l—ﬂTx) .

Za této situace lze kumulované pravdépodobnosti |v;(x) | obecné vyjadiit takto

%(%) = g7 (n;(x)) = hni(x)),  kde |m(x)=6,-B'x| j=1,... k-1
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Za g volime nékterou z linkovacich funkei, takze dostavame

1;(%) = g1(7;(x)) = @71 (7;(x)) (j=1,...,k—1) probitovy model (2.9)
1:(x) = g2(7;(x)) = log (13(;2()) (j=1,...,k—1) logisticky model (2.10)
nj(x) = g3(7j(x)) = log[—log(1—~,(x))] (j=1,...,k—1) komplementarni log-log model
(2.11)
nj(x) = ga(7;(x)) = —log[—log(;(x))]  (j=1,...,k—1) log-log model (2.12)

Nezndmé parametry ¢ < 0y < --- < 6,4 se také nazyvaji délicimi body (cutoff points,
thresholds).

Nejcastéji se pouziva druhy model s logistickou linkovaci funkci. Pokud si situace zada
rozliSeni, pouziva se v pripadé binarni proménné misto nazvu logistickd regrese termin
bindrni logistickd regrese a v pripadé ordinalni proménné ordindglni logistickd regrese.

Ordinélni logisticky model se také nazyva model s proporcionalni Sanci (proportional-
odds model), protoze podil sanci

v5(x2) /(1 = 7;(x1))
Yj(x2)/(1 = v;(x2)

:eXp{_ﬁT(Xl_x2>} pro leaak_l

nezavisi na vybéru kategorie .

Na nasledujicim obrazku se budeme snazit ilustrovat, jak se s ménicimi hodnotami regre-
sortt X = (z1,...,%y,)" méni hodnoty m(x),. .., m(x) a tim i hodnoty

2. kategorie
8,=0

1. kategorie

x=0 x=1 X=2 Xx=3 X=4

Hustoty latentni proménné Z pii riznych hodnotach x v pripadé logistického rozdéleni.



2.14. MODELY PRO NOMINALNI DATA 100

Druhym nejpouzivanéjsim modelem je model s komplementarni log-log linkovaci
funkci, ktery je znadmy také pod nézvem proportional hazard model

ORDINALNI KOMPLEMENTARNI LOG-LOG MODEL

4. kategorie
S0 (3

2. kategorie | ma(0)

8,=-0.5 m2(3)

1. kategorie
m(3) m(4)

x=0 x=1 xX=2 Xx=3 X=4

Hustoty latentni proménné Z pii riznych hodnotach x v pripadé Log-Weibullova rozdéleni.

Neparalelni modely. Pokud prahové hodnoty 6; (7 = 1,...,k — 1) budou zaviset i na hod-
notéach regresori x = (xy, ..., )", pak dostaneme neparalelni model, ktery je tvaru

(%) =g (n;(x)) = h(n;(x)),  kde ni(x)=0;-8;x| j=1,....k—1

2.14 MODELY PRO NOMINALNI DATA

Méjme zavisle proménnou , ktera je nominalni s kategoriemi. Na rozdil od ordinalniho
modelu budeme pracovat s pravdépodobnostmi
. ) k
;=P =j) (j=1,...,k) doiymi=1

Jj=1

- . .. . ) L. k—1
Jednu kategorii je nutno zvolit za referenc¢ni, napt. posledni, ktera je rovna [m, =1 — ) =1 T |

Protoze jde o regresni modely, bude nés zajimat vztah téchto pravdépodobnosti k hodnotam
regresort (kovariat) x = (z1,...,2,)":

mi(x) = g7 (;(x)) = h(n;(x)),  kde |m(x)=8ix| j=1,.... k-1

Za g volime nékterou z linkovacich funkci, takze dostavame

nj(x) = g1(mj(x)) = CI)_l(Wj(X)) (7=1,...,k—1) probitovy model (2.13)

0;(x) = ga(1;(x)) = log (;_f;g’gc)) (j=1,...,k—1) logisticky model (2.14)
nj(x) = g3(mj(x)) = log[—log(1—m;(x))] (j=1,...,k—1) komplementéarni log-log model (2.15)
nj(x) = ga(mj(x)) = —log[—log(m;(x))] (j=1,...,k—1) log-log model (2.16)

Opét nejcastéji se pouziva logisticky model a tato regrese se nazyva multinomickou logi-
stickou regresi.
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2.15 POISSONOVSKA A MULTINOMICKA DATA
2.15.1 POISSONOVSKA DATA

Celociselna data 1ze modelovat pomoci diskrétnich rozdéleni. V predchozi sekci jsme se zabyvali
alternativnimi a binomickymi daty. Nyni soustfedme pozornost na poissonovska data.
Predpokladejme, ze ndhodny vybér rozsahu n je z Poissonova rozdéleni, tj

y!

AVe—Hi
ae = )\ >0 =0,1,2,...
Yi~ Po(\) ~ fy(y) = P(Y;=y) = { 0 jinak ’

pricemz
EY, = DY, = \,.
POZNAMKA 2.15.1.
Poznamenejme, ze rozdélenim | Po(\) |1ze dobfe aproximovat binomické rozdéleni | Bi(n, 1)

za podminek, ze

| n—>00 A 70 A nr=X\<o0

)

obvykle se doporucuje n > 30 a m < 0.1.

POZNAMKA 2.15.2.
Dale se timto rozdélenim 7idi ndhodna veli¢ina, kterou je poc€et vyskytu sledovaného jevu
v ur¢itém céasovém intervalu délky t (nebo pocet vyskytu sledovaného jevu na plose ve-
likosti ¢ apod.)

Jestlize jsou splnény nasledujici podminky

a) jev muZze nastat v kterémkoliv ¢asovém okamziku,

b) pocet vyskyti jevu béhem ¢asového intervalu zavisi jen na jeho délce a ne na jeho pocatku
ani na tom, kolikrat jev nastoupil pred jeho pocatkem,

c¢) pravdépodobnost, Ze jev nastoupi vice nez jednou v intervalu délky ¢, konverguje k nule
rychleji nez ¢,

d) je stfedni hodnota poctu vyskytid jevu za ¢asovou jednotku

pak uvedena nahodna veli¢ina méa rozdéleni | Po(t\) |.

Néhodnou veli¢inou, ktera mé Poissonovo rozdéleni, je tedy napf.

e pocet vadnych vyrobku ve velké sérii, jestlize pravdépodobnost vyrobeni vadného vyrobku
je velmi mala

pocet tézkych dopravnich trazi za den v ur¢itém mésté

pocet zédkaznikli v prodejné béhem néjakého ¢asového intervalu

pocet ¢astic v jednotce plochy nebo objemu, napt. pocet ¢astic v zorném poli mikroskopu

pocet telefonnich volani v ¢asovém intervalu ¢

pocet létavic pozorovanych béhem intervalu délky ¢
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Predpokladejme opét, ze ndhodnéa veli¢ina Y; zavisi na m veli¢inach x;q, ..., ;y,, (tzv. kovar-
iaty) a ukolem bude najit vztah mezi nimi, tj. hleddme funkci

Ai = )‘(Xi) = )\(%‘1, e >517im) .

Protoze chceme pouzit GLM modely, modelujeme pravdépodobnosti \; pomoci linkovacich
funkei

g(\) =X,

Nejjednodussim modelem je linearni model i =x; 3.

Avsak tento model mé fadu nevyhod, predevsim je tieba zajistit, aby x; 3 nabyvala pouze
kladnych hodnot, nejcastéji se proto voli tyto dvé moznosti

EY; = p; = |\ = exp(x; B) = g1(pi) = mi =|g1(Ni) = log(Ni) |=x; B

a mluvime o tzv. log-linearnich modelech, nebo

EYi=pi=|N= B’ = glw)=mn=[p0)=vVN

|

»
Ly
@

tzv. odmocninovy model (square-root-linear model).
POZNAMKA 2.15.3.

Chceme-li aproximovat binomické rozdéleni | Bi(n;, ;)| (kde n; jsou dostateéné velkd a m;

dostatetné mald) pomoci rozdéleni Poissonova |Y; ~ Po()\; = n;m;)| a pfitom pouZijeme log-

aritmickou linkovaci funkci, méame

Ao =mim = exp(x; 8) = log(Ay) = log(n;) +log(m) = x; 8.
——

tzv. offset

2.15.2 PRIKLADY

Uvedme nyni 2 aplikace pro poissonovska data.
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Generalized linear model: Poisson distr.

link function g(u)=p

16
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12
10
> &
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2l
oL
ol
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
y=7.45+4.94x
link function g()=log(i)
16 T T T T T
[ ]
ol
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
y=exp(1.89+0.67x)
link function g(u)=vu
16 T T T T T
[ ]
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y=(2.64+0.947x)?
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number of AIDS number of AIDS

number of AIDS

AIDS in UK (Dec. 1982 — Nov. 1985): Poisson distr.

20

=
o
T

10 +

link function g(u)=p

20

10 15 20 25 30
y=—2.2+0.457x

link function g()=log()

35

20

10 15 20 25 30
y=exp(0.0397+0.0796Xx)

link function g(u)=vu

35

10 15 20 25 30
y=(0.553+0.0944x)?

35

Deviance Residuals Deviance Residuals

Deviance Residuals
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2.15.3 KONTINGENCNI TABULKY

Méjme néhodny vybér Y =Y, = (Y3,...,Y,)" rozsahu n, pro ktery n = J - K, kde J, K € N*
jsou kladna pfirozena ¢isla, tj. ndhodny vybér lze rozepsat takto

Y=Y,=M,....Y)" " =M1,....Yig, ..., Y5,.. .. Y)".
Predpokladejme, ze ndhodny vybér Y je z Poissonova rozdéleni, tj.
Yji ~ Po(\jk) j=1....J; k=1,....K
s nasledujicimi podminkami

MODEL (1) s tzv. celkovou dodatetnou podminkou

K
N=>"> up N e N,

j=1 k=1

kde y;i, jsou realizace nahodnych velic¢in Y.
Pak sdruzena (nepodminéna) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru Y je rovna

PY(Y)ZP(YM = Y11, V1K =Y1K, -- -, Y11 :yJ1,~~~>YJK:yJK)

Yik —A
)\jike ik

I I 2 oy =012 5 =1 Jik=1.. K,
0 jinak.

Soucet nezéavislych nédhodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim méa opét Poissonovo
rozdéleni, tj.

J K K e A L —0.1.2
Z__ZZZijNPO ()\__:ZZ)\jk) NPZ(Z):{O 2! L2,

jinak.

Nés ov8em zajimé rozdéleni ndhodného vektoru Y za podminky Z = N, (tj. ze soucet
jeho slozek je roven pevné danému kladnému piirozenému ¢islu N) s pravdépodobnostni
funkei py|z —n, kterou lze snadno vypocitat ze vztahu

2O, (V) £0,
0 jinak,

py|z =n(y) = {

kterou s vyuzitim vztahi

6_>\“ — H ﬁ 6_>\jk
j=1 k=1
J K
)\N = )\;3]:1 Zl}le Yik — H H )\yjk

j=1k=1
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lze upravit takto

( ;o Mire Mk
[T Tle=1 255
= AkNelfA ik = pro y]k_0717 7N7 J = 17 7J7
N!
k=1,...
py|z.=N(y) = J K (MJ)M J K o
:N'HH A&jk! ZZWIN
j=1k=1 j=1k=1
[ 0 jinak
a polozime-li
\ J K
ik
F=me opak Y Y me=1
- j=1 k=1
Vidime, Ze rozdéleni nahodného vektoru Y za podminky Z = N je multinomické
s pravdépodobnostni funkei
( J K Yk
j k
N'ngkll ot Pro =01, Ny j=1,.., 05
k=1,..., K,
py|z.=n(y) = J K J K ’
2y =N 3> mr=1
j=1k=1 j=1k=1
0 jinak
tj.
Y|Z:N ~ M?’Z,(N,Wll,...,ﬂlK,...,7TJ1,...,7TJK) s
pricemz

EY;, =N,
DYjx =Nmjp(1 — mjx)
C(Yjk, Yjur) = = Nmjrmjon

POzZNAMKA 2.15.4.

Multinomické rozdéleni popisuje situaci, kdy mame n = J x K neslucitelnych jevi, které
oznacme

(AB)H, Cey (AB)JK

Jednotlivé jevy mohou nastat v kazdém z N nezévislych pokust s pravdépodobnostmi

J K
M1, TJK pricemz E E T = 1.
j=1 k=1

vvvvvv

diskrétnim mnohorozmérnym rozdélenim. Svym vyznamem by se dalo prirovnat k mno-
horozmérnému normalnimu rozdéleni, jemuz se podoba predevsim diky dvéma vlastnos-
tem: podminéna i marginalni rozdéleni jsou opét multinomicka. Realizace nahodnych
veli¢in i teoretické pravdépodobnosti 1ze usporadat do tzv. kontingenéni tabulky:
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Kontingenéni tabulka ¢etnosti Kontingenéni tabulka pravdépodobnosti
faktor faktor B faktor faktor B
A || B | B |- | Bk ) A || Bi | By |-+ | Bk )
Ay yir | Y12 | 0 | Uik Ny, Ay T | T2 | o | MK 1.
Ao yo1 | Yoo | o0 | Yok No, Ao o1 | a2 | +-r | MoK o,
Ay YyJr | Yoo | 0 | YIK Ny. Ay T | T2 | | UK .
L > [N No| - [Ne [N=N.] | ¥ [ma[mo] [mx| n=1]

Cisla N; | a M se nazyvaji marginalni Cetnosti a a jsou marginalni
pravdépodobnosti. Tabulky popisujeme slovné tak, ze fikdme, ze N jednotek bylo klasi-
fikovano podle znaku A do J tiid a podle znaku B do K tfid. V praxi kontingen¢ni tabulka
vzniké tak, ze na danych objektech sledujeme dva znaky (faktory). Vybereme-li ndhodné
N objekti, muzeme vysledky shrnout do kontingenéni tabulky typu J x K.

Nejcastéji se v kontingencich tabulkach || faktor faktor B

testuje hypotéza, Ze A | B [ 12
faktory A a B jsou nezévislé‘ A; e | e | e || T

t]. L > [0 me [---[[1]

J K
ik = m; 7|, takze potom | EYj, = Nm; 7y |, pricemZ E T = E T = 1.
j=1 k=1

MODEL (2) Nékdy se stava, ze nékteré marginalni cetnosti (bud sloupcové nebo radkoveé)
jsou predem pevné stanoveny. Reknéme, Ze jsou fixovany fadkové marginalni ¢etnosti.

Uvazujme proto v tomto pripadé pro kazdy radek j =1,...,J dodate¢nou podminku

K
N.=> yw| N,eNt
k=1

kde y, jsou realizace nahodnych veli¢in Yj;. Ozna¢me novou ndhodnou veli¢inu, ktera je
souc¢tem K nahodnych poissonovskych velic¢in takto

Pak kazdy radek

za podminky
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mé multinomické rozdéleni s pravdépodobnostni funkei

( Kot
Nj,!kljl y;i! pro yx=0,1,....,N;; k=1... K,
- - |
— Zyjk_Nj ]:1, .,J
Py, |z;=N;. (Y) = k=1
K L A
kglﬂjk_kzlr =1 45=1,...,J
0 jinak
Oznacéme nahodny vektor
Z.=(Zy,....75)".

Pak, protoZe jednotlivé radky Y, jsou nezavislé, ndhodny vektor Y za podminky

Z. = (Ni,...,N;)" ma diskrétni rozdéleni s pravdépodobnostni funkei
(J K Yk
[ITNII] -2 pro wyr=0,1,...,N, k=1,... K
j=1 k=1 Y%
S =N =1
Yk = 1Vy J=4-
pY\zT:(Nl,,...,NJ,)T(Y) = = . ’
Wj.:ZTrjk:l ]:1,,J
k=1
0 jinak

\

a toto rozdéleni se nazyva souc¢inové multinomické rozdéleni (product multinomial
distribution), coz budeme znacit

Y|Z, = (Ny,...,N;)* ~ PMn(Ny,..

'7NJ.77T117" .,WJK) y

TR -5 T -

pricemz
EYj, =N;mjk
DY =N (1 — mjx)
C(Yjp, Vi) = — Njmnmjog.

Pak pozorované ¢etnosti jevil lze usporadat do nésledujicich kontingenénich tabulek

Kontingenéni tabulka ¢etnosti
(fixace Fadki)

faktor faktor B
A B ‘ ‘ By 3
Ay Y11 YK Ny,
Ay Y1 | | YIK Ny,
L > [N [Nx|[N=N]

Kontingenéni tabulka pravdép.
(fixace Fadki)

faktor faktor B radk.
A By ‘ ‘ By 3
Ay mT11 mE | m. =1
Ay TJ1 Tk | Ty =1
[ marg [[ my [ |7 [7 =1

a kontingené¢ni tabulka obsahuje v kazdém tadku jiné multinomické rozdéleni.

Poznamenejme, Ze 7j zna¢i marginalni rozdéleni k-tého sloupce a 7 neni souctem

pravdépodobnosti 7, ..., Tk.
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V modelu, kdy fixujeme fadkové soucty, obvykle
chceme testovat, zda mame

‘shodné radkova multinomicka rozdéleni L

coz lze formulovat i tak, ze pravdépodobnost

7k je stejnd v celém sloupci k.

Tato hypotéza se nazyva hypotéza homogenity a
lze ji formulovat takto

109
Fixace radkua
faktor faktor B

A | By, | Z

T 1

Aj Tk 1

: L : 1
[marg [[ - [mp |- [ 1]

Tik = Tks takze potom EYj, = Njmy,

K
, pricemz g T = 1.
k=1

Analogicky model tykajici se fixace sloupci dostaneme, jestlize pro kazdy sloupec

k=1,..., K uvazujeme dodate¢nou podminku

J
N.kzzyjk Nk €N+
j=1

kde y;i, jsou realizace nahodnych velic¢in Yjy.

Vicerozmérné kontingenc¢ni tabulky V mnoha konkrétnich ptripadech nevystacime pouze
s dvourozmérnymi kontingenc¢nimi tabulkami, proto uvazujme vicerozmérné kontingenéni

tabulky, konkrétné napt. t¥irozmérnou kontingencéni tabulku typu J x K x L, tj.

o s J rddky,
e s K sloupci

e s L podtabulkams,

Pokud fixujeme totalni soucet celé tabulky, tj. polozime-li

S

K
j=1 k=1 I=1

N € N,

kde ;i jsou pozorovani cetnosti nahodnych jevi Yj, které maji odpovidajici multi-
nomické rozdélen, pak tfirozmérné kontingencéni tabulky absolutnich a relativnich ¢etnosti

lze psat takto:



2.15. POISSONOVSKA A MULTINOMICKA DATA

Kontingenéni tabulka 1 (¢etnosti)

110

Kontingenéni tabulka 2 (pravdépodobnosti)

Faktory faktor B Faktory faktor B

clAa| B [ B || B[ X |lclA]l B |B || B | X

Ci | At || yinn | y121 yirtl || Nia ||| C1 | A1 || T | mi2a TIK1 1.1
Az || yo11 | Y221 yarc1 || Naa Ao || mo11 | o TIK1 2.1
Ar |l you | yi yik1 || Ny Aj || 1 | T2t TIK1 || 1
Yol Nu | Naa Niki || Na Yol m | man T K1 T.1

Cy | Ay || Y112 | Y122 yire || Nz ||| Co | A1 || 7112 | 7122 TIK?2 T2
Ay Y212 Y222 Y2K2 N2 A 7212 222 T2K?2 2.2
Aj || vz | Y22 yik2 || N2 Ay || T2 | my22 TIK2 || T2
o0l Naz2 | Nag Nka || N2 Yool maz | ma2 T K2 .2

Cr | Ar || yur | yior vikr || Nz ||| Co | Ar || 7L | mi2n TIKL || T1.L
Az || Y211 | Yo2r vorr || No.r Ao || moar | moar TOKL || T2.L
Ay || yor | yi2L yikL || NiL Ay || 7L | 2L TJKL TJ.L
>l Nir | Nor | -+ | Nkr || N1 Yol mar | mor TKL T.L

I[N [ No - [N [ N[ [ [ mo [ [ [ m ]

Podrobné si vSak vSimneme dvou konkrétnich modelu:

MODEL (3) v kazdé podtabulce fixujeme souéty fadkt, tj. pro I-tou podtabulku a j-ty
radek polozme

K
N = Z Ykl
=1

N.

J

1 E€NT

ji=1,...

kde v, jsou realizace ndhodnych veli¢in Yjy,. Pak pozorované cetnosti jevii a jejich teoret-
ické pravdépodobnosti 1ze usporadat do nasledujici kontingenéni tabulky, kde [-ta podtab-
ulka vypada takto

Kontingené¢éni tabulka ¢etnosti

(fixace radki)

Kontingenéni tabulka pravdépodobnosti
(fixace radkii)

Faktory faktor B radkové Faktory faktor B radkové

ClA]| B | B |- ] Bk > C| A | Bi| B |-+ | Bg >

Co | A || viu | Yiu Y1K1 N1 C | A T | T2 Mkl || T =1
Ao || you | Yo Y2K1 Na,y Az To1 | o2l Tkl || moq =1
Ay |l you | s YJKI Ny Ay || mou | Ty Tkl || ma =1
Y. || Nu | No N ki N, marg. || Ty | T T Kl .1
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Cel4 kontingen¢ni tabulka obsahuje K- L multinomickych rozdéleni se sdruzenou pravdépodob-

nostni funkef

pY|Z7‘:(N1A17""N1.L7"'7NJ 15 7NJ L) (y) =

Ujkl
HHNJI'H;Z yjkl:O,l,...,Nj.l kzl,,K
1=
J= K |
Zyjkl:Nj.l jzl,...,J
k=1
= l:17 ’L
K .
Wj.lzzﬂ'jklzl jzl,...,J
k=1
I=1,...,L
0 jinak

V modelu, kdy v kazdé podtabulce fixujeme
radkové soucty, obvykle chceme testovat, zda

mame Fixace radku [-té podtabulku
P . - — —— Faktory faktor B
‘shodna radkova multinomicka rozdéleni L CTA |~ [B] |3
coz lze formulovat i tak, ze pravdépodobnost o | A - 1
: 1
Tjr Vv rdmci podtabulky [ . Tkl ‘

je stejnd v celém sloupci k Ajll s | Tl | 1
Z ... ﬂ-,kl DY 7T..l

Tato hypotéza se nazyva hypotéza homogenity
a lze ji formulovat takto

Tkl = T ki, takze pOtOIIl EY;M = Nj.lﬂ-jkl = Nj.lﬂ-.kl s pfiéemé E E Tkl = 1.
j=1 k=1

MODEL (4) v kazdé  podtabulce fixujeme celkovy  soucet podtabulky,
tj. pro l-tou podtabulku polozme

J K
Zzyjkl N;;eNt  [=1,...,L,

7j=1 k=1

kde y;; jsou realizace nahodnych veli¢in Yjy,. Pak pozorované ¢etnosti jevii lze usporadat
do nasledujici kontingenc¢ni tabulky, kde [-t4 podtabulka vypada takto



Kontingenéni tabulka ¢etnosti
(fixace celkového souctu podtabulky)
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Kontingenéni tabulka pravdépodobnosti
(fixace celkového souctu podtabulky)

Faktory faktor B Faktory faktor B

ClA| B | B |- |B [ X Cl A B | By || Bg >

Cr| A1 || viu | Yiu yirt || Nia Cp | A1 || mu | M T1KI 1.0
Az || You | Y2 yarci || Nau Ag || w1 | T2 oK1 To.0
Ay |l you | you yski || N Ay || mou | T TIKI T
> || Nau | Nao N || N ol mu | T TKl || Ta=1

Kazda kontingenc¢ni tabulka ma své multinomické rozdéleni. Sdruzené pravdépodobnostni

funkce vektoru Y za podminky Z; = (N 1,...

PY|z:=(N.1,...N L)T(Y)

(

[TN

=1

<

Il
—
=

Il
—

Nyni hypotéza homogenity zni

vSechny podtabulky maji stejné

Itinomické rozdéleni.
mutnomt oz - Faktory faktor B
Tuto hypotézu lze formulovat také tak, | C | A [| By |- | Bk >
ze pravdépodobnost Cr | Ay || mu T1KI T
Tk Je stejné A
J || mJu TJKL || T
pro vSechny podtabulky [ S 7w T T o=1

7NL)T

je tvaru

pro Y =0,1,..., N
J K
Yo Yim =Ny
j=1k=1
J K
Ti= >, > Mg =1
j=1k=1
jinak.

k=1,... K
]:]‘7‘ )

I=1,...,L
I=1,...,L

Fixace total-souctu [-té podtabulky

coz lze psat takto

Tkl = T jk.

takze potom

EYj = N mj = N 7.

J K
,  Ppricemz E E ik = L.

j=1 k=1
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2.15.4 LOG-LINEARNI MODELY

Ve vsech predchozich pripadech hypotézy nezavislosti a homogenity vedou k multiplika-
tivnimu modelu, ktery logaritmovanim lze prevést na model linedrni a odtud prameni
vSeobecné zazité pojmenovani LOG-LINEARNI MODELY.

Nyni pro modely (1) az (5) hledejme odpovidajici GLM modely:

(1) Pro model s celkovou dodateé¢nou podminkou lze hypotézu o nezavislosti dvou fak-
tort definovat takto

J K
EYj, = Nrmjmy, |, pric¢emz E =1 a E T = 1.
j=1 k=1

V GLM s log-linearni linkovaci funkci mame |7, = log EYj;, = x5, 8|, tedy

njk =log EY;, =log(Nmjme) = p + o« + [
~— =~ =~

=logN =log ). =logm 1

Pokud bychom neptedpokladali nezavislost faktori A a B, dostaneme maximalni model

njk = log EY;, =log(Nmj,) = p +aj+ 6ki‘ (aﬂ)jli

=log N =log Tk

Vidime, zZe zakladni i maximalni modely jsou pfeparametrizovany. Proto se musi upravit,
napiiklad tak, Zze polozime

ay =0 =0 resp. navic (af);; =0 tzv. metoda horniho rohu
nebo
J K J K
Zaj =1 a Zﬁk =0 resp. navic Z Z(aﬁ)jk = 0.
j=1 k=1 j=1 k=1
Vsimnéme si po¢td parametra pro jednotlivé trovné
I obecna stfedni hodnota 1
Q hlavni efekt J—1
15} hlavni efekt K-1
aft interakce prvniho fadu (J-1)(K—-1)
celkem n=JK

Vidime, ze hypotéza nezavislosti dvou faktorti v kontingenc¢nich tabulkach je ekvivalentni
s hypotézou neexistence interakei v analyze rozptylu (deviace), tj.

Hy: (af)r=0 j=1,....J;, k=1,... K.
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V log-linedrnich modelech jsou obvykle vyrazy vyssich fadi definovany jako odchylky
od vyrazl nizstho fadu. Tak napiiklad v zdkladnim modelu vyraz a; reprezentuje rozdil
efektu radku j od obecné stfedni hodnoty p. Takze model je hiearchicky v tom smyslu,
Ze vyrazy vyssich fada nejsou obsazeny ve vyrazech nizsich radu.

Shriime ptedchozi vysledky

H(] . EY}k = N?Tjk :>7]jk :10gEY;k = W —|—Oéj+ﬂk+ <a6>ﬂi

log N log 7k
Hy: EYj, = Njmp=nn=10gEYjy = p +a;+ B
log N
og log 7

(2) V modelu, kdy fixujeme Ffadkové soucty:

Hy: EYj, = Njmj = njr = log EYj, = p+ o + B + (af) i
—— —

log N;. log 7,
Hy: EYj, = N7y = 1, =log EYj, = p+a; + B
—_——
log Nj. log 7 i

(3) Pro tfirozmérnou kontingenc¢ni tabulku, kdy pro kazdou podtabulku fixujeme souéty radku

Ho: EYjr = Njmjr = i = 1og EYje = i+ a; + v+ (ay); +
log‘],\fﬂ

B+ (aB)je + (B7)r + (B7)jw

'

logwjkl

Hy: EYjr = Njmg = i = 1og EYjw = p+ o + 7+ (ay); +

log N;

Br + (87)m
—_————

log 7 k1

(4) Pro tfirozmérnou kontingen¢éni tabulku, kdy pro kazdou podtabulku fixujeme celkovy
soucet podtabulky

Ho: EYj = Namju = i = log EY i = p+ v+
——

log N ;
0 + B + (@) + (09) & (B9t + (0B

g

log Tkl

Hy: EYj = N.mje. = Njiw = log EYju = p+vi+aj + B, + (a8) i
\,—/ _/

log N log 7.




