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Věta 1. Mějme náhodnou veličinu s normálním rozdělením X ∼ N(µ, σ2) . Dále nechť

a, b ∈ R , b 6= 0 jsou reálné konstanty. Potom náhodná veličina, která je lineární transfor-
mací původní, má opět normální rozdělení, a to Y = a+ bX ∼ N(a + bµ, b2σ2) . Speciálně

náhodná veličina U = X−µ
σ

∼ N(0, 1) má tzv. standardizované normální rozdělení.

Důkaz. Hustota náhodné veličiny X ∼ fX(x) =
1√
2πσ

e−
1

2(
x−µ

σ )
2

. Inverzní transformace je

tvaru h(y) = y−a
b
a absolutní hodnota její derivace je rovna |h′(y)| = 1

|b| . Pak hustota

transformované náhodné veličiny

Y = a+ bX ∼ fY (y) =
1
|b|fX

(
y−a

b

)
= 1√

2π|b|σ exp
{

−1
2
[y−(a+bµ)]2

b2σ2

}

a odtud plyne tvrzení věty. �

Věta 2. Nechť náhodný vektor X = (X1, X2)′ ∼ N2(µ,Σ) má dvourozměrné normální

rozdělení s parametry µ =

(
µ1
µ2

)

a Σ =

(
σ21 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ22

)

, tj. má hustotu tvaru

f(X1,X2)(x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√
1−ρ2
exp

{

− 1
2(1−ρ2)

[(
x1−µ1

σ1

)2

− 2ρx1−µ1
σ1

x2−µ2
σ2
+
(

x2−µ2
σ2

)2
]}

.

Pak náhodná veličina
Y = X1 +X2

má také normální rozdělení a platí

Y = X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + 2ρσ1σ2 + σ22) .

Důkaz. Mějme náhodný vektor Y = (Y1, Y2)′, který je definován takto

Y1 = X1 +X2 = g1(X1, X2)
Y2 = X2 = g2(X1, X2)

.

Vypočtěme inverzní zobrazení

x1 = y1 − y2 = h1(y1, y2)
x2 = y2 = h2(y1, y2)

a jakobián |J | =
∣
∣
∣
∣

1 −1
0 1

∣
∣
∣
∣
= 1. Sdružená hustota náhodného vektoru Y = (Y1, Y2)′ je

pak tvaru
f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(X1,X2)(y1 − y2, y2) · 1

a odtud pak marginální hustota

fY1(y1) =

∞∫

−∞

f(X1,X2)(y1 − y2, y2)dy2

= 1

2πσ1σ2
√
1−ρ2

∞∫

−∞

exp

{

− 1
2(1−ρ2)

[(
y1−y2−µ1

σ1

)2

− 2ρy1−y2−µ1
σ1

y2−µ2
σ2
+
(

y2−µ2
σ2

)2
]}

dy2

1
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Mějme substituce
v = y2 − µ2
u = y1 − µ1 − µ2

. Pak u − v = y1−µ1−µ2−y2+µ2 = y1 − y2 − µ1

a

fY1(y1) =
1

2πσ1σ2
√
1−ρ2

∞∫

−∞

exp
{

− 1
2σ2
1
σ2
2
(1−ρ2)

[
σ22(u − v)2 − 2ρσ1σ2(u − v)v + σ21v

2
]}

dv.

Položme σ1σ2
√

1− ρ2 = a . Pak

fY1(y1) =
1
2πa

∞∫

−∞
exp

{
− 1
2a2
(σ22 − 2σ22uv + σ22v

2 − 2ρσ1σ2uv + 2ρσ1σ2v
2 + σ21v

2)
}

dv

= 1
2πa

∞∫

−∞
exp

{
− 1
2a2
[(σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22) v

2 + 2σ2 (σ2 + ρσ1) uv + σ22v
2]
}

dv

Dále položme σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22 = b2 a σ2 (σ2 + ρσ1)u = c . Potom

fY1(y1) =
1
2πa

∞∫

−∞

exp
{

− 1
2a2

[(
bv − c

b

)2 −
(

c
b

)2
+ σ22u

2
]}

dv

= 1
2πa
exp

{

− 1
2a2

(

σ22u
2 − c2

b2

)}
∞∫

−∞

exp

{

−1
2

(
bv−c/b

a

)2
}

dv.

Uvažujme substituci w = bv−c/b
a
, pak dv = a

b
dw a

fY1(y1) =
a
b
1√
2πa
exp

{

− 1
2a2

(

σ22u
2 − c2

b2

)}
1√
2π

∞∫

−∞

exp
{
−1
2
w2
}

dw

︸ ︷︷ ︸

=1

= 1√
2πb
exp

{

− 1
2a2

(

σ22u
2 − c2

b2

)}

.

Protože

σ22u
2 − c2

b2
= σ22u

2 − [σ2 (σ2 + ρσ1)u]
2

σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22
= σ22u

2 − σ22u
2(σ22 + 2ρσ1σ2 + ρ2σ21)

σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22

=
σ22u

2(σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22 − 2ρσ1σ2 − ρ2σ21)

σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22
=

σ21σ
2
2(1− ρ2)u2

σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22

=
a2

b2
u2,

pak náhodná veličina Y = Y1 má hustotu

fY1(y1) =
1√
2πb
exp

{

−1
2

(
u
b

)2
}

= 1√
2π
√

σ2
1
+2ρσ1σ2+σ2

2

exp

{

−1
2

(y1 − µ1 − µ2)

σ21 + 2ρσ1σ2 + σ22

}

t.j.

Y ∼ N
(
µ1 + µ2, σ

2
1 + 2ρσ1σ2 + σ22

)

Tím je věta dokázána. �
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Věta 3. Nechť X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny takové, že Xi ∼ N(µi, σ
2
i ) ,

i = 1, . . . , n. Nechť a0, a1, . . . , an ∈ R,
n∑

i=1

a2i > 0. Potom náhodná veličina

Y = a0 +
n∑

i=1

aiXi ∼ N

(

a0 +
n∑

i=1

aiµi,
n∑

i=1

a2i σ
2
i

)

.

Důkaz. Provedeme matematickou indukcí.

(1) Nechť n = 1. Pak z předpokladů věty je a1 6= 0 a z věty 1 plyne, že
Y = a0 + a1X ∼ N(a0 + a1µ1, a

2
1σ
2
1).

(2) Nechť tvrzení věty platí pro libovolné přirozené n ≥ 1 a X1, . . . , Xn+1 jsou nezávislé
náhodné veličiny takové, že

Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), i = 1, . . . , n+ 1.

Je-li an+1 = 0, pak zřejmě

Y = a0 +

n+1∑

i=1

aiXi ∼ N(a0 +

n+1∑

i=1

aiµi,

n+1∑

i=1

a2i σ
2
i ).

Je-li an+1 6= 0, pak

Y = a0 +

n∑

i=1

aiXi

︸ ︷︷ ︸

Y1

+ an+1Xn+1
︸ ︷︷ ︸

Y2

= Y1 + Y2

je součtem dvou nezávislých náhodných veličin.
První náhodná veličina Y1 má podle indukčního předpokladu normální rozdělení

Y1 ∼ N(a0 +

n∑

i=1

aiµi,

n∑

i=1

a2i σ
2
i )

je-li alespoň jedno z čísel a1, . . . , an různé od nuly, v opačném případě je tvrzení
zřejmé.
Druhá náhodná veličina Y2 má podle věty 1 normální rozdělení

Y2 ∼ N(an+1µn+1, a
2
n+1σ

2
n+1).

Náhodný vektor (Y1, Y2)
′ vytvořený ze dvou nezávislých normálních náhodných veličin

má normální rozdělení

(Y1, Y2)
′ ∼ N2(µ,Σ),

kde

µ =

(

a0 +

n∑

i=1

aiµi, an+1µn+1

)′

a Σ =





n∑

i=1

a2i σ
2
i 0

0 a2n+1σ
2
n+1



 ,

tedy

ρ = 0.

Podle věty 2 dostaneme

Y = Y1 + Y2 ∼ N

(

a0 +

n+1∑

i=1

aiµi,

n+1∑

i=1

a2i σ
2
i

)

.

�
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Věta 4. Nechť náhodná veličina U ∼ N(0, 1) . Potom náhodná veličina

K = U2 ∼ χ2(1) má χ2 rozdělení o 1 stupni volnosti.

Důkaz. Označme distribuční funkci náhodné veličiny U jako

FU(u) = P (U ≤ u)

a hustotu pravděpodobnosti

fU(u) =
1√
2π
exp

{
−1
2
u2
}

.

Vypočtěme nejprve distribuční funkci náhodné veličiny K

FK(y) = P (K ≤ y) = P (U2 ≤ y) =

{
0 y < 0
P (|U | ≤ √

y) = FU (
√

y)− FU(−
√

y) y ≥ 0

a odtud pak hustotu pravděpodobnosti fK(y) = F ′
K(y)

fK(y) =

{
0 y < 0
1
2
√

y

[
fU(

√
y) + fU(−

√
y)
]
= 1√

2π
√

y
e−

1

2
y = 1

2
1
2 Γ( 12)

y
1

2
−1e−

1

2
y y ≥ 0 ∼ χ2(1)

�

Věta 5. Nechť K1 a K2 jsou nezávislé náhodné veličiny a Ki ∼ χ2(νi) , i = 1, 2. Pak

náhodná veličina K = K1 +K2 ∼ χ2(ν1 + ν2) má χ2 rozdělení o ν1+ν2 stupních volnosti.

Důkaz. Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny Ki je rovna

fKi
(xi) =







0 xi < 0
1

2
νi
2 Γ( νi

2 )
x

νi
2
−1

i e−
1

2
xi xi ≥ 0

Mějme náhodný vektor Y = (Y1, Y2)′, který je definován takto

Y1 = K1 +K2 = g1(K1, K2)
Y2 = K2 = g2(K1, K2)

.

Vypočtěme inverzní zobrazení

x1 = y1 − y2 = h1(y1, y2)
x2 = y2 = h2(y1, y2)

a jakobián |J | =
∣
∣
∣
∣

1 −1
0 1

∣
∣
∣
∣
= 1.

Sdružená hustota náhodného vektoru Y = (Y1, Y2)′ je pak tvaru

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(K1,K2)(y1 − y2, y2) · 1 = fK1(y1 − y2)fK2(y2)

a odtud pak marginální hustota fY1(y1) = 0 pro y1 < 0 a pro y1 ≥ 0 je rovna

fY1(y1) =

∞∫

−∞

fK1(y1 − y2
︸ ︷︷ ︸

≥0

)fK2( y2
︸︷︷︸

≥0

) dy2

=

y1∫

0

1

2
ν1
2 Γ
(

ν1
2

)(y1 − y2)
ν1
2
−1 exp

{
−1
2
(y1 − y2)

} 1

2
ν2
2 Γ
(

ν2
2

)y
ν2
2
−1

2 exp
{
−1
2
y2
}

dy2

=
1

2
ν1+ν2
2 Γ

(
ν1
2

)
Γ
(

ν2
2

) exp
{
−1
2
y1
}

y1∫

0

(y1 − y2)
ν1
2
−1y

ν2
2
−1

2 dy2
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Zaveďme substituci t = y2
y1
, pak dy2 = y1dt a

fY1(y1) =
1

2
ν1+ν2
2 Γ

(
ν1
2

)
Γ
(

ν2
2

) exp
{
−1
2
y1
}

y
ν1+ν2
2

−1
1

1∫

0

(1− t)
ν1
2
−1t

ν2
2
−1dt

︸ ︷︷ ︸

=β( ν1
2

,
ν2
2 )=

Γ(ν1
2 )Γ(

ν2
2 )

Γ(ν1+ν2
2 )

=
1

2
ν1+ν2
2 Γ

(
ν1+ν2
2

) exp
{
−1
2
y1
}

y
ν1+ν2
2

−1
1

Položíme-li K = Y1, pak

fK(y) =

{
0 y < 0

1

2
ν1+ν2
2 Γ( ν1+ν2

2 )
e−

1

2
yy

ν1+ν2
2

−1 y ≥ 0 ∼ χ2(ν1 + ν2).

�

Věta 6. Nechť U1, . . . , Un jsou nezávislé náhodné veličiny se standardizovaných nor-

málním rozdělením, t.j. Ui ∼ N(0, 1) pro i = 1, . . . , n. Pak náhodná veličina

K =
n∑

i=1

U2i ∼ χ2(n) má χ2 rozdělení o n stupních volnosti.

Důkaz. Náhodné veličiny U21 , . . . , U
2
n jsou nezávislé a z věty 4 plyne, že U2i ∼ χ2(1)

pro i = 1, . . . , n. Odtud indukcí pomocí věty 5 ihned dostáváme tvrzení věty. �

Věta 7. Nechť náhodné veličiny U ∼ N(0, 1) a K ∼ χ2(ν) jsou nezávislé. Pak ná-

hodná veličina T = U√
K/ν

∼ t(ν) má Studentovo rozdělení o ν stupních volnosti.

Důkaz. Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny U je rovna fU(u) =
1√
2π

e−
1

2
u2 pro u ∈ R

a náhodné veličiny K je tvaru fK(x) =

{
0 y < 0
1

2
ν
2 Γ(ν

2 )
x

ν
2
−1e−

1

2
x y ≥ 0 .

Mějme náhodný vektorY = (K1, K2)′, který je definován takto
Y1 =

U√
K/ν

= g1(U, K)

Y2 = K = g2(U, K)
.

Vypočtěme inverzní zobrazení

u = y1
√

y2/ν = h1(y1, y2)
x = y2 = h2(y1, y2)

, u ∈ R x ≥ 0.

Jakobián tohoto inverzního zobrazení je roven

|J | =
∣
∣
∣
∣
∣

√

y2/ν
1
2
ν− 1

2 y
− 1
2

2 y1
0 1

∣
∣
∣
∣
∣
=
√

y2/ν.

Sdružená hustota náhodného vektoru Y = (Y1, Y2)′ je pak tvaru

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(U,K)(y1
√

y2/ν, y2)
√

y2/ν = fU(y1
√

y2/ν)fK(y2)
√

y2/ν
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a odtud dostaneme marginální hustotu

fY1(y1) =

∞∫

−∞

fY1(y1
√

y2/ν)fY2(y2)
√

y2/νdy2

=

∞∫

0

1√
2π
exp

{

−1
2

y21y2
ν

} 1

2
ν
2Γ
(

ν
2

)y
ν
2
−1
2 exp

{
−1
2
y2
}√

y2/ν dy2

=
1

2
ν+1
2 Γ

(
1
2

)
Γ
(

ν
2

)
ν
1

2

∞∫

0

exp
{

−1
2

(
y21
ν
+ 1
)

y2

}

y
ν−1
2

2 dy2

Zaveďme substituci t = 1
2

(
y21
ν
+ 1
)

y2 , pak dy2 = 2
(

y21
ν
+ 1
)−1

dt a

fY1(y1) =
1

2
ν+1
2 Γ( 12)Γ(

ν
2 )ν

1
2

2
ν+1
2

(
y2
1

ν
+ 1
)− ν+1

2

∞∫

0

e−tt
ν+1
2

−1dt

︸ ︷︷ ︸

=Γ( ν+1
2 )

=
Γ( ν+1

2 )
Γ( 12)Γ(

ν
2 )

ν− 1
2

(
y2
1

ν
+ 1
)− ν+1

2

.

Položíme-li T = Y1, pak

fT (t) =
Γ
(

ν+1
2

)

Γ
(
1
2

)
Γ
(

ν
2

)ν− 1
2

(
t2

ν
+ 1
)−ν+1

2 ∼ t(ν).

�

Věta 8. Nechť K1 a K1 jsou nezávislé náhodné veličiny a Ki ∼ χ2(νi) , i = 1, 2. Pak

náhodná veličina F = K1/ν1
K2/ν2

∼ F (ν1, ν2) má Fisher-Snedecorovo F rozdělení o ν1 a ν2

stupních volnosti.

Důkaz. Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny Ki je rovna

fKi
(xi) =







0 xi < 0
1

2
νi
2 Γ( νi

2 )
x

νi
2
−1

i e−
1

2
xi xi ≥ 0

Mějme náhodný vektor Y = (Y1, Y2)′, který je definován takto

Y1 =
K1/ν1
K2/ν2

= g1(K1, K2)

Y2 = K2 = g2(K1, K2)
.

Vypočtěme inverzní zobrazení

x1 = y1y2
ν1
ν2
= h1(y1, y2)

x2 = y2 = h2(y1, y2)
a jakobián |J | =

∣
∣
∣
∣

y2
ν1
ν2

y1
ν1
ν2

0 1

∣
∣
∣
∣
= y2

ν1
ν2

.

Sdružená hustota náhodného vektoru Y = (Y1, Y2)′ je pak tvaru

f(Y1,Y2)(y1, y2) = f(K1,K2)(y1y2
ν1
ν2

, y2) · y2 ν1
ν2
= y2

ν1
ν2

fK1(y1y2
ν1
ν2
)fK2(y2)

a odtud pak marginální hustota fY1(y1) = 0 pro y1 < 0 a pro y1 ≥ 0 je rovna

fY1(y1) =

∞∫

0

1

2
ν1
2 Γ(ν12 )

(

y1y2
ν1
ν2

)ν1
2
−1
exp

{

−1
2

(

y1y2
ν1
ν2

)}
1

2
ν2
2 Γ(ν22 )

y
ν2
2
−1

2 exp
{
−1
2
y2
}

y2
ν1
ν2

dy2

= 1

2
ν1+ν2
2 Γ(ν12 )Γ(

ν2
2 )

(
ν1
ν2

)ν1
2

y
ν1
2
−1

1

∞∫

0

exp
{

−1
2

(
ν1
ν2

y1 + 1
)

y2

}

y
ν1+ν2
2

−1
2 dy2
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Zaveďme substituci t = 1
2

(
ν1
ν2

y1 + 1
)

y2 , pak dy2 = 2
(

ν1
ν2

y1 + 1
)−1

dt a

fY1(y1) =
1

2
ν1+ν2
2 Γ( ν1

2 )Γ(
ν2
2 )

(
ν1
ν2

) ν1
2

y
ν1
2
−1

1 2
ν1+ν2
2

(
ν1
ν2

y1 + 1
) ν1+ν2

2

∞∫

0

e−tt
ν1+ν2
2

−1dt

︸ ︷︷ ︸

=Γ( ν1+ν2
2 )

=

=
Γ( ν1+ν2

2 )
Γ( ν1

2 )Γ(
ν2
2 )

(
ν1
ν2

) ν1
2

y
ν1
2
−1

1

(
ν1
ν2

y1 + 1
) ν1+ν2

2

.

Položíme-li F = Y1, pak

fF (y) =







0 y < 0

Γ( ν1+ν2
2 )

Γ( ν1
2 )Γ(

ν2
2 )

(
ν1
ν2

) ν1
2

y
ν1
2
−1
(

ν1
ν2

y + 1
) ν1+ν2

2

y ≥ 0 ∼ F (ν1, ν2).

�

Věta 9. Nechť náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)
′ ∼ Nn(µ,Σ) má n−rozměrné normální

rozdělení a B je regulární matice reálných čísel typu n×n a a ∈ R
n. Potom náhodný vektor

Y = a+BX ∼ Nn(a+Bµ,B′ΣB) .

Důkaz. Hustota pravděpodobnosti náhodného vektoru X je tvaru

fX(x) = (2π)
−n
2 |Σ|− 12 exp

{
−1
2
(X− µ)′Σ−1(X− µ)

}
.

Inverzní transformace k transformaci Y = a+BX je rovna X = B−1(Y− a), přičemž jako-
bián této inverzní transformace je roven |J| = |B−1| = |B|−1. Pak hustotu transformované
náhodného vektoru Y = a+BX lze vyjádřit takto

fY(y) = fX(B
−1(Y − a))|B|−1

= (2π)−
n
2 |Σ|− 12 |B|−1 exp

{
−1
2
[B−1(y − a)− µ]′Σ−1[B−1(y − a)− µ]

}

= (2π)−
n
2 |B′ΣB|− 12 exp

{
−1
2
(y − a−Bµ)′|B′ΣB|−1(y − a−Bµ)

}
.

�

Věta 10. Nechť X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny takové, že Xi ∼ N(µi, σ
2) ,

i = 1, . . . , n. a B je ortonormální matice typu n × n. Položme X = (X1, . . . , Xn)
′ a

Y = (Y1, . . . , Yn)
′ = B′(X− µ) , kde µ = (µ1, . . . , µn)

′. Potom Yj jsou nezávislé náhodné

veličiny a Yj ∼ N(0, σ2) .

Důkaz. Protože X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny s rozdělením Xi ∼ N(µi, σ
2), má

náhodný vektor X hustotu

fX(x) =
n∏

i=1

[
1√
2πσ
exp

{

−1
2

(
xi−µi

σ

)2
}]

= (2π)−
n
2 exp

{

−1
2

n∑

i=1

(
xi−µi

σ

)2

}

∼ Nn(µ,Σ),

kde Σ = σ2In. Je-li B ortonormální matice (tj. B−1 = B′), pak z věty 9 plyne, že náhodný
vektor

Y = B′(X− µ) ∼ Nn(O,B′ΣB), přičemž B′ΣB = σ2B′B = σ2In
s hustotou tvaru

fY(Y) =
n∏

j=1

[
1√
2πσ
exp

{

−1
2

(yj

σ

)2
}]

=

n∏

j=1

fYj
(yj).

Odtud plyne tvrzení věty. �



VLASTNOSTI NORMÁLNÍHO ROZDĚLENÍ A ODVOZENÁ ROZDĚLENÍ 8

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

µ=0; σ=   1

µ=0; σ= 0.5

µ=0; σ=   2

µ=3; σ=1.25

µ=5; σ=   1

Hustoty N(µ,σ2)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

µ=0; σ= 0.5→

µ=0; σ=   2→
µ=3; σ=1.25→

←µ=0; σ=   1

←µ=5; σ=   1

Distribucni funkce N(µ,σ2)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

ν= 1

ν= 2

ν= 3

ν= 5

ν=10
ν=20 ν=30 ν=40 ν=50

Hustoty χ2(ν)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ν= 1

ν= 2

ν= 3→
ν= 5ν=10 ν=20 ν=30 ν=40 ν=50

Distribucni funkce χ2(ν)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

←ν= 1

←ν= 4

←ν=30

Hustoty t(ν)

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

←ν= 1

ν= 4→

ν=30→

Distribucni funkce t(ν)

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

ν
1
= 3; ν

2
= 3→

ν
1
= 5; ν

2
=10→

ν
1
=40; ν

2
=50→

ν
1
=50; ν

2
= 3→

Hustoty F(ν
1
,ν

2
)

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

←ν
1
=50; ν

2
= 3

ν
1
= 3; ν

2
= 3→

ν
1
= 5; ν

2
=10→ν

1
=40; ν

2
=50→

Distribucni funkce F(ν
1
,ν

2
)

Obrázek 1. Ukázky normálních a odvozených rozdělení.


