VLASTNOSTI NORMALNIHO ROZDELENI A ODVOZENA ROZDELENI

RNDR. MARIE FORBELSKA, PHD.

Véta 1. M&me nidhodnou veli¢inu s norméalnim rozdélenim | X ~ N(u,o?) | Déle necht
a,b € R | b # 0 jsou redlné konstanty. Potom nahodna veli¢ina, ktera je linearni transfor-
maci ptivodni, m4 opét normalni rozdéleni, ato| Y = a + bX ~ N(a + bu, b*c?) |. Specialné

nahodna veli¢ina | U = % ~ N(0,1) | ma tzv. standardizované normdlni rozdélent.
o / ’ e 1 _l(u)2 , .
Diikaz. Hustota ndhodné veliciny X ~ fx(x) = =€ 2\ 7 /) . Inverzni transformace je

tvaru h(y) = %;* a absolutni hodnota jeji derivace je rovna |h'(y)| = ﬁ Pak hustota

transformované nahodné veli¢iny
Vs fily) = i (45) = i e {3t

a odtud plyne tvrzeni véty. O

Véta 2. Necht nahodny vektor | X = (X7, X3)" ~ Na(p, X) | mé dvourozmérné normalni

2
rozdéleni s parametry p = ) g s = o r 01202 , tj. ma hustotu tvaru
H2 po102 Oy

— — 2
X )21, T 1 e 1 T1—U T1—p1 To— z
f(Xl, 2)( 1 2) ﬁ Xp { 2(1 2) ( 1 - 1) _ :zp 1 1M1 2 2}/62 ( 2 2},62) :| } .

Pak ndhodné veli¢ina

Y - X1 -+ X2
ma také normalni rozdéleni a plati

Y:X1+X2NN(/.L1+/,L2,0'%+2P0'10'2+0'%) .

Diikaz. Méjme ndhodny vektor Y = (Y7, Y3)', ktery je definovan takto
i = Xi+Xo = gi1(Xy, Xy)
Yo = X = 02X, Xo)
Vypoctéme inverzni zobrazeni
rro= i~y = hi(y,y2)
T2 = Y2 = ha(y1,v2)

a jakobian |J| = ' é _} ’ = 1. SdruZena hustota nahodného vektoru Y = (Y3,Y5) je

pak tvaru

f(Y17Y2)(y17 y2) = f(X17X2)(y1 — Y2, y2) -1
a odtud pak marginalni hustota

fri(y) = / foxi,x0) (Y1 — Y2, y2)dyo

2 2
— 1 1 Yyi—y2—p1 _ Y1—Y2—p1 Y2—p2 y2—p2
T 2r0109 1—p2 / exp{ 2(1—p2) |:< o1 ) 2p o1 o2 + ( o2 > :| } dy2
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= Y2 — H2

v
Méjme substituce CPak|u — v= y1— 1 —po—yo+ :
| PSRt R iy SRV ey

Fraly) = m / eXp {_W (03 (u —v)* = 2po102(u — v)v + 070 } dv.

Polozme |o1094/1 — p? = a| Pak

) = 5= [ exp{—52(03 — 205uv + 03v* — 2po109uv + 2po1090% + 050?) } dv

— 00
[e.9]

= 5 [ exp{—55 [(07 + 2po102 + 03) V? + 203 (02 + por) uv + o3v?]} dv

— 00

Déle polozme | 0% + 2po109 + 03 = b* | a |09 (09 + po1) u = ¢| Potom

C 2 (& 2
fvi(y1) = 5= [ exp {—ﬁ [(bv -7 - (5) + Uguﬂ } dv
2
= 5 exp {—ﬁ (a§u2 - g—z)} / exp {—% (—b”;c/b) }dv.
Uvazujme substituci |w = bU_TC/b , pak dv = 7dw a
a C2
fri(y) = E\/lem exp {—# (aguz — b_2)} \/%? / exp {—%w2} dw
-1
02
= \/21_7rb exp {—# (a§u2 — b—2>} :
Protoze
o2u? — < — o2? — (o2 (02 + pory) u]® _ 22 o5u*(03 + 2poy0y + pPoi)
2 b2 2 03+ 2poioy + 03 2 0? + 2poy09 + 02
_ o2u? (02 + 2po109 + 05 — 2p0109 — pPo?) _ o202 (1 — p?)u?
0?2 + 2p0o109 + 03 0% + 2p0o109 + 03
a ,
= b_Qu s

pak ndhodné velicina Y = Y} ma hustotu

_ 1 C1 (w2 _ 1 1 (g = — o)
fri() = NGoE) exp{ 3 (b) }— NN/ T p—- exp{ 20%—0—2/}0102—1—03}

t].
Y ~ N(M1+M2,U%+2p0102+03)

Tim je véta dokazéana. O
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Vé&ta 3. Nechf X;,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny takové, Ze | X; ~ N(u;, 02) |,
n

i = 1,...,n. Necht ag,as,...,a, € R, > a? > 0. Potom ndhodna veli¢ina
i=1

Y:(IQ-FZCI,Z'XZ' NN(a0+Za'ilu’iaZaz20-i2>

=1 = o=l

Dukaz. Provedeme matematickou indukei.
(1) Necht n = 1. Pak z predpokladi véty je a; # 0 a z véty 1 plyne, Ze
Y =ag+ a1 X ~ N(ag + apiy, alo?).

(2) Necht tvrzeni véty plati pro libovolné pfirozené n > 1 a Xj, ..., X, 11 jsou nezavislé
nahodné veli¢iny takové, ze

XZNN(IMZ,O'?), Zzl,,n+1

Je-li a,,.1 = 0, pak zfejmeé

n+1 n+1 n+1

Y =aqp+ Z%‘Xi ~ N(ap + Z a;fhi, Za?af).
i=1 i=1 i=1

Je-li a,qq # 0, pak

Y =ap+ Z%‘Xi tan1 X1 = Y1+ Y5
i—1 v

Ys

Y

je souctem dvou nezavislych nahodnych velicin.
Prvni ndhodna veli¢ina Y; mé podle indukéniho predpokladu normalni rozdéleni

Yy~ N(ao+ia¢m,ia?0’?)
i=1 i—1

je-li alespon jedno z cisel aq,...,a, rizné od nuly, v opacném ptipadé je tvrzeni
ziejmé.
Druha nahodna veli¢ina Y5 méa podle véty 1 normalni rozdéleni
Yy ~ N(apsafini1; apy10min)-

Nahodny vektor (Y7, Y3)' vytvoreny ze dvou nezavislych normalnich ndhodnych veli¢in
ma normalni rozdéleni

(3/17 }/é)l ~ NZ(#H 2)7
kde

! n
- a?o? 0
n= (ao + Z Qg b, an+1,un+1> a X = 1:231 L ;

=1 0 410041
tedy
p = 0.

Podle véty 2 dostaneme

n+1 n+1
Y:Yi+}/2 ~ N <a0+Zaim,Za?U?> .
i=1 =1



VLASTNOSTI NORMALNIHO ROZDELENI A ODVOZENA ROZDELENT 4

Véta 4. Necht ndhodnd veli¢ina U~ N(0,1) | Potom ndhodnd veli¢ina

K =U? ~ x*(1) | m4 x? rozdéleni o 1 stupni volnosti.

Diikaz. Oznac¢me distribuc¢ni funkci ndhodné veli¢iny U jako
Fy(u) = P(U < u)
a hustotu pravdépodobnosti
i) = - exp {—Lu}

Vypoctéme nejprve distribu¢ni funkci ndhodné veliciny K

2 0 0
ey =Pl =y == = { P(UI < v5) = Fulyi) - Fo(—i) 4>0

a odtud pak hustotu pravdépodobnosti fx(y) = Fj(y)

0 y <0 )
fr(y) = { ﬁ Lfo(VY9) + fo(=T)] = \/%\/ge—%y _ %)y%_le_%y y>0 ~X (1)

Vé&ta 5. Necht K; a K, jsou nezavislé ndhodné veliciny a | K; ~ x*(v;) |, i = 1,2. Pak

nahodna veli¢ina | K = K; + Ko ~ x?(v1 + 1») |m4 x? rozdéleni o v; +v, stupnich volnosti.

Diikaz. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny K; je rovna

0 r; <0

_ Yi_
sz(xl) - 21,;;(%)551‘21 16_%% r; 20
2

Méjme nahodny vektor Y = (Y7, Ys)', ktery je definovan takto

Yi = Ki+ Ky, = g1(Ky, Ky)
Y, = Ky = gz(KlaKz)'

Vypoctéme inverzni zobrazeni

1 -1
0 1

T = Y1 — Y2 = hl(?/ljyz)

jakobid J| =
Ty = Y2 = ha(y1,2) @ jakobidn || ’

-1

SdruZena hustota ndhodného vektoru Y = (Y7, Y2)’ je pak tvaru

f(Y17Y2)(y17 y2) = f(K1,K2)(y1 - y27y2) 1= fK1 (yl - yQ)sz (y2>
a odtud pak marginalni hustota fy,(y;) = 0 pro y; < 0 a pro y; > 0 je rovna

() = / Jra(y1 — y2)fK2(\?/3_/) dys
—00 >0 =0
Y1 1 1
L 21
2/%(%—:@)2 lexp{—%(%—yﬂ}wﬁ eXP{_%W}dy?

0

Y1
1 ) / uy %
- vy 4 — = — d
27T (%) T (%) exp { Zyl}o (1 —w2)2 " dys
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Zavedme substituci |t = % , pak dys = y1dt a

1
1 AFv2 g “mo_q,%2
fvi () = e )exp{—gyl i (L—t)y2"t2 " dt
2
0

1 . vty
= exp {—3 ’
99T (_VhQLVQ) { 2915 Y

Polozime-li K =Y}, pak

0 y <0 ,

fK(y) = %6_%yyl’1;l’2_l y >0 ~ X (Vl + VQ)'
() -
O
Véta 6. Necht Uy, ...,U, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se standardizovanych nor-
mélnim rozdélenim, t.j. | Uy~ N(0,1) | pro ¢ = 1,...,n. Pak ndhodna veli¢ina
K = > U? ~ x*(n) | ma x? rozdéleni o n stupnich volnosti.
i=1

Diikaz. Nahodné veli¢iny UZ, ..., U? jsou nezdvislé a z véty 4 plyne, ze U? ~ x3(1)
pro i =1,...,n. Odtud indukci pomoci véty 5 ihned dostavame tvrzeni véty. 0

Véta 7. Necht ndhodné veliciny | U ~ N(0,1) |a | K ~ x*(v) | jsou nezavislé. Pak na-

hodné veli¢ina | T'= —%— ~ #(v) | m4 Studentovo rozdéleni o v stupnich volnosti.

\/ K/v

Diikaz. Hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny U je rovna fy(u) = \/%e_% prou € R
o . 0 y<0
a nahodné veli¢iny K je tvaru fx(z) = 2%;(5)1’%7167%3: y>0 -
2
Y, = 2~ = ¢q(UK
Méjme nédhodny vektor Y = (K7, K3)', ktery je definovéan takto ' VE/v 1 )
Y, = K = ¢(U,K)

Vypoctéme inverzni zobrazeni

u = yl\/yz/’/ = h1(91,y2) wueR =>0.
T = = ha(y1,12) -

Jakobian tohoto inverzniho zobrazeni je roven

N

1, L =
] = | Vi 3R =

0

Sdruzena hustota nahodného vektoru Y = (Y7, Y2)’ je pak tvaru

f(YhYz)(yl’yz) = f(U,K)(Zh Y2/, y2) VY2 /v = fulyiv/ ve/v) fr(Y2)V/ Y2 /v
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a odtud dostaneme marginalni hustotu

fvi (1) /fm V2 V) fya (y2) Vo /v dys

2 1 v_q
/\/LQ—ﬂeXp _% 1V3/2} ST (z) y22 exp {—%yz} \/yQ/I/ dyg
2
0
e Y ETC I AP
vtl 1 v 1 2
25T (3)T(5) v 9
-1
Zavedme substituci |t = % (y—j + 1) Y2 |, pak dys = (% + 1) dt a
_v+1 0 vl 5 _v+1
_ 1 27/+1 (ﬁ 1) 2 EPRVES S _ 1"( 3 ) _1 (y_l 1) 2
) = w7 S T L
0
—_———
()
Polozime-li T' =Y}, pak
r (V——H) 1 2 _VTH
t) = 2 w2 (t— + 1) ~ t(v).
S ORI v
O
Véta 8. Necht K; a K; jsou nezavislé ndhodné veliciny a | K; ~ x*(v;) |, i = 1,2. Pak
nahodna veli¢ina | F' = g;ﬁ; ~ F(v1,15) | ma Fisher-Snedecorovo F' rozdéleni o vy a vy

stupnich volnosti.

Diikaz. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny K; je rovna
0 x; <0

Vi

2

1
e 2%

1 2

27r(%)

(Y1,Y2)', ktery je definovan takto

fr, (i) =

Méjme nahodny vektor Y =

Y1 = ﬁﬁ; 91(K17K2).
Yo = K = 92(K17K2)
Vypoctéme inverzni zobrazeni
1= ey, = ha(y1, y2) . o Yore Yior v
v a jakobian |J| = V2 vz | = ot
Ty = Y2 = ha(y1, 42) ) 11 0 1 Y20,

Sdruzena hustota nahodného vektoru Y = (Y7, Y2)’ je pak tvaru
f(YLYQ)(yl? y2) = f(KLKQ)(ylyQZ_;) y2) y2y_2 = y2y_2fK1 (ylyQ Vo )fK2 (y2)

a odtud pak marginalni hustota fy,(y;) = 0 pro y; < 0 a pro y; > 0 je rovna

¥ - v2
Y R v 2 {_1( u_l)} . Pl
Fri(y) 0/221p(v_21) (ylyzw) P~z (Wit ) Sy e exp { —5y2} Y21t dys
1 % 8 T ool gy
_ %1 V1
NEE v (7) Y1 /eXp {—5 (,7?/1 + 1) y2}?/2 dys
I ()r(g) J :
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-1
Zavedme substituci |t = % (z—;yl + 1) Yo |, pak dys = 2 (Z—;yl + 1) dt a

o0
a4 "_1_1 vi+vg Vl;lQ vi+vg
) = —= : (ﬂ) ’ Yo 272 (ﬂyl + 1) /ett > gt =
1 2 (g )r() \" ” )
=r(552)

r(ate S\T o1y, mrz
= e () 0t () T

Polozime-li ' =Y, pak

vitvo a v ntve ~ F .
S Z) (V_1>2 yH 1 (V_1y+1> >0 (11, 12)
2

O

Véta 9. Necht ndhodny vektor | X = (X7,..., X)) ~ N,(p, ¥) | ma n—rozmérné normalni

rozdéleni a B je regularni matice realnych ¢isel typu nxn a a € R™. Potom ndhodny vektor
Y =a+BX~ N,(a+ Bu,B'YB) |

Drikaz. Hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru X je tvaru

R | _
fx(x) = (2m) 2 B[ exp {—3(X — )T (X = p)} .
Inverzni transformace k transformaci Y = a+ BX je rovna X = B1(Y — a), pficemZ jako-

bidn této inverzni transformace je roven |J| = |B™!| = |B|7!. Pak hustotu transformované
nahodného vektoru Y = a + BX lze vyjadrit takto

fy(y) = fx(B™H(Y —a))[B|
= (2m) % | 7E[B| texp {~1[B Yy —a) — p/S B (y —a) — pl}
= (27) 2 [B'SB| Zexp {~i(y —a— Bp)|B'SB|(y —a— Bu)}.
]

Vé&ta 10. Necht X, ..., X,, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny takové, ze | X; ~ N(u;, 02) |,

i = 1,...,n. a B je ortonormalni matice typu n x n. Polozme X = (Xi,...,X,) a
Y=,,...,V,) =B (X —pu) || kde p = (y11, ..., itn)". Potom Y; jsou nezavislé ndhodné

veli¢iny a | Y; ~ N(0,0?) |

Diikaz. Protoze X, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim X; ~ N(u;, 0?), mé
nadhodny vektor X hustotu

n

19 =T [ o {4 (5207} = o Femm {43 (50~ e,

i=1 i=1
kde ¥ = 0I,,. Je-li B ortonormalni matice (tj. B! = B'), pak z véty 9 plyne, Ze nahodny
vektor

Y=BX-u ~ N,(O,BXB), pficemz  B'YB = ¢’B'B = 0’1,

s hustotou tvaru

0 =1 [ —exp {4 (%)2}} = f[lfn(yj)-

Odtud plyne tvrzeni véty. O
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Hustoty N(1.0?) Distribucni funkce N(u,0?)
09 ————————————————
u=0; 0= 0.5

Hustoty t(v) Distribucni funkce t(v)

OBRAZEK 1. Ukéazky normalnich a odvozenych rozdéleni.



