Pojmová analýza

Jan Paseka zalo¿eno na pøednáźce Rudolfa Willeho verze z May 7, 1999

2

Contents

0 Základy teorie uspoøádaných mno¿in 5 1 Uspoøádané mno¿iny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 2 Úplné svazy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 3 Uzávìrové operátory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1 Pojmové svazy kontextu 15 1 Kontext a pojem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2 Kontext a pojmový systém . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 3 Vícehodnotové kontexty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Contents

Chapter 0

Základy teorie uspoøádaných mno¿in

Formální pojmová analýza je zalo¿ena na teorii uspoøádaných mno¿in a to zejména na teorii úplných svazu. Znalosti z této oblasti nejsou u ètenáøe pøedpokládány, matematické základy jsou shrnuty v této kapitole. Museli jsme se pøitom ale omezit na to nejnutnìjźí; pro źiroký úvod do teorie uspoøádaných mno¿in nezbyl ¿ádný prostor. Ze stejného duvodu musíme pøedpokládat, ¿e ètenáø umí pracovat s matematickým textem: pou¿íváme bez dalźího øeèi matematiky, tedy teorii mno¿in.

V první èásti zavedeme uspoøádané mno¿iny, v druhé úplné svazy. Obì tyto èásti mají pro následující kapitoly zásadní význam. Pøi prvním ètení lze vźak pøeskoèit tøetí èást, která se zabývá uzávìrovými operátory, a právì tak èást ètvrtou o Galoisových konexích. Mnohé z toho, co tyto èásti obsahují, se objeví pozdìji pod jiným oznaèením, druhá polovina této kapitoly je vìnována zdomácnìní základních pojmu formální pojmové analýzy v teorii uspoøádáných mno¿in a svazu. Dr¿íme se pøitom na mnoha místech klasického postupu G. Birkho¸a.

1 Uspoøádané mno¿iny

De˛nice 1.1 Binární relace R mezi dvìma mno¿inami M a N je mno¿ina dvojic (m, n) tak, ¿e m ∈ M a n ∈ N, tedy podmno¿ina mno¿iny M × N vźech takovýchto dvojic. Místo (m, n) ∈ R èasto píźeme mRn, a namísto (m, n) ∉ R nìkdy mR̸n. Je-li N = M, mluvíme o binární relaci na mno¿inì M. R^{−1} oznaèuje inverzní relaci k R, to jest relaci mezi N a M s nR^{−1}m : ⇔mRn.

De˛nice 1.2 Binární relace R na mno¿inì M se nazývá relace uspoøádání (nebo krátce uspoøádání), pokud splòuje pro vźechny prvky x, y, z ∈ M následující:

1. xRx (re‚exivita)

2. xRy a x ≠ y ⇒ y R̸x (antisymetrie)

3. xRy a yRz ⇒ xRz (tranzitivita)

Pro R se èasto pou¿ívá oznaèení ≤ (pro R^{−1} pak oznaèení ≥), a píźeme x < y pro x ≤ y a zároveò x ≠ y. Jako obvykle èteme x ≤ y jako "‘x je menźí nebo rovno y"’, atd. Uspoøádaná mno¿ina je dvojice (M, ≤_M ), pøièem¿ M je mno¿ina a ≤ uspoøádání na M.^∗ Místo dvojice (M, ≤_M ) píźeme èasto také M.

Pøíklady uspoøádaných mno¿in jsou: reálná èísla R s obvyklou ≤-relací, ale také prostor R^n s (x_1, x_2, . . . , x_n) ≤ (y_1, y_2, . . . , y_n)⇔x_i ≤ y_i pro i = 1, 2, . . . n; pøirozená èísla N s relací dìlitelnosti |; potenèní mno¿ina P(M)X vźech podmno¿in libovolné mno¿iny X s mno¿inovou inkluzí. V dalźím probereme mnohé dalźí pøíklady.

De˛nice 1.3 Øekneme, ¿e a je dolní soused b, pokud a < b a neexistuje takový prvek c tak, ¿e a < c < b. b je pak horní soused a, a píźeme a ≺ b.

Hasseovy diagramy: Ka¿dá koneèná mno¿ina M je reprezentovatelná liniovým diagramem (nazývaným v literatuøe èasto také Hasseuv diagram). Prvky z M se oznaèují pomocí malých krou¿ku v rovinì pohledu. Jsou-li x, y ∈ M s x ≺ y, pak je y odpovídající krou¿ek nad x { odpovídajícím krou¿kem (posunutí bokem je pøipustìno), a oba krou¿ky se spojí jedinou úseèkou. Z takovéhoto diagramu lze relaci uspoøádání vyèíst následovnì: x ≤ y právì tehdy, kdy¿ krou¿ek, který pøedstavuje y, je dosa¿itelný z krou¿ku reprezentujícho x krou¿ku pomocí rostoucí cesty z úseèek.

De˛nice 1.4 Dva prvky x, y uspoøádané mno¿iny M se nazývají srovnatelné, pokud x ≤ y nebo y ≤ x, jinak mluvíme o nesrovnatelných prvcích. Podmno¿ina M, ve které jsou ka¿dé dva prvky srovnatelné, se nazývá øetìzec, podmno¿ina, ve které jsou vźechny prvky navzájem nesrovnatelné, antiøetìzec. ľíøka koneèné uspoøádané mno¿iny M je de˛novaná jako maximální mohutnost antiøetìzce v M, pro libovolnu uspoøádanou mno¿inu M pak jako supremum mohutností antiøetìzcu v M. Podobnì se de˛nuje délka uspoøádané mno¿iny jako supremum mohutností øetìzcu v Mzmenźené o jednièku.

De˛nice 1.5 Je-li M uspoøádaná mno¿ina a jsou-li a, b ∈ M prvky z M splòující

a ≤ b, de˛nujem interval [a, b] := {x ∈ M | a ≤ x ≤ b}. ∗V literatuøe se èasto hovoøí místo o uspoøádání pøíp. uspoøádané mno¿inì, o èásteèném

uspoøádání pøíp. èásteènì uspoøádané mno¿inì.

1 Uspoøádané mno¿iny 7

Øíkáme pak, ¿e (a] := {x ∈ M | x ≤ a} je hlavní ideál a [a) := {x ∈ M | x ≥ a} hlavní ˛ltr.

a ≺ b je pak rovnocenné s a < b a [a, b] = {a, b}.

De˛nice 1.6 Zobrazení φ : M −→ N mezi dvìma uspoøádanými mno¿inami (M, ≤_M ) a (N, ≤_N ) se nazývá izotonní zobrazení, jestli¿e pro vźechna x, y ∈ M platí x ≤ y ⇒ φx ≤ φy. Je-li navíc pro φ splnìno obrácení x ≤ y ⇐ φx ≤ φy, mluvíme o φ izotonním vnoøení , φ je pak nutnì injektivní. Bijektivní vnoøení se nazývát izomor˛smus uspoøádaných mno¿in.

Ne vźechna bijektivní izotonní zobrazení jsou izomorfní. Abychom o izotonním zobrazení φ dokázali, ¿e se jedná o isomor˛smus , doká¿e se obvykle, ¿e inverzní zobrazení φ^{−1} existuje a zároveò je izotonní.

De˛nice 1.7 Jsou-li (M_1, ≤) a (M_2, ≤) uspoøádané mno¿iny, pak de˛nujeme jejich souèin jako uspoøádanou mno¿inu (M_1 × M_2, ≤) kde (x_1, x_2) ≤ (y_1, y_2) :⇔ x_1 ≤ y_1 a x_2 ≤ y_2.

De˛nici souèinu lze rozźíøit na libovolnì mnoho faktoru: Je-li T indexová mno¿ina a jsou-li M_t, t ∈ T usoøádané mno¿iny, pak klademe ∏ t∈T M_t := ( ∏ t∈T M_t, ≤), kde (x_t)_{t∈T} ≤ (y_t)_{t∈T} :⇔ x_t ≤ y_t pro vźechna t ∈ T.

De˛nice 1.8 Abychom mohli de˛novat kardinální souèet neboli disjunktní sjednocení dvou uspoøádaných mno¿in, zaved«me nejdøíve oznaèení _M_t := {t} × M_t, mno¿iny _M_1 a _M_2 jsou pak disjunktní kopie M_1 a M_2. De˛nujeme pak (M_1, ≤) + (M_2, ≤) := ( _M_1 ∪ _M_2, ≤), pøièem¿ uspoøádání je zavedeno následovnì: (s, a) ≤ (t, b) :⇔ s = taa ≤ b in M_s. Tyto de˛nice lze snadno zobecnit na pøípad libovolnì mnoha sèítancu.

Princip duality pro uspoøádané mno¿iny: Inverzní relace ≥ k uspoøádání ≤ je opìt uspoøádání. Mluvíme o duálním uspoøádání k ≤. Hasseuv diagram duální uspoøádané mno¿iny (M, ≤_M )^d := (M, ≥) získáme z diagramu (M, ≤_M ) jako zrcadlový obraz podle vodorovné pøímky. Je-li (M, ≤_M ) ∼= (N, ≤_N )^d, jsou pak obì uspoøádání duálnì izomorfní.

K výroku A v jazyce uspoøádaných mno¿in , který obsahuje kromì èistì logických èástí pouze znak ≤ , získáme duální výrok A^d, pokud nahradíme v A znak ≤ znakem ≥. A platí v nìjaké uspoøádané mno¿inì právì tehdy, kdy¿ A^d platí v duální uspoøádané mno¿inì. Princip duality se pou¿ívá pro zjednoduźení de˛nic a dukazu. Tvrdí-li vìta dva navzájem duální výroky, dokazuje se obvykle pouze jeden, zbývající se získá "‘duálnì"’, tzn. se stejným dukazem pro duální uspoøádání.

De˛nice 1.9 Bud« M uspoøádaná mno¿ina a A podmno¿ina M. Dolní závora A je prvek s z M tak, ¿e s ≤ a pro vźechna a ∈ A. Duálnì de˛nujeme horní závoru A. Existuje-li v mno¿inì vźech dolních závor mno¿iny A nejvìtźí, mluvíme pak o in˛mu mno¿iny A a znaèíme jej infA nebo ⋀ A; duálnì mluvíme o nejmenźí horní závoøe jako o supremu^† a píźeme sup A resp. ⋁ A. je-li A = {x, y}, píźeme místo infA také x ∧ y a pro sup A také x ∨ y.

2 Úplné svazy

De˛nice 2.1 Uspoøádaná mno¿ina V = (V, ≤) je svaz, jestli¿e pro ka¿dé dva prvky x a y ve V existují supremum x ∨ y a in˛mum x ∧ y. V se nazývá úplný svaz, jestli¿e pro ka¿dou podmno¿inu X mno¿iny V existují supremum ⋁ X a in˛mum ⋀ X. Ka¿dý úplný svaz V má nejvìtźí prvek, toti¿ ⋁ V , mluvíme pak o jednièce svazu a znaèíme jej 1V . Duálnì se nejmenźí prvek 0V nazývá nulou.

De˛nice úplného svazu po¿aduje, aby pro ka¿dou podmno¿inu X existovalo supremum a in˛mum, tedy také pro X = . Máme pak ⋀ = 1V a ⋁ = 0V , z èeho¿ zejména plyne V ≠ pro ka¿dý úplný svaz. Ka¿dý neprázdný koneèný svaz je úplný.

Ze svazových operací in˛mum und supremum lze nazpìt získat uspoøádání x ≤ y⇔x = x ∧ y⇔x ∨ y = y. Je-li T indexová mno¿ina a X := {x_t | t ∈ T } je z V , píźeme místo ⋁ X také ⋁ t∈T x_t a místo ⋀ X také ⋀ t∈T x_t. Operace supremuma pøíp. in˛ma jsou asociativní: Je-li {X_t | t ∈ T } systém podmno¿in V , pak platí ⋁ t∈T ( ⋁ X_t) = ⋁ ( ⋃ t∈T X_t) a duálnì ⋀ t∈T ( ⋀ X_t) = ⋀ ( ⋃ t∈T X_t). †Pro in˛mum resp. supremum je zvykem pou¿ívat oznaèení prusek resp. spojení

2 Úplné svazy 9

Princip duality pro svazy: De˛nice svazu pøíp. úplného svazu jsou samoduální: Je-li (V, ≤) (úplný) svaz, je to také (V, ≤)^d = (V, ≥). Princip duality pro uspoøádané mno¿iny lze pøenést na svazy: z jednoho svazovì-teoretického výroku lze získat duální výrok tak, ¿e symboly ≤, ∨, ∧, ⋁ , ⋀ , 0_V , 1_V atd. nahradíme ≥, ∧, ∨, ⋀ , ⋁ , 1_V , 0_V atd.

Lemma 2.2 Uspoøádaná mno¿ina, ve které pro ka¿dou podmno¿inu existuje in- ˛mum, je úplný svaz.

Dukaz. Bud« X libovolná podmno¿ina uspoøádané mno¿iny. Musíme dokázat, ¿e supremum mno¿iny X existuje. Mno¿ina S vźech horních závor mno¿iny X má in˛mum s (dokonce i tehdy, kdy¿ je S prázdná). Ka¿dý prvek X je dolní závora mno¿iny S, je tedy ≤ s. Tím je pak s samotné horní závora mno¿iny X a tedy i supremum.

Pøíklady: 1)Pro ka¿dou mno¿inu M je potenèní mno¿ina P(M)M, tj. systém vźech podmno¿in M, uspoøádána mno¿inovou inkluzí ⊆, a (P(M)M, ⊆) je úplný svaz. Svazové operace supremum und in˛mum jsou zde mno¿inové sjednocení a prunik.

2) Ka¿dý uzavøený reálný interval [a, b] s pøirozeným uspoøádáním tvoøí úplný svaz ([a, b], ≤) s obvyklým in˛mem pøíp. supremem jako svazovými operacemi. Naproti tomu uspoøádaná mno¿ina (R, ≤) je sice svaz, ale ne úplný svaz: chybí jí nejvìtźí a nejmenźí prvek.

Dalźí pøíklady úplných svazu v matematice podáme v odstavci 0.3.

De˛nice 2.3 Pro prvek v úplného svazu V de˛nujeme

v_∗ := ⋁ {x ∈ V | x < v} a v^∗ := ⋀ {x ∈ V | v < x}. Prvek v nazýváme ⋁ -ireducibilní, jestli¿e je v ≠ v_∗, pokud tedy v nelze rozlo¿it na supremum ostøe menźích prvku. v_∗ je pak jediný dolní soused prvku v. Duálnì nazýváme prvek v ⋀ -ireducibilní, jestli¿e je v ≠ v^∗. J(V) oznaèuje mno¿inu vźech ⋁ -ireducibilních prvku a M(V) mno¿inu ⋀ -ireducibilních. Mno¿ina X ⊆ V se nazývá supremum-hustá ve V , pokud lze ka¿dý prvek z V reprezentovat jako supremum nìjaké podmno¿iny X, a duálnì in˛mum-hustá, jestli¿e pro vźechna v ∈ V platí v = ⋀ {x ∈ X | v ≤ x}. Lemma 2.4 Prvek v koneèného svazu je^⋁-ireducibilní právì tehdy, kdy¿ má právì jednoho dolního souseda a ⋀ -ireducibilní právì tehdy, kdy¿ má právì jednoho horního souseda. Ka¿dá supremum-hustá mno¿ina obsahuje vźechny ⋁ - ireducibilní prvky a ka¿dá in˛mum-hustá vźechny ⋀ -ireducibilní. V koneèném svazu V je obrácenì mno¿ina J(V) supremum-hustá a M(V) in˛mum-hustá.

Dukaz. v je^⋁-ireducibilní právì tehdy, kdy¿ v_∗ ≠ v. Toto je ale rovnocenné s tím, ¿e v_∗ je nejvìtźí z tìch prvku, které jsou menźí ne¿ v, obzvláźtì je tedy jediný dolní soused v. Duálnì se tvrzení doká¿e pro ⋀ -ireducibilní prvky. Druhé tvrzení vìty je triviální, tøetí se dokazuje indukcí: Ka¿dý prvek, který sám není ⋁ -ireducibilní, je supremum ostøe menźích prvku. Jsou-li tyto suprema ⋁ - ireducibilních prvku, je i v.

Snadno lze udat pøíklad nekoneèných úplných svazu, je¿ neobsahují ani ⋁ - ireducibilní ani ⋀ -ireducibilní prvky, napø. reálný interval [0, 1] s pøirozeným uspoøádáním. V¿dy ⋁ -ireducibilní jsou (pokud existují) horní sousedé nulového prvku (zvané atomy svazu), v¿dy ⋀ -ireducibilní jsou koatomy, je¿ jsou dolní sousedé jednièky.

De˛nice 2.5 Podmno¿ina U úplného svazu V, je¿ je uzavøena na libovolná suprema, pro ni¿ tedy platí T ⊆ U ⇒ ⋁ T ∈ U, je ⋁ -podpolosvaz V. Duálnì nazýváme ⋀ -uzavøenou podmno¿inu ⋀ -podpolosvazem. Mno¿ina, je¿ je uzavøená jak vzhledem k supremum tak i in˛mum je úplný podsvaz.

De˛nice 2.6 Zobrazení φ : V −→ W mezi dvìma úplnými svazy V a W se nazývá supremum-zachovávající, pokud pro ka¿dou podmno¿inu X svazu V platí φ ⋁ X = ⋁ φ(X). ‡ Jiný název je ⋁ -mor˛smus, a duálnì: in˛mum-zachovávající zobrazení, ⋀ - mor˛smus. Zachovává-li φ jak supremuma tak in˛ma, je φ úplný (svazový) homomor˛smus.

Ka¿dé supremum-zachovávající zobrazení, tedy zejména ka¿dý úplný homomor- ˛smus, zachovává uspoøádání. Obrácenì je ka¿dý izomor˛smus uspoøádaných mno¿in mezi úplnými svazy automaticky také izomor˛smus svazu, t.j. bijektivní úplný homomor˛smus.

3 Uzávìrové operátory

De˛nice 3.1 Uzávìrový systém na mno¿inì G je mno¿ina podmno¿in, která obsahuje G a je uzavøená na libovolné pruniky. Formálnì: A ⊆ P(M)G je uzávìrový systém, pokud G ∈ A a platí X ⊆ A ⇒ ⋂ X ∈ A. ‡φ(X) znamená {φx | x ∈ X}.

Uzávìrový operátor φ na G je zobrazení, které pøiøadí ka¿dé podmno¿inì X ⊆ G uzávìr φX ⊆ G, pøièem¿ platí:

1. X ⊆ Y ⇒ φX ⊆ φY (monotonie) 2. X ⊆ φX (extenzita) 3. φφX = φX (idempotence) Uzávìrový systém a uzávìrový operátor jsou spolu tìsnì spøíznìny, jak ukazuje následující pomocná vìta:

Lemma 3.2 Je-li A uzávìrový systém na G, pak φAX := ⋂ {A ∈ A | X ⊆ A} de˛nuje uzávìrový operátor na G. Obrácenì, mno¿ina A_φ := {φX | X ⊆ G} vźech uzávìru uzávìrového operátoru φ je v¿dy uzávìrový systém, a platí φA’ = φ a zrovna tak A_φ A = A. Dukaz. • φA je uzávìrový operátor: Z X ⊆ Y plyne {A ∈ A | X ⊆ A} ⊇ {A ∈ A | Y ⊆ A}, tedy φAX = ⋂ {A ∈ A | X ⊆ A} ⊆ ⋂ {A ∈ A | Y ⊆ A} = φAY (monotonie). Extensita je triviální, idempotence: podle de˛nice φA obsahuje ka¿dý prvek A, který obsahuje X, také φAX, a obrácenì.

• A_φ je uzávìrový systém: Bud«X ⊆ A_φ. Kvuli extensitì φ je ⋂ X ⊆ φ( ⋂ X ).

Z monotonie und idempotence plyne pro X ∈ X v¿dy φ( ⋂ X ) ⊆ φX = X, co¿ implikuje φ( ⋂ X ) ⊆ ⋂ X . • X ∈ A ⇔ X = ⋂ {A ∈ A | X ⊆ A} ⇔ φAX = X ⇔ X ∈ A_φ A . • Pro A ∈ A_φ je X ⊆ A ekvivalentní s φX ⊆ A. Tedy je φA_’X = ⋂ {A ∈ A_φ | X ⊆ A} = ⋂ {A ∈ A_φ | φX ⊆ A} = φX, ponìvad¿ φX ∈ A_φ. Ka¿dý uzávìrový systém A lze pova¿ovat za mno¿inu uzávìru vhodného uzávìrového operátoru. Nazýváme proto prvky A rovnì¿ uzávìry. Lemma 3.3 Je-li A uzávìrový systém, je pak (A, ⊆) úplný svaz s operacemi ⋀ X = ⋂ X a ⋁ X = φA ⋃ X pro vźechna X ⊆ A. Obrácenì je ka¿dý úplný svaz isomorfní se svazem vźech uzávìru nìjakého uzávìrového systému.

Dukaz. őe je^⋂ X in˛mum a tím (srovnej Lemma 2.2) φA^⋃ X pøedstavuje supremum X , je zøejmé. Je-li (V, ≤) úplný svaz, je pak systém {(x] | x ∈ V } uzávìrový systém, nebot« pro ka¿dou podmno¿inu T ⊆ V platí ⋂ y∈T (y] = ( ⋀ T ].

Pøíklady U mnoha matematických struktur je systém podstruktur uzávìrový systém. Potenèní mno¿ina je pøirozenì uzávìrový systém, dalźí dule¿ité pøíklady jsou:

(1) Vektorové podprostory: Pro vektorový prostor V je systém U(V ) vźech vektorových podprostoru uzávìrový systém. Úplný svaz (U(V ), ⊆) nazýváme svaz vektorových podprostoru vektorového prostoru V ; v tomto svazu je U_1 ∨ U_2 = U_1 + U_2 ⋁ X = {u_1 + u_2 + · · · + u_n | existují U_1, . . . , U_n ∈ X tak, ¿e u_i ∈ U_i pro i = 1, . . . , n}.

(2) Podgrupy: Pro grupu G je mno¿ina U(G) vźech podgrup grupy G uzávìrový systém. Úplný svaz (U(G), ⊆) nazýváme svaz podgrup grupy G; v tomto svazu je, je-li G abelovská, U_1 ∨ U_2 = U_1 + U_2 a vźeobecnìji ⋁ X = {u_1 + u_2 + · · · + u_n | existují U_1, . . . , U_n ∈ X tak, ¿e u_i ∈ U_i pro i = 1, . . . , n}.

(3) Uzavøené mno¿iny: Pro topologický prostor T (napø. pro R^n) je mno¿ina A(T ) vźech uzavøených podmno¿in T uzávìrový systém. V úplném svazu (A(T ), ⊆) je ⋁ X = ⋃ X . (4) Konvexní mno¿iny: Pro prostor R^n je mno¿ina C(R^n) vźech konvexních podmno¿in uzávìrový systém, tedy (C(R^n), ⊆) je úplný svaz; v tomto svazu je spremum konvexní obal sjednocení.

(5) Hrany polyedru: Pro polyedr P je mno¿ina S(P ) vźech hran P uzávìrový systém. Úplný svaz (S(P ), ⊆) se nazývá svaz hran P ; pro tyto svazy neexituje ¿ádné vźeobecné "‘dobré"’ popsání suprem.

(6) Relace ekvivalence: Pro mno¿inu M je mno¿ina E(M) vźech relací equivalence uzávìrový operátor na M ×M. Úplný svaz (E(M), ⊆) se nazývá svaz ekvivalencí na M; v tomto svazu je ⋁ X = {(a, b) ∈ M × M | existujíR_1, . . . , R_n ∈ X a (x_i, x_{i+1}) ∈ R_i pro i = 1, . . . n s a = x_1 a b = x_{n+1}}.

De˛nujeme E_n := E({1, 2, . . . , n}).

Tyto svazy mají mnohé strukturální vlastnsosti, které lze blí¿e zkoumat v teorii svazu. Zmíníme se zde o nìkolika dule¿itých: De˛nice 3.4 Úplný svaz V se nazývá • distributivní, pokud pro vźechna x, y, z ∈ V jsou splnìny následující distributivní zákony:

(D_∧) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) (D_∨) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

• úplnì distributivní, pokud je splnìno následující zobecnìní obou distributivních zákonu na libovolná in˛ma und suprema pro vźechny indexové mno¿iny S, T ≠ : (D⋁ ⋀) ⋀ {⋁ {x_{s,t} | t ∈ T } | s ∈ S } = ⋁ {⋀ {x_{s,φs} | s ∈ S} | φ : S → T } . • modulární, pokud je splnìn následující zákon pro vźechny x, y a z: x ≤ z ⇒ x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z. Distributivita a modularita jsou samoduální vlastnosti: splòuje-li svaz je svaz V, pak také V^d. Vźechny udané vlastnosti se pøenáźí na úplné podsvazy. Potenèní mno¿iny jsou úplnì distributivní, vektorové podprostory jsou modulární. Pro speciální pøípad S := {0, 1}, x_{0,t} := xax_{1,t} := x_t∀t ∈ T získáme z úplné distributivity slabźí zákon (D_∧ ⋁) x ∧ ⋁ t∈T x_t = ⋁ t∈T (x ∧ x_t), a odpovídajícnì duální zákon (D_∨ ⋀).

14 Základy teorie uspoøádaných mno¿in

Chapter 1

Pojmové svazy kontextu

Elementární základní pojmy formální pojmové analýzy jsou formální kontext a formální pojem. Dodatek "‘formální"’ má v obou pøípadech zduraznit, ¿e se pøitom jedná o matematické stuace, je¿ odrá¿í pouze nìkteré aspekty významu obecného jazyka kontextu a pojmu. Tento dodatek budeme pou¿ívat pouze u de˛nic a nebudeme jej z pohodlnosti pou¿ívat, jak u¿ je napø. vidìt v nadpisu prvního odstavce. Bude tedy vlastnì platit dohoda, ¿e kdekoliv budeme psát kontext nebo pojem, mìlo by se vlastnì èíst formální kontext pøíp. formální pojem.

1 Kontext a pojem

De˛nice 1.1 Formální kontext K := (G, M, I) sestává ze dvou mno¿in G a

M spolu s relací I mezi G a M. Prvky mno¿iny G nazýváme pøedmìty, prvky mno¿iny M znaky kontextu. gIm èteme jako "‘pøedmìt g má znak m"’.

Malý kontext lze pohodlnì znázornit pomocí tabulky, tzn. pomocí pravoúhlé tabulky, její¿ øádky jsou oznaèeny pøedmìty a její¿ sloupce jsou oznaèeny znaky. Køí¿ek v øádku g a sloupci m udává, ¿e pøedmìt g má znak m.

De˛nice 1.2 Pro mno¿inu A ⊆ G pøedmìtu de˛nujeme mno¿inu A^′ := {m ∈ M | gIm pro vźechna g ∈ A} (mno¿ina spoleèných znaku vźech pøedmìtu v A). Odpovídajícbì de˛nujeme pro mno¿inu B znaku podmno¿inu B^′ := {g ∈ G | gIm pro vźechna m ∈ B} (mno¿ina vźech pøedmìtu, které mají vźechny znaky z B).

De˛nice 1.3 Formální pojem kontextu (G, M, I) je dvojice (A, B), kde A ⊆

G, B ⊆ M, A^′ = B a B^′ = A. Nazýváme pak A rozsah a B obsah pojmu (A, B). BG oznaèuje systém vźech pojmu kontextu (G, M, I).

Rozsah A a obsah B pojmu (A, B) jsou spojeny co nejtìsnìji relací I. Ka¿dá z tìchto dvou èástí urèuje druhou a tím i celý pojem, nebot« je B^′ = A pøíp. A^′ = B. Dalźí jednoduchá pravidla této souhry jsou poznaèena v následujícím jednoduchém lemmatu:

Lemma 1.4 Je-li (G, M, I) kontext a jsou-li A, A_1, A_2 ⊆ G mno¿iny pøedmìtu,

B, B_1, B_2 mno¿iny znaku, tak platí 1) A_1 ⊆ A_2 ⇒ A^′_2 ⊆ A^′_1 2) A ⊆ A^{′′} 3) A^′ = A^{′′′}

1’) B_1 ⊆ B_2 ⇒ B^′_2 ⊆ B^′_1 2’) B ⊆ B^{′′} 3’) B^′ = B^{′′′} 4) A ⊆ B^′ ⇔ B ⊆ A^′ ⇔ A × B ⊆ I. Dukaz. 1) Je-li m ∈ A^′_2, tak platí gIm pro vźechna g ∈ A_2, tedy zejména gIm pro vźechna g ∈ A_1 pokud A_1 ⊆ A_2, a tímto pak m ∈ A^′_1. 2) Je-li g ∈ A, tak platí gIm pro vźechna m ∈ A^′, odkud plyne g ∈ A^{′′}. 3) A^′ ⊆ A^{′′′} plyne bezprostøednì z 2’), a z A ⊆ A^{′′} obdr¿íme dle 1) A^{′′′} ⊆ A^′. 4) plyne pøímo z de˛nice.

Lemma ukazuje, ¿e oba odvozovací operátory tvoøí Galoisovu konexi mezi svazy potenèních mno¿in P(M)G a P(M)M (porovnej s 0.4). Obdr¿íme tedy na G a na M dva navzájem duálnì izomorfní uzávìrové systémy:

Pro ka¿dou mno¿inu A ⊆ G je A^′ pojmový obsah (tzn. obsah nìjakého pojmu), nebot« (A^{′′}, A^′) je v¿dy pojem. A^{′′} je pak nejmenźí pojmový rozsah, který A obsahuje. Je tedy mno¿ina A ⊆ G pojmový rozsah právì tehdy, kdy¿ je A = A^{′′}, a odpovídajícnì to platí pro pojmové obsahy. Sjednocení pojmových rozsahu není obecnì opìt pojmový rozsah. Naproti tomu je prunik libovolnì mnoha pojmových rozsahu (pøíp. pojmových obsahu ) v¿dy pojmový rozsah (pojmový obsah), jak ukazuje následující lemma:

Lemma 1.5 Je-li T indexová mno¿ina a je-li pro ka¿dé t ∈ T A_t ⊆ G mno¿ina pøedmìtu, tak je ( ⋃ t∈T A_t )′ = ⋂ t∈T A^′_t. Odpovídající platí pro mno¿iny znaku.

1 Kontext a pojem 17

Dukaz. m ∈ ( ⋃ t∈T A_t )′ ⇔ gIm pro vźechna g ∈ ⋃ t∈T A_t ⇔ gIm pro vźechna g ∈ A_t pro vźechna t ∈ T ⇔ m ∈ A^′_t pro vźechna t ∈ T ⇔ m ∈ ⋂ t∈T A^′_t. De˛nice 1.6 Jsou-li (A_1, B_1) a (A_2, B_2) pojmy kontextu, pak øíkáme, ¿e pojem (A_1, B_1) je podpojem pojmu (A_2, B_2), jestli¿e A_1 ⊆ A_2 (to je ekvivalentní tomu, ¿e B_2 ⊆ B_1). (A_2, B_2) je pak nadpojem pojmu (A_1, B_1), a píźeme (A_1, B_1) ≤ (A_2, B_2). Relace ≤ se nazývá hierarchické uspoøádání (nebo jen Uspoøádání) pojmu. Takto uspoøádanou mno¿inu vźech pojmu kontextu (G, M, I) oznaèujeme BV a nazýváme ji pojmový svaz.

Vìta 1.1 (Hlavní vìta o pojmových svazech) Pojmový svaz BV je úplný svaz, ve kterém jsou in˛mum a supremum popsány následovnì: ⋀ t∈T (A_t, B_t) = ( ⋂ t∈T A_t, ( ⋃ t∈T B_t )′′)

⋁ t∈T (A_t, B_t) = (( ⋃ t∈T A_t )′′ , ⋂ t∈T B_t ) . Úplný svaz V je právì tehdy izomorfní s BV, jestli¿e existují zobrazení γ : G −→ V a μ : M −→ V tak, ¿e γ(G) je supremum-hustá ve V a μ(M) je in˛mum-hustá ve V, a gIm je ekvivalentní s γg ≤ μm pro vźechna g ∈ G a vźechna m ∈ M. Zejména máme V ∼= BV(V, V, ≤). Dukaz. Hlavní vìty: Nejdøíve vysvìtlíme formuli pro in˛mum. Proto¿e A_t = B^′_t platí pro vźechna t ∈ T , lze s pomocí lemmatu 1.5 pøeformulovat (⋂ t∈T A_t, ( ⋃ t∈T B_t)^{′′} ) na ( ( ⋃ t∈T B_t)^′ , ( ⋃ t∈T B_t)^{′′} ) , je tedy tvaru (X^′, X^{′′}) a tedy jistì pojem. őe se mu¿e jednat pouze o in˛mum, tedy nejvìtźí spoleèný podpojem pojmu (A_t, B_t), plyne okam¿itì z toho, ¿e rozsah tohoto pojmu je právì prunik rozsahu (A_t, B_t). Formule pro supremum se oduvodní analogicky. Tím je nyní dokázáno, ¿e BV je úplný svaz.

Nyní doká¿eme, nejdøíve ve speciílním tvaru V = BV, existenci zobrazení γ a μ s po¿adovanýni vlastnostmi. De˛nujeme γg := ({g}^{′′}, {g}^′) pro g ∈ G aμm := ({m}^′, {m}^{′′}) pro m ∈ M. Máme γg ≤ μm ⇔ {g}^{′′} ⊆ {m}^′ ⇔ {g}^′ ⊇ {m} ⇔ m ∈ {g}^′ ⇔ gIm, jak bylo øeèeno. Mimo to platí pro ka¿dý pojem (A, B) na základì dokázaných formulí ⋁ g∈A ({g}^{′′}, {g}^′) = (A, B) = ⋀ m∈B ({m}^′, {m}^{′′}), γ(G) je tedy supremum{ a μ(M) in˛mum-hustá v BV. Je-li obecnìji V ∼= BV a φ : BV −→ V izomor˛smus, pak de˛nujeme γ a μ pomocí γg := φ({g}^{′′}, {g}^′) pro g ∈ G a μm := φ({m}^′, {m}^{′′}) pro m ∈ M. Tvrzené vlastnosti se pøenáźí.

Je-li obrácenì V úplný svaz a jsou-li γ : G −→ V, μ : M −→ V zobrazení s udanými vlastnostmi, pak de˛nujeme φ : BV −→ V jako φ(A, B) := sup{γ(g) | g ∈ A}. φ je zøejmì izotonní. Abychom dokázali, ¿e φ je izomor˛smus, musíme tedy dokázat, ¿e φ^{−1} existuje a ¿e je zároveò izotonní. De˛nujeme k tomu pro x ∈ V ψx := ({g ∈ G | γg ≤ x}, {m ∈ M | x ≤ μm}), a uká¿eme, ¿e ψx je pojem kontextu (G, M, I): h ∈ {g ∈ G | γg ≤ x} ⇔ γh ≤ x ⇔ γh ≤ μn∀n ∈ {m ∈ M | x ≤ μm} ⇔ hIn∀n ∈ {m ∈ M | x ≤ μm} ⇔ h ∈ {m ∈ M | x ≤ μm}^′. Druhou podmínku získáme odpovídajícnì. Máme tedy de˛nováno zobrazení ψ : V −→ BV, a bezprostøednì z de˛nice lze vyèíst, ¿e ψ je izotonní. Doká¿eme jeźtì φ = ψ^{−1}. Je φψx = ⋁ {γg | g ∈ G, γg ≤ x} = x, proto¿e γ(G) je supremumhustá v V. Z druhé strany je φ(A, B) = ⋀ {μm | m ∈ B}, proto¿e μ(M) je in˛mum-hustá v V ist, a tedy ψφ(A, B) = ψ ⋀ {μm | m ∈ B} = ({g ∈ G | γg ≤ ⋀ {μm | m ∈ B}}, {. . .}^′) = ({g ∈ G | γg ≤ μm∀m ∈ B}, {. . .}^′) = ({g ∈ G | gIm∀m ∈ B}, {. . .}^′) = (B^′, B^{′′}) = (A, B).

Zvolíme-li za úplný svaz V speziálnì G := V, M := V, I :=≤ a γ a μ jako identity na V , pak obdr¿íme V ∼= BV.

Princip duality pro pojmové svazy Pro kontext (G, M, I) je také (M, G, I^{−1}) kontext, a sice s pojmovým svazem BV(M, G, I^{−1}) = BV^d. Jinak øeèeno: zamìnímeli role pøedmìtu a znaku, obdr¿íme tak duální pojmový svaz. Tím se princip duality pøenáźí také na formální pojmovou analýzu.

Zobrazení γ a μ, je¿ se vyskytla v hlavní vìtì, udávají, jak lze kontext opìt nalézt v pojmovém svazu. Toto prohloubíme v následující de˛nici.

De˛nice 1.7 Pro pøedmìt g ∈ G píźeme g^′ místo {g}^′ pro pøedmìtový obsah {m ∈ M | gIm} k pøedmìtu g. Odpovídajícnì je m^′ := {g ∈ G | gIm} znakový rozsah ke znaku m. Ve shodì s oznaèením pou¿itým v hlavní vìtì píźeme γg pro pøedmìtový pojem (g^{′′}, g^′) μm pro znakový pojem (m^′, m^{′′}).

Mu¿eme pak v¿dy jak kontext tak i vźechny pojmové rozsahy a pojmové obsahy vyèíst z liniového diagramu: Hledáme-li k nìjakému malému krou¿ku, který reprezentuje pojem, odpovídající pojmový rozsah, tak tento sestává z tìch pøedmìtu, které le¿í na stoupajících tazích z tohoto krou¿ku. Odpovídajícnì najdeme pojmový obsah tak, ¿e sledujeme okem vźechny stoupající tahy z tohoto krou¿ku a poznaèíme si na nich zanesené znaky.

2 Kontext a pojmový systém

Z systému vźech pojmu kontextu lze bez obtí¿í tento kontext zrekonstruovat: Je toti¿ G = ⋃ {A | (A, B) ∈ BG}, M = ⋃ {B | (A, B) ∈ BG}, I = ⋃ {A × B | (A, B) ∈ BG}. Z pojmového svazu lze tento kontext vyèíst jeźtì jednoduźeji, jak ukazuje hlavní vìta. Z druhé strany mohou být pojmové svazy ruzních kontextu velmi dobøe navzájem izomorfní. K manipulacím s kontextem, které nemìní strukturu pojmového svazu, patøí slouèení pøedmìtu se stejným obsahem pøíp. znaku se stejným rozsahem:

De˛nice 2.1 Kontext (G, M, I) se nazývá èistý, jestli¿e pro ka¿dé dva pøedmìty

g, h ∈ G z g^′ = h^′ implikuje g = h a odpovídajícnì m^′ = n^′ ⇒ m = n pro vźechna m, n ∈ M. Stejnì tak jsou bez významu na strukturz pojmového svazu znaky, které lze zapsat jako kombinaci jiných znaku. Preciznìji to formulujme takto: Je-li m ∈ M znak a je-li X ⊆ M mno¿ina znaku s m ∉ X, ale m^′ = X^′, tak je znakový pojem μm in˛mum znakových pojmu μx, x ∈ X, mno¿ina μ(M \ {m}) je tedy zároveò in˛mum-hustá v BV a podle Hlavní vìty je BV ∼= BV(G, M \ {m}, I ∩

(G × (M \ {m}))). Toto odstranìní reducibilních znaku, tzn. znaku s ⋀ - reducibilních znakových pojmu, pøíp. reducibilních pøedmìtu, tedy pøedmìtu s ⋁ -reducibilními pøedmìtovými pojmy, nazýváme redukcí kontextu. V¿dy reducibilní jsou plné øádky a plné sloupce; tím míníme pøedmìty g s g^′ = M pøíp. znaky m s m^′ = G.

De˛nice 2.2 Èistý kontext (G, M, I) se nazývá øádkovì redukovaný, jestli¿e ka¿dý pøedmìtový pojem je ⋁ -ireducibilní, a sloupcovì redukovaný, jestli¿e ka¿dý znakový pojem je ⋀ -ireducibilní. Kontext, který je jak øádkovì redukovaný tak sloupcovì redukovaný, je redukovaný.

Snadno lze zadat nekoneèné kontexte, ve kterých jsou vźechny znaky a vźechny pøedmìty reducibilní (srov. str. 10), nelze tedy simultánnì vźechny reducibilní pøedmìty a znaky vypustit. U koneèných pojmových svazu to vźak není ¿ádný problém, proto¿e v koneèném svazu je ka¿dý prvek spojení ⋁ -ireducibilních a prusek ⋀ -ireducibilních prvku.

Lemma 2.3 Pro ka¿dý koneèný svaz V existuje a¿ na izomor˛smus^∗ právì jeden redukovaný kontext K tak, ¿e V ∼= BV(K), toti¿ K = (J(V), M(V), ≤). Pro praktickou práci s kontexty znamená lemma následující: Ka¿dý koneèný kontext lze pøevést do redukovaného tvaru, ani¿ se zmìní struktura pojmového svazu, a tato je jednoznaèná. Nejdøíví kontext oèistíme, tedy slouèíme vźechny prvky se stejným obsahem a právì tak znaky se stejným rozsahem. Pak vyźkrkáme vźechny pøedmìty, jejich¿ obsah lze zapsat jako prunik jiných pøedmìtových obsahu, a právì tak vźechny znaky, jejich¿ rozsah je prunik jiných znakových rozsahu.

Z pojmu redukovaného kontextu lze získat jednoduźe získat puvodní pojmy, kdy¿ si zapsali postup redukce. Je-li (G, M, I) koneèný kontext, G mno¿ina ireducibilních pøedmìtu a M mno¿ina ireducibilních znaku, tak je redukovaný kontext (G, M, I ∩ (G × M )), a ka¿dý pojem (A, B) kontextu (G, M, I) odpovídá pojmu (A ∩ G, B ∩ M) redukovaného kontextu (G, M, I ∩ (G × M)). Pro ka¿dý pøedmìt g ∈ G a ka¿dý pojmový rozsah A kontextu (G, M, I) platí g ∈ A ⇔ g^{′′} ∩ G ⊆ A ∩ G, duálnì pak pro znakyk. Poznamenejme si tedy pro ka¿dý reducibilní pøedmìt g mno¿inu g^{′′} ∩ G a pro ka¿dý reducibilní znak m mno¿inu m^{′′} ∩ M, pak lze snadno

∗Dva kontexty (G

1, M_1, I_1) a (G_2, M_2, I_2) jsou izomorfní, jestli¿e existují bijekce α : G_1 −→ G_2, β : M_1 −→ M_2 tak, ¿e gI_1m ⇔ (αg)I_2(βm) pro vźechna g ∈ G_1, m ∈ M_1.

× × × × × × ↗↖ ↖ ↗↖ × × × ↗ × ↗ ↗ × × ↗↖

× ↗↖ ↖ ↗↖ × × ↗ × ↗↖

Figure 1.1: Kontext s relacemi źipka a redukovaný kontext.

zjistit pojmy kontextu (G, M, I) z pojmu redukovaného kontextu (G, M, I ∩(G × M)).

Redukování èistého kontextu lze provést jiným zpusobem, toti¿ s pomocí relacemi źipka, které budou de˛novány následovnì:

De˛nice 2.4 Je-li (G, M, I) kontext, g ∈ G pøedmìt a m ∈ M znak, pak píźeme g↖m :⇔ { g ̸Im a jestli¿e g^′ ⊆ h^′ a g^′ ≠ h^′, pak hIm g↗m :⇔ { g ̸Im a jestli¿e m^′ ⊆ n^′ a m^′ ≠ n^′, pak gIn g↗↖m :⇔ g↖m a g↗m. Je tedy g↖m právì tehdy, kdy¿ g^′ je maximální mezi vźemi pøedmìtovými obsahy, ve kterých se m nevyskytuje. Jinými slovy: g↖m platí právì tehdy, kdy¿ g nemá znak m, m ale le¿í v obsahu ka¿dého vlastního podpojmu pojmu γg.

Pøíklad 2.5 Obrázek 1.1 ukazuje kontext s relacemi źipka; vedle je pak redukovaný kontext.

Tyto relace lze pohodlnì zapsat do tabulky, proto¿e pøipadají pouze na ty dvojice znak-pøedmìt, které nestojí v relaci I. Jejich význam pro redukci udává následující pomocná vìta:

Lemma 2.6 V ka¿dém kontextu platí:

a) γg je^⋁-ireducibilní ⇔ existuje m ∈ M tak, ¿e g↖m.

b) μm je^⋀-ireducibilní ⇔ existuje g ∈ G tak, ¿e g↗m.

Kromì toho v ka¿dém koneèném kontextu platí:

a) γg je^⋁-ireduzibilní ⇔ existuje m ∈ M tak, ¿e g↗↖m.

b) μm je^⋀-ireducibilní ⇔ existuje g ∈ G tak, ¿e g↗↖m.

Dukaz. a) Klademe (γg)_∗ :=^⋁{x ∈ BV | x < γg}. (γg)_∗ je podpojem pojmu

γg a γg je právì tehdy ⋁ -ireduzibilní, kdy¿ je γg ≠ (γg)_∗ a toto je ekvivalentní tomu, ¿e existuje znak m v obsahu pojmu (γg)_∗, který nele¿í v obsahu pojmu γg, tj. tomu, ¿e g↖m pro m ∈ M. Vybereme-li m maximální mezi znaky tak, ¿e g↖m, pak platí také g↗m, tedy g↗↖m. b) Doká¿e se duálnì.

Abychom zredukovali koneèný èistý kontext, zaneseme nejprve do tabulky relace źipka a vyźkrtáme vźechny øádky a sloupce v tabulce, které neobsahují ¿ádnou oboustrannou źipku.

Pøedpoklad koneènosti v lemmatech 2.3 a 2.6 lze zeslabit:

De˛nice 2.7 Kontext (G, M, I) se nazývá dvojnásobnì fundovaný, jestli¿e pro ka¿dý pøedmìt g ∈ G a ka¿dý znak m ∈ M tak, ¿e g ̸Im existují pøedmìt h ∈ G a znak n∈ M tak, ¿e g↗n a m^′ ⊆ n^′, a zároveò h↖m a g^′ ⊆ h^′. Úplný svaz (V, ≤) nazýváme dvojnásobnì fundovaný, jestli¿e pro ka¿dé dva prvky x < y z V existují prvky s, t ∈ V tak, ¿e:

s je minimální vzhledem k s ≤ y, s ≰ x, a zároveò t je maximální vzhledem k t ≥ x, t ≱ y.

Prvek s , který je, jak je popsáno v de˛nici, minimální vzhledem k s ≰ x, musí být ⋁ -ireduzibilní a splòovat s_∗ ≤ x. Duálnì je t právì tehdy maximální vzhledem k t ≱ y, kdy¿ t je ⋁ -ireduzibilní a platí t ≱ y, t^∗ ≥ y.

Lemma 2.8 a) Ka¿dý koneèný kontext je dvojnásobnì fundovaný.

b) Kontext, ve kterém neesistují ¿ádné nekoneèné øetìzce g_1, g_2, . . . pøedmìtu tak, ¿e g^′_1 ⊂ g^′_2 ⊂ . . . und a ¿ádné nekoneèné øetìzce m_1, m_2, . . . znaku tak, ¿e m^′_1 ⊂ m^′_2 ⊂ . . ., je dvojnásobnì fundovaný.

c) Ka¿dý pojem nìjakého dvojnásobnì fundovaného kontextu je supremum^⋁-ireducibilních pojmu a in˛mum ⋀ - ireducibilních pojmu. Lemma 2.3 platí tedy také pro pojmové svazy dvojnásobnì fundovaných kontextu.

d) Je-li (G, M, I) dvojnásobnì fundovaný a g ∈ G, m ∈ M, pak platí: jestli¿e

g↖m, pak existuje znak n tak, ¿e g↗↖n, pokud g↗m, pak existuje pøedmìt h tak, ¿e h↗↖m.

Dukaz. b) Pokud g ̸Im_i a neplatí-li g↗m_i, pak existuje podle de˛nice relací źipka znak m_{i+1} ≠ m_i tak, ¿e g ̸Im_{i+1} a m^′_i ⊂ m^′_{i+1}. Platí-li dodateènì g↖m_i, pak také g↖m_{i+1}. S tímto argumentem získáme, vycházeje z m_1 := m øetìz znaku s rostoucími sloucovými rozsahy. Tento øetìzec musí být podle pøedpokladu koneèný, a konèí se znakem m_j =: n tak, ¿e g↗n a g↖n, tedy g↗↖n. a) plyne bezprostøednì z b). c) Bud« (A, B) pojem a (C, D) :=^⋁{γx | x ∈ A, γx ⋁ −ireducibilní}. Pøedpokládejme (C, D) < (A, B). Pak existuje m ∈ D, g ∈ A tak, ¿e g ̸Im. Tedy existuje h ∈ G tak, ¿e h↖m a g^′ ⊆ h^′, tedy h ∈ A. Kvuli h↖m je γh ⋁ -ireducibilní, tedy h ∈ C a tímto m ∈ h^′, co¿ je spor. d) Z g↖m plyne g ̸Im, tedy existuje n ∈ M tak, ¿e m^′ ⊆ n^′ a g↗n. Dohromady pak g↗↖n. Lemma 2.9 Je-li BV dvojnásobnì fundovaný, je také (G, M, I) dvojnásobnì fundovaný. Není-li úplný svaz V dvojnásobnì fundovaný, není také kontext (V, V, ≤ ) dvojnásobnì fundovaný.

Dukaz. Bud« BV dvojnásobnì fundovaný, g ∈ G, m ∈ M tak, ¿e g ̸Im, tedy

γg ≰ μm. Pro x := μm a y := μm ∨ γg existuje pojem t, je¿ je maximální vzhledem k t ≥ x, t ≱ y. Na základì této vlastnosti maximality musí být t ⋀ -ireducibilní, existuje tedy znak n tak, ¿e t = μn. Tímto platí g↗n a m^′ ⊆ n^′.

Duálnì obdr¿íme druhou podmínku.

Je-li ale (V, V, ≤) dvojnásobnì fundovaný, musí být také V dvojnásobnì fundovaný: Bud« x < y v V, pak jistì platí y ≰ x, tzn. y ̸Ix v (V, V, ≤). Z de˛nice dvojnásobné fundovanosti v kontextu (V, V, ≤) plyne existence prvku s ∈ V tak, ¿e s↖x a y^′ ⊆ s^′, tedy s je minimální vzhledem k s ≰ x, s ≤ y. Druhou podmínku doká¿eme opìt s duálním argumentem.

Úplný svaz V je tedy dvojnásobnì fundovaný právì tehdy, kdy¿ ka¿dý kontext (G, M, I) tak, ¿e V ∼= BV, je dvojnásobnì fundovaný. Je nutno uvá¿it, ¿e pojmový svaz dvojnásobnì fundovaného kontextu nemusí být dvojnásobnì fundovaný, jak ukazuje pøíklad (N, N, ≤).

3 Vícehodnotové kontexty

V hovorové øeèi se slovo "‘znak"’ nepou¿ívá pouze pro vlastnosti, které mu¿e mít pøedmìt nebo ne: znaky jako "‘barva"’, "‘váha"’, "‘pohlaví"’, "‘známka"’ mají hodnoty. Oznaèujeme je jako vícehodnotové znaky, na rozdíl k doposud uva¿ovanýmn jednohodnotovým znakum.

De˛nice 3.1 Vícehodnotový kontext (G, M, W, I) se skládá z mno¿in G, M a

W a ternární relace I mezi G, M a W (tzn. I ⊆ G × M × W ), pøièem¿ platí: z (g, m, w) ∈ I a (g, m, v) ∈ I plyne w = v.

Prvky z G nazýváme pøedmìty, prvky z M (vícehodnotové) znaky a prvky z W hodnoty. (g, m, w) ∈ I èteme jako "‘znak m má u pøedmìtu g hodnotu w"’. (G, M, W, I) se nazývá n-hodnotový kontext, jestli¿e má W n prvku. Mnohohodnotové znaky lze pova¿ovat za parciální zobrazení z G do W , je tedy nasnadì psát m(g) = w místo (g, m, w) ∈ I. De˛nièní obor znaku m je de˛nován jako dom(m) := {g ∈ G | (g, m, w) ∈ I pro w ∈ W }. Znak m se nazývá úplný, jestli¿e je dom(m) = G, vícehodnotový kontext se nazývá úplný, jestli¿e jsou vźechny znaky úplné.

Jako doposud uva¿ované jednohodnotové kontexty mu¿eme vícehodnotové kontexty reprezentovat tabulkami, ve kterých jsou øádky pojmenované podle pøedmìtu a sloupce podle znaku. Záznam v øádku g a sloupci m je pak hodnota znaku m(g). Nemá-li znak m ¿ádnou hodnotu pøi pøedmìtu g, nebude nic zapsáno.

Jak lze pøiøadit vícehodnotovému kontextu pojmy? Provedeme to následovnì: vícehodnotový kontext se promìní v jednohodnotový podle pravidel, která dole vysvìtlíme. Pojmy tohoto odvozeného jednohodnotového kontextu budou pak vykládány jako pojmy vícehodnotového kontextu. Tento interpretaèní postup, nazývaný vytváøení źkály, není v ¿ádném pøípadì jednoznaèný, systém pojmu vícehodnotového kontextu závisí tedy na vytváøení źkály. To nás mu¿e nejdøíve mást, ukazuje se vźak jako vynikající nástroj k cílenému vyhodnocování dat.

Pro vytváøení stupnice se nejdøíve interpretuje ka¿dý znak vícehodnotového kontextu, který¿to nazýváme źkálou.

De˛nice 3.2 ľkála pro znak m vícehodnotového kontextu je (jednohodnotový) kontext SS_m := (G_m, M_m, I_m) s m(G) ⊆ G_m. Pøedmìty źkály nazýváme hodnoty źkály, znaky pak znaky źkály.

Ka¿dý kontext lze pou¿ít jako źkála, formálnì není mezi źkálou a kontextem ¿ádný rozdíl. Chceme ale oznaèení "‘źkála"’ pou¿ívat pouze pro takové kontexty, které mají jasnou pojmovou strukturu a nesou význam. Nìkolik obzvláźt« jednoduchých kontextu budeme znovu a znovu pou¿ívat jako źkály, ty nejdule¿itìjźí jsou shrnuty v dalźím paragrafu.

Volba źkály k znaku m není, jak u¿ bylo øeèeno, matematicky nutná, jedná se o interpretaèní rozhodnutí. To samé platí pro druhý krok vytváøení źkály, slouèení źkála do jednohodnotového kontextu. V nejjednoduźźím pøípadu pro to postaèuje nezávislé shrnutí jednotlivých źkál, popisujeme jej jako jednoduché vytváøení źkály. Obzvláźt« v pøípadì èíselných źkál se s tím ale nespokojíme, potøebujeme pak vytváøení źkály pomocí operátoru kompozice.

U jednoduchého vytváøení źkályjednoduché vytváøení źkály získáme z vícehodnotového kontextu (G, M, W, I) a źkálových kontextu SS_m, m ∈ M, odvozený jednohodnotový kontext následovnì: Mno¿ina pøedmìtu G zustane nezmìnìna, ka¿dý vícehodnotový znak m bude nahrazen źkálovými znaky źkály SS_m. Pøedstavímeli si vícehodnotový kontext pomocí tabulky, mu¿eme si pak zpøehlednit jednoduché vytváøení źkály následovnì: Ka¿dá znaková hodnota m(g) se nahradí odpovídajícím øádkem k m(g) źkálového kontextu SS_m. Pøesný popis se dozvíme v následující de˛nici, pro ni¿ pou¿ijem jeźtì jednu zkratku: Mno¿ina znaku odvozeného kontextu je disjunktní sjednocení znakových mno¿in podílejících se źkál. Abychom zajistili, ¿e mno¿iny jsou disjunktní, nahradíme znakové mno¿iny źkály SS_m mno¿inami _M_m := {m} × M_m. De˛nice 3.3 Je-li (G, M, W, I) vícehodnotový kontext a jsou-li SS_m, m ∈ M, źkálové kontexty, pak je odvozený kontext vzhledem k jednoduchému vytváøení źkály kontext (G, N, J) s

N := ⋃ m∈M _M_m, a gJ(m, n) :⇔ m(g) = w a wI_mn. Èasto se vyskytující speciální pøípad jednoduchého vytváøení źkály je, ¿e vźechny vícehodnotové kontexty jsou interpretovány vzhledem ke stejné źkále nebo systému źkál. Mluvíme o nominálnì źkálovaném kontextu, jestli¿e vźechny źkály SS_m jsou nominální źkály, atd.