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Kapitola 1

Délitelnost v Z, nejvétsi spolecny
délitel, Bézoutova rovnost

1.1 Opakovani z prednasky

Necht d, n € Z. Rekneme, 7e d déli n, pokud 3k € Z takové, ze n = d - k. PiSeme d | n
Také fikame, Ze n je délitelné d. Snadno se vidi, Ze n | n a pokud d | n a n | m, pak d | m.
Jedn4 se tedy o pfeduspofddani na mnoziné celych ¢isel. Déle plati, Ze pokud a |ba b | a,
pak b = *+a. AZ na znaménko se tedy jedna o usporadani.

Nejvétsim spolecngm délitelem dvou Cisel a, b € Z rozumime takové d € Z, ze d | a,
d | b a kazdé c € Z spliujici ¢ | a a ¢ | b spliiuje také ¢ | d. Jedn4 se o spoleéného délitele
nejvétsiho vzhledem k relaci |.

Véta. Pro a, b € Z existuje jejich nejvétsi spolecny délitel.

Tohoto délitele zapisujeme nsd(a, b), ged(a, b) nebo jen (a,bd). Je uréen jednoznacéné az
na znaménko.

Diikaz — Fukleiduv algoritmus. Délime vétsi ¢islo mensim se zbytkem. V néasledujicim kroku
vzdy vezmeme za novy délenec délitel z predchoziho kroku a za novy délitel zbytek z pred-
choziho kroku. ProtozZe se zbytky zmensSuji (vici délitelnosti), po koneéném poétu kroki
dostaneme za zbytek nulu a algoritmus se zastavi. Posledni nenulovy zbytek je nejvétsim
spolecnym délitelem.

Protoze pri ziskavani zbytku se odecitaji nasobky délence, neméni se spolecni délitelé,
tedy ani nejvétsi spolecny délitel. ]

Pokud (a,b) = 1, nazyvame tato Gisla nesoudélngmi. Uvedeme nékteré vlastnosti nej-
vétsiho spole¢ného délitele:
(a,b) = (b, a) (1.1)
(a,b) = (a,b+ak) :
(a,b) =1= (a,bc) = (a,c) (1.3)
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Vlastnost (1.2) vlastné odpovidd Eukleidovu algoritmu.

Véta (Bézoutova rovnost). Necht m, n € Z. Oznac¢me d := (m,n). Poté existuji p, q € Z
takové, Ze pm + q,n = d.

Pozndmka. Koeficienty p a q, nazyvané Bézoutovymi, nejsou urceny jednoznacné. Existuje
totiZ nekoneéné mnoho dvojic Cisel r a s takovych, ze rm + sn = 0 (napfiklad r = kn,
s=—kmprok €Z). Pakd=(p+r)m+ (¢g+s)n.

Diikaz. Koeficienty lze zjistit zpétnym dosazovanim do Eukleidova algoritmu. Nejvétsi spo-
lecny délitel si vyjadiime jako rozdil délence a nasobku délitele. Poté si vyjadiujeme délence
pomoci predchozich krokii algoritmu. ]

Nejvétsiho spolec¢ného délitele i Bézoutovy koeficienty pro éisla m, n lze spocéitat také

dpravou matice
1 0 m
01 n

elementarnimi fadkovymi dpravami (nad Z! — tedy jen pfi¢tenim k-nésobku jednoho fadku
k druhému, prohozenim fadki a vynasobenim jednoho fadku invertibilnim Cislem, tedy

+1) do tvaru
pgqd
r s 0

kde pm +gn = d = (m,n) a rm + sn = 0. Béhem providéni dprav ve tfetim sloupci
proviadime vlastné Eukleidiv algoritmus, tudiz d je skuteéné (m,n). Navic elementarni
radkové tpravy zachovavaji tu vlastnost, Zze sou¢tem m-nasobku prvniho sloupce a n-na-
sobku druhého sloupce dostaneme treti sloupec, z ¢ehoz je vidét, Ze p a ¢ jsou skutecné
Bézoutovy koeficienty.

1.2 Priklady resené na cviceni
Priklad 1.1. Dokazte, Ze pro vSechna cela ¢isla n plati
« n? d4vé zbytek 0 nebo 1 po dé&leni 4,
o n? dava zbytek 0, 1 nebo 4 po déleni 8.

Reseni. Obecnd mame-li uréovat zbytek vyrazu f(n) po déleni d, musime uvazovat n = dk,
n=dk+1,...,n=dk+ (d—1). V nékterych pfipadech si mizeme situaci zjednodusit
znalosti vyrazu f(n). Protoze (dk + ¢)? = d?> k? + 2d k¢ + 2, stali uvazovat d’ takové, Ze
d? i 2d' jsou délitelné d.

e Stadi uvaZovat n =2k nebon =2k + 1. Pak

n? = (2k)? = 4k?
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nebo
n?=0Qk+1)? =4k 4+4k+1=4(K>+k)+1
tedy zbytek n? po déleni 4 je skutetné 0 nebo 1.

7 pfedchoziho bodu bychom mohli jiZ vyvodit, %e zbytek n? po déleni 8 je 0, 1, 4
nebo 5. Na dikaz budeme potiebovat uvazovat n =4k, n =4k+1,n = 4k+2 nebo
n =4k — 1 (posledni protoze 4k +3 =4(k+1) — 1). Pak

n? = (4k)* = 16 k* = 8(2k?),
n’=(4k+1)?=16k>+8k+1=8(2k*+ k) + 1,
n?=(4k+2)?=16k>+ 16k +4=8(2k* +2k) + 4

nebo
n*=(4k—-1)?=16k*-8k+1=82k*—k)+ 1.
Zbytek po déleni n? osmi je tedy skuteéné 0, 1 nebo 4. A

Priklad 1.2. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 89, 55 a ¢isel 157, 58.

Reseni. Pouzijeme Eukleidiv algoritmus. Délime postupné se zbytkem.

89 =55-1+34 157 =58 -2+ 41
55 =34-1+21 58 =41-1+17
34=21-1+13 41 =17-2+47
21=13-14+8 17=7-243

13=8-14+5 7=3-2+4+1

8=5-14+3 3=1-340

5=3-14+2

3=2-1+1

2=1-2+0

Vidime, Ze (89,55) =1 a (157,58) = 1. Obé dvojice ¢isel jsou nesoudélné. A

Pozndmka. Vypocet Eukleidova algoritmu je nékdy mozné zkratit uzitim zapornych zbytki.
Vidy pak vybirame zbytek s mensi absolutni hodnotou. V ptipadé cisel 89 a 55 se vypocet
zkrati vyrazné.

89=255-2-21

95=21-3-8

21=8-3-3
8=3-3-1
3=1-34+0
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Priklad 1.3. Nejdéte nejvétsiho spolecného délitele a Bézoutovy koeficienty pro dvojice
¢isel 157, 58 a 123, 91.

Reseni. Vezméme si vypodet (157,58) Eukleidovym algoritmem a vyjadiime si zbytky.

157 =58 -2+ 41 ~ 41 =157 — 2 - 58
58 =41-1+17 ~ 17 =58 — 41

41 =17-247 ~ 7T=41-2-17
17=7-2+3 ~ 3=17-2-7
7T=3-2+1 ~ 1=7-2-3

Néasledné pocitame

(157,58) =1=7—-2-3=7-2-(17—2-7)=5-7—2-17 =
=5-(41-2-17)—2-17=5-41—-12-17 =
=5.41—12- (58 —41) = 17-41 —12-58 =
=17- (157 —2-58) — 1258 = 17 - 157 — 46 - 58.

MiuzZeme také pocitat metodou Upravy matic.
1 0 157 1 -2 41 1 -2 41 3 -8 7
0 1 58 0 1 58 -1 3 17 -1 3 17
(3 87y (17 —46 1)\ (17 —46 1
-7 19 3 -7 19 3 —58 157 0

Vidime, 7e 17 - 157 — 46 - 58 = 1 = (157,58) a —58 - 157 + 157 - 58 = 0. Pro druhou dvojici
¢isel 123 a 91 pocitdme jiz jen Gpravou matic.

1 0 123 N 1 -1 32 N 1 -1 32 N
01 91 0 1 91 -3 4 -5
N —17 23 2 N —-17 23 2 N -91 123 O N 37 =50 1
-3 4 -5 —-37 50 -1 =37 50 -1 —91 123 0
Tudiz 37-123 —50-91 =1 =(123,91) a —91 - 123 + 123 - 91 = 0. A

Piiklad 1.4. Zjist&te, pro kterd n € N je éislo n® — n? + 2n + 1 délitelné éislem n — 2.

Reseni. Divame se na vyrazy jako na polynomy. Pak miizeme vyuZit metodu déleni poly-
nomu se zbytkem. Plati

n—n?+2n+1=Mn—-2)(n*+n+4)+9.

Jist¢ n —2| (n—2) (n2+n+4). M&-li n — 2 délit n® —n?+2n + 1, musi délit také rozdil
n*—n?4+2n+1—(n—2)(n*+n+4) =9. Tedy hleddme, kdy n —2 déli 9. Pron—2> 9

6
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to jisté neplati (a | b = a < b), stadi tedy uvazovat n < 11. Vidime, Ze pak to je jen pro

n € {1,3,5,11}.
Pokud bychom uvazovali tlohu pro vSechna celéd ¢isla, mohli bychom ziskat podobné
omezeni zdola (n > —7) a n by mohlo byt jesté —1 nebo —7. A

Priklad 1.5. Zjistéte pro ktera n € N je 7n + 1 délitelné 3n + 4.

Reseni. PYedpokladejme, e 3n+4 | 7n+ 1. Jisté 3n+4| —6n—8. Pak3n+4| (Tn+
+4) — (6n+8) =n — 7. Posloupnosti 3n + 4 a n — 7 jsou aritmetické, pficemz 3n + 4
roste rychleji nez n — 7. Pokud budou obé kladné a 3n +4 > n — 7 pak n — 7 (a tudiz
ani 7n + 1) nebude délitelné 3n + 4. To nastane pro n > 8. Staci otestovat délitelnost pro
n=1, ..., 7. ZapiSeme si hodnoty do tabulky.

n 1 2 3 4 5 6 | 7
3n+4| 7 |10 | 13|16 | 19 | 22 | 25
n—-7|—-6|-5|—-4|-3|-2|-1|0

Vidime, Ze pouze pro n = 7 bude 3 n+4 délit 7n+1. Skutecné 3-7+4 = 25 déli 7-7+1 = 50.
Uvazovali-li bychom tlohu pro cel4 ¢isla, ziskali bychom podobné i omezeni zdola (musi
byt n > —5) a zjistili bychom, %e n muZe byt jesté —1 nebo —3. A

Piiklad 1.6. Najdéte nejvétsiho spole¢ného délitele &isel 263 — 1 a 228 — 1.

Reseni. Poéitani s &isly by bylo naroéné, miizeme vsak tilohu zobecnit a poéitat nejvétsiho
spole¢ného délitele polynomi n% — 1 a n?® — 1. Jejich hodnoty v 2 jsou totiZ pravé nase
¢islal] Hodnota nejvétstho spoleného délitele téchto polynomt v 2 bude tak nejvétsim
spolecnym délitelem téchto ¢isel. Poc¢itdme Eukleidovym algoritmem

n®—1=m®-1)"%+n")+n" -1
n28_1= (n7_1)(n21+n14+n7+1)+0
pricemz druhé rovnost je vlastné vzoreckem pro Castecny soucet geometrické rady s kvo-

cientem n”. Plat{ tedy n” — 1 = (n% — 1,n?® — 1) a tedy (2% — 1,228 — 1) = 127. Navic
méme i koeficienty Bézoutovy rovnosti: 127 = (26 — 1) — (235 4 27) (228 — 1). JAN

Priklad 1.7. Oznacme F;, ¢leny Fibonacciho posloupnosti, tj. Fp := 0, F} :=1a F,, =
= F,_1+ F,,_5 pro n > 2. Spo¢itejte (F,, F,,_1), (Fy, Fn_2), (Fn, Fn_3), (Fn, Fn_4).

Reseni. (F,, F, — 1) uréime indukeci viiéi n. Pokud n = 1, mame (Fy, Fy) = (1,0) = 1.
Predpoklddejme, 7e n > 2 a pro vSechna m < n je (F,, F,—1) = 1. MiZeme pouzit
rekurentni vztah.

(Fny Foot) = (Fact + Fog, Fo1) 2 (Fog, Fuy) 201 (1.4)

!Samoziejmé bychom mohli poéitat rovnou s &iselnymi vyrazy stejné jako s polynomy,
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Dva po sobé jsouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou tedy nesoudélné. Aby davaly ostatni
vyrazy smysl, musi byt n > 2, takZe mizeme rovnou pouzit rekurentni vztah.

(Fn’ Fn_2) = (F’ﬂ—l + Fn—2a Fn—2) (Fn—la Fn—2) 1
Dale pocitame podobné
(Fm Fn—3) = (Fn_1 + F,_o, Fn_3) = (2 F, s+ F, s, Fn—3)

) ) 2 F,_ dé
= QF 0, F) 2 0 )= 3508 (1 5)
1 F,_3 liché

(FnyFn—4) (2Fn—2 +Fn—3aFn—4) = (3Fn—3 +2Fn—4aFn—4)

3), (T F,_
= (3 Fn—3> Fn—4) ,: (3a Fn—4) = X 3 | ! A
1 jinak

Dodatkova tiloha. Dokazte, Ze pro m, n € N plati (Fi,, F,) = Fimn)-

Resend podle . Nejprve dokadzeme pomocné tvrzen.

0 1\"_ (F. F,
1 1) "\ F, F.u

coz dokazeme indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme platnost pro n, do-
kazeme ji pro n + 1.

o 1\ (o 1\" (0 1\ip (Fy F ) (0 1)_
11 S \1 1 1 1) \F, F.n 1 1)
_ Fn Fn—1+Fn _ Fn Fn-l—l
Fn+1 Fn+Fn+1 Fn+1 Fn+2

ii) Plati Fyn = Fino1 Fn + Fp Foy1 = Fpy1 o + F Fy_q. Toto dokdZeme z [i). Mdme
totiz

Fpint Fuen \ _ (0 1\ 0 (0 1\™ (0 1\"p
Frin Fnma) (11 —\11 1 1) —
_ Fm—l Fm . Fn—l F'n _ Fm—an—1+Fan Fm—an+Fan+1
B Fm Fm+1 Fn Fn+1 B Fan—1+Fm+1Fn Fan+Fm+1Fn+1

pricemz pozadované rovnosti najdeme na antidiagonale.

i) Plati

2https://www.cut-the-knot.org/arithmetic/algebra/FIbonacciGCD.shtml
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iii) F,, déli F,,. Toto dokdZeme indukci vici k. Pro k = 1 (nebo k = 0) tvrzeni plati —
FE,. | E,. | 0. Pfedpoklddejme, Ze F,, | F,,,; a poCitejme
,

Fm(k+1) =ka:-|—m ka+1+Fmka—1

pricemz F}, déli oba scitance vpravo podle indukéniho predpokladu.

iv) (Fpm, Frk+1) = 1. Toto je disledkem [iii), mame tedy F,,y = F,, - d pro n&jaké d. Dale
méme podle (1.4) Bézoutovu rovnost (F, Frnkt1) =1 =k Fup1 +1- Fpr =k -
1 +1-d-Fp.

Bez (jmy na obecnosti polozme n = m k + r. Pocitejme

i) i), (1.2)
(va Fn) = (Fm7 ka—H’) (Fm, Foxi1 Fr+ Fog Fr—l)
= (Fma ka-l—l Fr) ’ (Fm, Fr)

coz je vlastné Eukleidiv algoritmus pro indexy Fibonacciho posloupnosti. Po konecné
mnoha krocich bychom tedy dospéli k tomu, Ze (Fi,, F,) = (Fimn), Fo) = Fimmn), COZ
jsme méli dokazat.

Z dokézeného bychom mohli vyfesit pfedchozi (mirné pozmeénénou) tlohu. MuzZeme
napiiklad fict, ze (Fy,, Fry1) = Finn+1) = Fina) = F1 = 1. Podobné (Fy,, Fri2) = Fino) =1,
jelikoz Fy = Fy = 1. (Fy, Fry3) = Fln3) coZ je F1 = 1 nebo F3 = 2. (Fy,, Fr4) = Flp ), coZ
je F1 = F; =1 nebo F, = 3. Dale muZeme napiiklad fict, ze (F,, F»,) = F,. A

1.3 Priklady k procviceni

Piiklad 1.8. DoakZte, Ze pro viechna celd é&isla n plati: n® ddva zbytek 0, 1 nebo 8 po
déleni 9. (Uvazujte n =3k, n =3k + 1 nebon =3k +2.)

Priklad 1.9. Spoctéte Bézoutovy koeficienty pro nejvétsi spoleéné délitele (85, 49) a (109, 46).
(Vysledky: napiiklad 15- 85 — 26 - 49 = 1, 19 - 109 — 45 - 46 = 1.)

Piiklad 1.10. Zjistéte, pro ktera p¥irozena &sla n je ¢islo n® +4n2 —n+5 délitelné &islem
n + 2. (Vysledek: n =1, 3, 13.)

Piiklad 1.11. Zjistéte, pro kterd piirozend ¢isla n je &slo n — n? +n — 8 délitelné &islem
n? —2n+ 3. (Vysledek: n = 4.)

Priklad 1.12. Posloupnost a,, je zaddna rekurentné: ap =1, a; =1, a, =3a,_1 +20a,_2
pro n > 2. DokaZte prvné, Ze a, je liché a pak spoctéte rekurentné (ay,a,—1). (Vysledek:
(an,an-1) =1.)



Kapitola 2

Kongruence, modularni inverze

2.1 Opakovani z prednasky
Pfirozené &slo n nazveme prvocislem, jsou-li jeho déliteli pouze 1 a p. Cislo, které neni
prvodislem nazyvame sloZengm. Mnozinu vSech prvocisle zna¢ime zpravidla P.

Véta (Zékladni véta aritmetiky). Libovolné ¢islo n € N lze rozloZit na soucin prvocisel,
a to jednoznacné aZ na poradi ciniteli.

Pozndmka. Prvocéislo p je soucinem jediného prvodéisla, 1 je souc¢inem prazdné mnoziny
prvocisel.

Davaji-li a a b stejny zbytek po déleni m, nazyvame je kongruentnimi modulo m, coz
piSeme a = b (mod m). Mame nésledujici charakterizaci kongruence.

a=b (modm) <= a=b+mkpronéjakék€Z < m|a—b

Déle je kongruence modulo m reflexivni, tj. a = a, symetrickd, tj. a = b = b = a, a
tranzitivni, tj. a = b a b = ¢ dava a = c. Jedna se tedy o relaci ekvivalence. Déle plati a = b
(mod m) davd a = b+ k- m (mod m).

Kongruence podle téhoz modulu lze scitat a nasobit stejnym cislem, lze je nasobit i
umocnit na totéz ¢islo. Déle je-li (m, k) = 1, pak

ak=bk (modm)=a=0b (modm).

Pro n | m ndm kongruence modulo m ddvé kongruenci modulo m. Obracené dostdvame
m/n ruznych feSeni, a =bneboa =b+n, ..., a =b+ (m/n— 1)n (mod m). Déle je-li
[m1, mg] = mlmy/(my, my), mame

a=b (modm;)i (modmsy) <= a=0b (mod [my,ms]).
Stejnym cislem miizeme nésobit i délit obé strany a modul, t;j.
a-k=b-k (modm-k) <= a=b (modm).
Cislo b nazyvame inverzi k &islu a modulo m (nebo také modulrni inverzi), jestlize

a-b=1 (mod m).

10
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Véta. Moduldrni inverze k a modulo m ezistuje jedind pravé tehdy, kdyz (a,m) = 1.

Diikaz. Zobrazeni nasobeni a je diky vlastnosti déleni kongruenci injektivni, mé tedy zbyt-
kova trida reprezentovatelnd vzor. Protoze je pocet tfid m, jedna se o bijekci a vzor je
jediny.

Obracené, pokud jsou a a m soudélné, nasobeni a neni injektivni a nulova tiida mé
nenulovy vzor. Existuje tedy nenulové b tak, Ze a - b = 0 (mod m) a inverze nemiize
existovat. O]

Véta (Cinské zbytkova véta (Sun-Tsu)). Necht my, ...my € N jsou po dvou nesoudélné.
Poté md soustava
z=c¢ (modm;)

proi=1, ..., k, ¢; € Z jediné reSeni modulo my - - - - - my.

2.2 Priklady resené na cviceni
Piiklad 2.1. Najdéte zbytek po déleni &isla 53 &islem 91, to samé pro 53000000,

Reseni. MiZeme poéitat mocniny 5 modulo 91. Mame 52 = 25, déle

50 =125 =34 5% =47-5=235=-38
5%=34.5=170= —12 59 =-38.5=-190= —8
5 =-12-5=-60=31 510=_8.5=—-40
5¢0=31.-5=155=64 51'=_-40.-5=—-200= —18
5 =64-5=320 =47 52=-18-5=-90=1

vie modulo 91. Vime tedy, Ze 52 =1 (mod 91), tudiZ
5% = (52)° -5 =5 =64 (mod 91).

Jelikoz 3000000 je délitelné 12, mdme rovnou 5399090 =1 (mod 91). A
Jiné reseni. Mame rozklad 91 = 7 - 13. Vime, Ze

52=-1 (mod 13) = 5% =(-1)* = -1 (mod 13)
5=-2a2=1 (mod7)=5"=(-2*=2"=1%=1 (mod?7)

Tudiz je 5% kongruentni —1 modulo 13 a 1 modulo 7.

Predpoklddejme = € {0,...,90} takové, Ze 53 = z (mod 91). Poté 5° = z (mod 13)
i (mod 7). Podle Cinské zbytkové véty existuje jediné takové x mezi 0 a 90. MiZeme
naptiklad prochéazet 7k + 1 a hledat mezi nimi néjaké ¢éislo kongruentni —1 modulo 13.

E 0|1 2|3 |4 |5 |6 |7|8]|9]|10]11]12
Tk+1|1[8[15]22|29|36|43 |50 |57 64|71 |78|8

11
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Vidime, ze 64 = 13 - 5 — 1, takze hledanym zbytkem je c¢islo 64.
U ¢isla 5300000 je pocitdni jednodussi. Modulo 7 spoditime stejné zbytek 1, zbyva
spocitat zbytek modulo 13.

53000000 — (_1)L500000 _ | (1oq 13)
Méme tedy hned (pouZijeme opét Cinskou zbytkovou vétu) 539090 =1 (mod 91). A
Pfiklad 2.2. DokaZte, Ze 25 | 72272 — 472" 4 282"~1 pro kazdé n € N.
Reseni. Vime, Ze

72=-3 (mod 25)

47= -3 (mod 25)
28= 3 (mod 25)

tudiz
79272 _ 4720y 9g2nl = (_3)2nH2 _ (_g)2n | g2n-l_
=322 _32n 4 g2n-1 —32n=1(27 _341)=3>""1.25=0 (mod 25)
coZ jsme méli dokdzat. A
Piiklad 2.3. Spodtéte 35~! modulo 132.

Reseni. Poéitdme (132, 35) a Bézoutovy koeficienty (napiiklad) pomoci tiprav matice.
10132N1—3 27N 1 -3 27N 4 —153N
01 35 0 1 35 -1 4 8 -1 4 8
4 —-15 3 13 —49 1 13 —49 1
-9 34 2 -9 34 2 =35 132 0
Méme tedy 13 - 132 — 49 - 35 = 1, neboli —49 - 35 = 1 (mod 132). Hledanou moduldrni

inverzi je tedy —49 = 83 (mod 132). A

Jiné teseni. Vime, ze 132 = 22-3-11 a 35 =5 -7, takZe (35,132) = 1 a modulérni inverze
existuje. Pouzijeme metodu rozkladu. Hledame tedy x takové, ze

35z=1 (mod4), (mod3)i (mod 11)

Nebot 36 = 4 - 9, vidime, Ze x = —1 (mod 4). Rovnéz 36 = 3 - 12, tedy také x = —1
(mod 3). Nakonec 33 = 3 - 11, takze

3br=2x=1 (mod11)|-6
12z=x=6 (mod 11)

Z (4,3) =1 vime, ze z = —1 (mod 4-3 = 12), tedy mezi Cisly tvaru 12 k — 1 hleddme ¢islo
tvaru 11/ — 6. Jinymi slovy hleddme mezi ¢isly tvaru 117 + 7 éislo délitelné 12.

12
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l o(1{2 (3|4 /|5 |6 7|89 |10]11
11147 |7 18|29 40|51 62|73 |8 |95 | 106 | 117 | 128

Vidime, Ze se jedné o ¢islo 84, hledanou modularni inverzi je tedy 83.
Pti hledani x jsme si tlohu rozlozili na feSeni soustavy kongruenci

35z =1 (mod 4)
352 =1 (mod 3)
35z=1 (mod 11)

kterou jsme si prevedli na

-1 (mod 12)
6 (mod 11).

T

Tuto soustavu lze Tesit také tak, Ze si z prvni kongruence vyjadiime x = 12k — 1, které
nasledné dosadime do druhé kongruence, kterou resime. Pak mame

12k—1=6 (mod 11)
12k=7 (mod 11)
k=7 (mod 11)

tedy k = 111+ 7. Nésledné z = 12k —1=12- (111+7) — 1 = 1321 + 83, tedy =z = 83
(mod 132). A

Piiklad 2.4. Spoditejte 55~ modulo 132.

Reseni. Mame rozklady 132 = 22.3 .11 a 55 = 5 - 11. Tedy (132,55) = 11 > 1 a
moduldrni inverze neexistuje. Skute¢né napiiklad 12 # 0 (mod 132), ale 55-12 = 5-132 =0
(mod 132). A

P¥iklad 2.5. Dokazte, Ze n = (893° + 4)?° — 1 je délitelné &islem 176 = 11 - 16.

Reseni. Nebot (11,16) = 1, sta¢i dokazat, Ze n je délitelné 11 i 16. Diky 880 = 80 - 11 =
= 55 - 16 vime, ze 893 = 2 (mod 11) a 893 = —3 (mod 16). Poté

n=(2"+4)*-1=36"°-1 diky 893 =2 (mod 11)
=30 _1 nebot 36 =3 (mod 11)
=(-2)-1=2"-1 jelikoz 3> = —2 (mod 11)
=(-1)*-1=0 (mod 11) protoze 2° = —1 (mod 11).
Podobné
n=((-3°+4) -1 kvili 893 = —3  (mod 16)
=(-34+4)*-1=1*-1=0 protoze (—3)* =81 =1 (mod 16).
Tudiz také n = 0 (mod 176), coz jsme méli dokdzat. A

13
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Piiklad 2.6. Dokaite, Ze pro kazdé n € N je 427! — 10n — 4 délitelné 25.
Ndpovéda. Pouzijte 16" —1 = (16 —1)(1+ 16+ --- + 16" = 15n (mod 25).

Reseni. Nejprve indukef dokéZeme tvrzeni z ndpovédy. Pro n = 1 mdme 16 — 1 =15 = 15
(mod 25). Pfedpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro n a pocitejme pro n + 1:

I P.

16" —1=16-(16"-1)+16 — 1 16-15n+16—-1=

=225n+15-(n+1)=15-(n+1) (mod 25)
nebot 25 | 225. Pak je dikaz jednoduchy:
42" _10n—-4=4-(16"-1)—-10n=4-15n—-10n=50n=0 (mod 25)

tedy opravdu 25 déli 427! — 10n — 4 pro kazdé n € N. A
Piiklad 2.7. Dokazte, Ze &islo 52° 4 230 je slozené.
Reseni. Chceme najit n&jaké &islo (vétsi nez 1), které déli nase 520 + 2%°. Vime, Ze

52=—1 (mod 13) 26=—1 (mod 13)
(prvni kongruence je jasnd, u druhé si vzpomeneme na cviceni [2.1). Pak

570 42 = (52) "+ (2°) = (-1)° + (1)’ =1-1=0 (mod 13)

a tedy 13 | 520 + 239 a jedn4 se skuteéns o &islo slozené. A

Jiné Tesend. Protoze 5% + 230 = (54)° 4 (26)° je soudet dvou lichych mocnin, miZeme si
vzpomenout na vzorecek a Tici, ze jako soucin se jedna o ¢islo sloZené.

Odvodime tedy pro pripomenuti vzorecky pro soucty lichych a rozdily libovolnych moc-
nin. Mame ¢asteény soucet geometrické rady

"—1=(q—-1)-1+qg+---+q"". (2.1)

NapiSeme-li si ¢ = § pro néjaka a, b > 0 a vyndsobime-li nisledné (2.1) b" s tim, Ze na
pravé strané ndsobime prvni zdvorku b a druhou 6" !, dostaneme vzorec pro rozdil mocnin:

a"—b"=(a—=b) - +ab" I +a®b" P+ +a" 3PP +a" 2D+ ™). (2.2)

Vzorec pro soucet lichych mocnin lze jiz odvodit z (2.2). Dosazenim a = —c a s vyuZitim
toho, Ze pro liché mocniny a mame minus a pro sudé mocniny plus, dostavame

—" =" =(—c—b) - (" =" P+ PV — "D — "Rl 4 MY
z ¢ehoz po vynasobeni —1 mame
b =(c+b)- (" —cb" P+ — TN — "R+ M.
V naSem piipadé pak
520 | 930 _ (54)5 n (26>5 _ (54 n 26) . (516 _ 51296 4 58912 _ 54ol8 | 224)
tedy 52° + 230 je &islo sloZené. Viimnéme si, e 5% + 26 = 689 = 13 - 53. A

14
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Priklad 2.8. Odvodte pravidla pro délitelnost 11, 9, 7 pomoci dekadického zapisu.

Reseni. Vezméme &islo n € N a zapiSme si ho jako n = Y7_a; 10° pro a; € {0,...,9}.
Zagneme s délitelnosti deviti. Nebot je 10 =1 (mod 9), méme

T

n=>a10'=> a; (mod9)
i=0 i=0
¢imz dostavame znamé pravidlo — n je délitelné deviti prave, kdyz je délitelny jeho ciferny
soucet. Iteraci dostaneme, Ze je délitelné n praveé, kdyz je délitelny jeho superciferny soucet.

Protoze 9 = 32, plati tento ditkaz i pro trojku. Délitelnost jedenécti lze fesit podobns,
jelikoz 10 = —1 (mod 11). Nésledné

n=>a10"=> a;(-1)'= > a;i— > a; (mod 11)
=0 -0

i 7 sudé 4 liché

a dostavame, Ze n je délitelné jedenacti pravé tehdy, kdyz je délitelny rozdil soucti jeho
sudych cifer a jeho cifer lichych. Opét mizeme postup iterovat. Pro délitelnost sedmi jiz
nelze pouzit Cisté dekadicky zapis, nicméné miuzeme pouzit nasledujici pozorovani. Mame
7-11-13 =1001. ZapiSeme-li si n jako n =322 _b; - 10007 pro b; € {0,...,999}, miZeme
diky 1000 = —1 (mod 1001) Fict, Ze

n=> b;-1000 => b; (-1 = Y bj— > b (mod 1001)
j=0 j=0 j sudé j liché

a tedy i modulo 7, 11 i 13. Muzeme tedy fici, Ze je n délitelné 7, 11 nebo 13 pravé tehdy,
je-li délitelny rozdil soucti jejich sudych a lichych trojéisli. I tento postup lze samoziejmé
iterovat, abychom nakonec skon¢ili mezi 0 a 999. A

2.3 Priklady k procviceni

Pfiklad 2.9. Najdéte zbytky po déleni ¢isel 10°0 a 10°%900% &fslem 13. (Vysledek: zbytky
se zacnou opakovat s periodou 6, oboji proto vyjde 9.)

Pfiklad 2.10. DokaZte, Ze pro libovolné n € N je 133" + 152"+ — 217+2 délitelné 17.
(Vysledek: vyuZije se 13% = 152 = 21 = 4 (mod 17).)

P¥iklad 2.11. Spodtéte 551 modulo 117. (Vysledek: 100.)
Priklad 2.12. Spoététe 45~1 modulo 117. (Vysledek: inverze neexistuje.)

P¥iklad 2.13. DokaZte, Ze n := (893° + 9)30 — 1 je délitelné &islem 91 = 7 - 13. (Poditejte
zv14$t modulo 7 a modulo 13.)

15



Kapitola 3

ResSeni linearnich kongruenci,
primitivni koreny, Eulerova funkce

3.1 Opakovani z prednasky

Resime kongruenci o’z = b’ (mod n'). Miizeme si ji vydélit d := (a/,¥’,n) a dostat kon-
gruenci

arx=b (mod n)
kterou si prevedeme pfidanim vzdy platné kongruence na soustavu

ax=b (mod n)

nz=0 (modn)
a tu ekvivalentnimi dpravami prevedeme do tvaru

z=c (modn)
0Oz=e (modn)
kde nasledné mame dvé moznosti:

0 (mod n), pak = ¢ (mod n) je FeSeni, modulo n’ pak mame d feSeni: z = c,
c+tn,c+2n,...,z=c+(d—1)n (mod n');

e €

e ¢#0 (mod n), pak pivodni kongruence nem4 feseni.

Soustavu kongruenci (maji-li kazdé jednotlivé feSeni) si muZeme podle pfedchoziho
vzdy prevést do tvaru

z=c (mod ng)

z=cy (mod ny)

16
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z=c; (mod nyg)

kterd mé feseni pravé tehdy, kdyz ¢; = ¢; (mod (n;,n;)). Toto feSeni je pak jediné modulo
[ma,...,mg]. Soustavu feSime tak, Ze si (tfeba) z prvni kongruence vyjaddiime paramet-
ricky = ny t; + ¢1, coZ nésledné dosadime do (tfeba) druhé kongruence, kterou vyfesime
vzhledem k t,, tedy t; = ms ta + ¢}, coZ nésledné dosadime za x a dosadime do (naptiklad)
tfeti kongruence a postup iterujeme.

Eulerova funkce ¢ je pro prirozené ¢islo n zadana nasledujicim predpisem

p(n) ={meN|m<na(mmn)=1}.
Je celkem ziejmé, %e pro prvoéislo p je ¢(p) = p — 1. Dale ¢(p*) = p*~1- (p — 1). Eulerova
funkce je multiplikativni, tj. pro a, b takova, Ze (a,b) = 1) mame @(a - b) = ¢(a) - ¢(b).
NapiSeme-li si tedy n jako souc¢in mocnin prvocisel

n= pllcl ..... pfl
milZeme spocitat
p(n)=p (=1 T (- 1),
Véta (Eulerova). Pro a, n takovd, Ze (a,n) =1 plati a*™ =1 (mod n).

Véta (mald Fermatova). Pro prvocislo p a a jém nedélitelné plati a?=* =1 (mod p).

Pro a a n takovi, Ze (a,n) = 1 Cislo r nazveme 7ddem a modulo n, jestlize se jedna
. Y/ Y7 e v . !
o nejmensi ¢islo takové, Ze a” = 1 (mod n), neboli pokud a” = 1 (mod n), pak r | 7.
Existence fadu je zarucena Eulerovou vétou.

Véta (Lagrangeov. Rdd ¢isla a modulo n déli p(n).

Cislo a je primitivni koren modulo n, jestlize pro kazdé b existuje k takové, ze a* = b
(mod n).

Véta. Primitivni koten modulo prvocislo existuje.

Pfi hledni primitivniho modulo p je potfeba najit ¢islo, jehoz ¥ad je pravé p(p) = p—1.
Diky Lagrangeové vété si mizeme vypsat vSechny délitele p — 1 do Hasseovského diagramu
(usporddaného délitelnosti), kde nasledné staci testovat modulo p ,submaximélni“ mocniny
Cisel a, tj. takové, které v Hasseovském diagramu lezi tésné pod p — 1. Pokud by totiz byla
kongrentni jedné i mensi mocnina a, byla by jedné kongruentni i néktera ,,submaximéalni®
mocnina.

!Jedn4 se o specidlni piipad Lagrangeovy véty o koneénych grupach. Ta fiké, Ze f4d prvku grupy déli
fad grupy.

17
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3.2 Priklady resené na cviceni
Piiklad 3.1. Vyfeste kongruenci 74z = 22 (mod 168).
Reseni. Kongruenci si mtizeme ptepsat do tvaru 37z = 11 (mod 84). ProtoZe (37,84)

= 1, mé kongruence jediné feSeni. Pfiddme si platnou kongruenci 84z = 0 (mod 84) a
ekvivalentnimi dpravami feSime soustavu kongruenci.

37z= 10

d 84

84z= 0 } (mod 84)
10x = =22

o (mod 84)
3Txr= 11
10x = —-22

v (mod 84)
—-3z= 15
= 23

v (mod 84)
—3z= 15
r= 23

d 84

Oz = 84} (mod 84)

Vidime, Ze z = 23 (mod 84). Pak x = 23 nebo 107 = 84 + 23 (mod 168). Skutecné

74-23=1702=1680+22=22 (mod 168)
74107 =74-84+74-23 =37-168+74-23 =22 (mod 168)

tedy mame dvé reSeni modulo 168. A

Priklad 3.2. Vyfeste soustavu kongruenci

z=10 (mod 25)

z=6 (mod 11).
Resend. Jelikoz (25,11) = 1, m4 podle Cinské zbytkové véty soustava feseni, a to mezi 0
a 11 - 25 = 275 jediné. Jednim ze zptisobu feSeni je vypisovat si do tabulky c¢isla tvaru

25k + 10 a cisla tvaru 117 + 6. Mame hodnoty

z € {10, 35,60, 85, 110, 135, 160, 185, 210, 235, 260}

z € {6,17,28,39, 50, 61,72, 83,94, 105, 127, 138, 149, 160, . . . }

pricemz vidime, ze x = 160 a dale pocitat nemusime. Tento zptusob je jednoduchy, nicméné
prochazet mnoho cisel byva zdlouhavé. A

18
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Jiné reseni. Jinou moznosti je spocitat si Bézoutovy koeficienty pro éisla 25 a 11. Méme
1=4-25-9-11 (ovéfte sami), takZe miZzeme ¥ici, Ze 4-25 =1 (mod 11) a —9-11 =1
(mod 25). MiZeme v obou rovnicich pfedstavit jednicku, tedy

=-9-11-10 (mod 25)

T
T 4-25-6 (mod 11)

pricemz kazdé z hodnot je kongruentni nule vii¢i druhému modulu. Vidime tedy, ze
r=-9-10-11+4-25-6 = -390 = 160
modulo 25 i modulo 11, tedy také modulo 11 - 25 = 275. A

Jiné reseni. Tteti metodou fesSeni je vyjadrit si z prvni rovnice x parametricky a dosadit
do rovnice druhé. Z prvni rovnice vidime, ze x = 25k + 10. Poté feSime

2%5k+10=6 (mod 11)
3k—1=6 (mod 11)

nebot 25 =3a10= -1 (mod 11), pak

3k=7 (mod 11)
k=6 (mod 11)

kde v poslednim kroku jsme si vynasobili kongruenci 4, jelikoz 3-4 =12=1a7-4=28=6
(mod 11), a tedy k = 111 + 6. Celkem

z=25k+10=25(111+6) + 10 = 2751 + 160,
¢imz dostédvame FeSeni z = 160 (mod 275). A

Priklad 3.3. Vyfeste soustavu kongruenci

1 (mod 15)
4 (mod 21)
6 (mod 25).

8 8 8
1l

Reseni. ReSime pouze metodou parametrického dosazovani. Z prvni kongruence vyjadiime
x =15k + 1, dosazenim do druhé kongruence ziskame

15k+1=4 (mod 21)
15k =3 (mod 21)

odtud zkracenim obou stran kongruence i modulu tfemi
5k=1 (mod7)
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k=3 (mod7)

¢imz dostédvame tfi feSeni, k =3, k = 10 a £k = 17 (mod 21), nicméné vSechna tato feSeni
lze psat dohromady jako k = 71+ 3. Mame tedy

z=15k+1=15(71+3)+1=105]+46
coz dosadime do treti kongruence

1051+ 46 =6 (mod 25)
105/ = —40 (mod 25)
50=10 (mod 25)

nebot 105/ = 105/ —25-4l =5l a —40 = —-40+2-25 =10 (mod 25), déle zkrdcenim
obou stran kongruence i modulu péti

=2 (mod 5)

takze mame FeSeni. Modulo 25 bychom dostali 5 feseni, [ = 2, 7, 12, 17 nebo 22 (mod 25),
nicméné vSechna lze psat jako [ = 5t + 2. Dosadime tedy do x

x =105+ 46 = 105 (5t + 2) + 46 = 525t + 256
a mame FeSeni z = 256 (mod 525), pfiCemz 525 = [15, 21, 25]. Skuteéné
256 =1+15-17

=4+21-12
=6+25-10

a jednd se o Feseni. A

Priklad 3.4. Najdéte primitivni kofen modulo 19 a modulo 53. Poté popiste vsechny
primitivni koreny.

Resend. Protoze 191 53 jsou prvoéisla, v obou piipadech primitivni kofeny existuji. Nejprve
poditejme modulo 19. Podle Fermatovy véty pro kazdé k € N mame k'® = 1 (mod 19).
Méme pravé 18 = ¢(19) ¢isel nesoudélnych s 19, takZze maji-li rizné mocniny primitivntho
kofene dat vSechny t¥idy kongruence, musi mit primitivni koren ¥ad 18. R4d obecného &isla
modulo 19 je délitelem 18 (Lagrangeova véta), tedy ¢isla mohou mit ¥ad 1, 2, 3, 6, 9 nebo
18. Nakreslime si Hasseovsky diagram délitelid 18 usporadany délitelnosti

18
RN
6 9
/ \ / (3.1)
2 3
\1/
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odkud vidime, Ze stadi najit a takové, Ze a® ani a® neni kongruentni 1 modulo 19. Pokud by
totiz byla kongruentni jedné mensi (v diagramu (3.1))) mocnina a, byla by 1 kongruentni i
mocnina Sestd nebo devata. Hleddme tedy takové a. Jedna to nebude, zkusime dvojku:

20=64=7 (mod 19)
nebot 19 - 3 = 57, dale
29 =263 =20.22=7.8=56=—1 (mod 19)

kde jsme vyuzili predchoziho. M4 tedy 2 rdd 18 a je primitivnim kofenem modulo 19.
Ostatni primitivni kofeny jsou ty mocniny 2, kde je exponent nesoudélny s 18. Déle jsou
primitivnimi kofeny tedy 2° = 13, 27 = 14, 21! = 15, 213 = 3 a 2! = 10 (mod 19). Obecnd
pocet primitivnich kofent bude ¢(18) = 6.

Pro primitivni kofen modulo 53 hleddme ¢islo fadu 52, obecné mohou mit éisla rad 1,
2, 4, 13, 26 nebo 52. Nakreslime si opét Hasseovsky diagram déliteld 52 = 13 - 4.

/ \
/ \ /° @2)
1
a vidime, Ze staci ovérovat ¢tvrtou a 26. mocninu. Mizeme zkousSet rizna cisla, zacneme

opét dvojkou:
2' =16

coz neni kongruentni 1, déle 26 = 64 = 11 (mod 53), tudiz

226 = 204+2 — (26)2.92 = 11*.4 = (11%)%-4 (mod 53)
s vyuzitim 112 =121 =15 (mod 53) méme

2% =152-4=15-(15-4)=15-60=15-7=105= —1 (mod 53)
kde jsme vyuzili, ze 60 = 7 (mod 53) a 2 - 53 = 106. TudiZ 2 mé ¥ad 52 a je primitivnim
kofenem modulo 53. Ostatni primitivni kofeny jsou pravé ty mocniny 2, kde exponent je
nesoudélny s 52. Je jich ¢(52) = 24. A
Piiklad 3.5. Urcete (10), ¢(100), ¢(1000) a ¢ (256).

Reseni. Pocitame podle vzorct

p(10) = (2) - 0(5) =1-4 =4,
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u 10 by to Slo i odhadnout, nesoudélnd jsou 1, 3, 7 a 9,

©(100) = p(22) - p(5*) =1-2-4-5 = 40,
©(1000) = (2%) - p(5%) =1-4-4-25 = 400,
©(256) = (2°) =1-27 = 128. A

Priklad 3.6. Naleznéte vSechna m € N takova, Ze ¢(m) = 38, respektive ¢(m) = 16.

Reseni. Mame rozklad 38 = 2 - 19. M4-li p | m, musi p — 1 | 38. Protoze 19 + 1 = 20 nen{
prvoéislo, musi byt p — 1 = 2, tedy p = 3. Pak by mélo byt m = 3%, nicméné pak

p(m)=2-31=2.19

pricemz 19 neni mocnina 3. Tudiz takové m neexistuje.

Pro ¢(m) = 16 mdme p | m = p — 1 | 16, a pokud by p délilo m i ve vyS$i mocning,
muselo by pak i p | 16. Déliteli 16 jsou 1, 2, 4, 8 a 16, mezi nimiz hleddme p — 1. Pak p
muze byt 2, 3, 5 nebo 17 (9 neni prvocislo), pficem? jediné 2 se mize vyskytovat i ve vyssi
mocning. MiiZeme si tedy rozepsat m = 2% -3°-5¢. 174, kde b, ¢, d € {0,1}. Proch4zime
vSechny pripady.

I) Nejprve vyfesme piipad 17 | m. Poté m = 17k a o(m) = ¢(17)-p(k) = 16 (k) = 16,
tedy (k) =1, tudiz k = 1 nebo 2. Mame tedy m = 17 nebo 34.

I1) Pokud 17 nedéli m, mdme m = 2%-3°-5¢ kde b, c € {0, 1}, tedy méme &tyii moZnosti
kombinaci b a ¢, podle nichz vzdy dopocitame a. Pak mame
i)b=c=0m=2"a¢p(m)=1-2"1=16=2% tedy a =5 a m = 32;
ii) b=1,c=0:m=2°-3a¢p(m)=2-22"1 =16, pak a =4 a m = 48;
i) b=0,c=1:m=2-5ap(m)=21.4=16,a =3 a m = 40;
iv) b=c=1:m=2%-3-5a ¢p(m) =2""1.8 =16, tudiz a = 2 a m = 60.

iii

Dohromady pak muze byt m € {17, 32, 34,40, 48,60}. A

3.3 Priklady k procviceni

Piiklad 3.7. Vyfeste kongruenci 75z = 21 (mod 168). (Vysledek: z = 7 (mod 56), pii-
padné z = 7, 63 nebo 119 (mod 168).

Priklad 3.8. Vyfteste soustavu kongruenci

z =10 (mod 20)
z=7 (mod 13).

(Vysledek: z = 150 (mod 260).)
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Priklad 3.9. Vyfeste soustavu kongruenci

z=4 (mod9)

z=1 (mod 15)

z=16 (mod 35).
(Vysledek: z = 121 (mod 315).)

Piiklad 3.10. Najdéte primitivni kofen modulo 31. (Vysledek: ¢(31) =2 -3 - 5, takZe je

potieba zkontrolovat a®, a'® a a'®; nevyjde sice 2, ale vyjde 3.)

Piiklad 3.11. Urcete ¢(45), ©(90). (Vysledek: ¢(45) = ¢(90) = 24.)

Piiklad 3.12. Naleznéte vSechna m € N takova, Ze ¢(m) = 28, respektive takovd, Ze
o(m) = 18. (Vysledek: p(m) = 28 pro m € {29, 58}, ¢(m) = 18 pro m € {19,27,38,54}.)
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Kapitola 4

Kongruence, kvadratické zbytky,
Legendreuv symbol

4.1 Opakovani z prednasky

Definice. Cislo a nazveme kvadratickijm zbytkem modulo n, pokud kongruence

r>=a (mod n)

ma FeSeni.
Véta (27 z pfednéasky). Bud p liché prvocislo a a ¢islo s nim nesoudélné. Pak kongruence
z? = a (mod p) md Teseni prdvé tehdy, kdyz a7 =1 (mod p).

Definice. Pro prvocislo p a ¢islo a definujeme Legendreuv symbol predpisem

1 a je kvadraticky zbytek modulo p,
a
(—) ;=4 —1 a neni kvadraticky zbytek modulo p,

P 0 a je soudélné s p.

Cteme ,,a vzhledem k p*“.

Jednoduchym dusledkem Véty je, Ze pro liché prvocislo p a a s nim nesoudélné mame

(%) =a"7. Nyni uvedeme dalsi vlastnosti Legendreova symbolu.

i) Pokud a = b (mod p), pak (%) = (f}),

) ()= )¢

iv) pro liché prvodéislo ¢ plati (%) = (%’) . (—l)pT 2.
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Pomoci téchto vlastnosti je mozné Legendretv symbol dopocitat.

Zastavme se na chvili u vlastnosti . U nich pocitdme znaménko, jehoZz vypocet si
muzeme zjednodusit. Vzpomenme si na Priklad Tam jsme dokézali, Ze pro libovolné
n je zbytek n? po déleni osmi 0, 1, nebo 4. To jsme dokazovali tak, %e jsme uvazovali n
zbytkové tidy po déleni 4. Vzhledem k tomu, Ze p je liché prvocislo, mame p =4k +£1 pro
néjaké k € N. Pak

pPP—1=A4k+1)?-1=16k>£8k+1—-1=8(2k*+k).

Tudiz 25 bude tvaru 2 k2 + k. Pak

(-)F = (F1PRE = (1) = (1)

a vidime, Ze staci najit k p nejblizsi nasobek 4 a podivat se na paritu podilu. Ten bude
sudy, pouze pokud bude tento nejblizsi nasobek 4 délitelny osmi, jinymi slovy p + 1 = 81,
neboli p = +1 (mod 8). Pokud bude podil lichy, bude pak p+1 =4 (mod 8), neboli p =3
nebo 5 (mod 8). TudiZz méme pro p liché

2 _(_1)%_ 1 p=1nebo7 (mod 8),
P —1 p=3nebo5 (mod 8).

Podobné muzeme feSit i vlastnost . Zde bude exponent lichy pouze tehdy, pokud
bude ’%1 % liché, neboli pokud nebudou ani p — 1 ani ¢ — 1 délitelné 4, neboli pokud p i
q budou kongruentni 3 modulo 4. Tedy mtiZeme napsat opét

(g) _ {—E%; p=¢=3 (mod 4),
p 2} jinak.

4.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 4.1. Urcete posledni cifru ¢isla 37" a posledni dvé cifry &sla 132024,

Resend. Hleddme vlastng (kladng) zbytek po délent &isla 3™ desiti. Vime, 7e 32 = 9 = —1
(mod 10). Tudiz 3* = 1 (mod 10). MiZeme si napsat exponent 7'*° = 4k + [. Pak

37 — gt — (3.3 =1¢.3' =3 (mod 10). (4.1)

Musime tedy uréit [. Hleddme zbytek 7' po déleni 4. Vime, 7e 72 = 49 = 1 (mod 4).
NapiSeme-li si exponent 115 = 2m + n, uvidime, Ze

7115 _ 72m+n — (72)m =1 = (IIlOd 4) (42)

Stadi tedy urdit zbytek 11° po déleni 2. OvSem 11 je liché &islo, 11° tedy také a m = 1.
Pak, diky (4.2), méme
7 =7"'=7=3 (mod 4),
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tedy [ = 3. Dosazenim do (4.1) dostdvame

7115

=32=9.3=-1.-3=-3

7 (mod 10)

a posledn{ cifra &isla 37’ je 7.
Hled4dme zbytek 132024 po déleni 100. Vime, Ze ¢(100) = 40, tedy 13*° = 1 (mod 100).
Poté
132024 — 1340‘504-24 — (1340)50 . 1324 = 1324 (mOd 100),

tedy staci pocitat mocniny 13 modulo 100. Mame

13?2 =69 (mod 100)
13*=692=61 (mod 100)
132 =61 =21 (mod 100)
16 =212 =41 (mod 100)

a odtud 13* = 136 . 13% = 41 - 21 = 61 (mod 100). Také bychom mohli zjistit, Ze 13%° =
= 136 .13* = 41 -61 = 1 (mod 100), takZe bychom vid&li, ze ¥4d 13 modulo 100 je
nejvyse 20 (ve skutecnosti je to 20, ovéite sami), takZe pak bychom méli rovnou 132024 =
= 13101-20+4 = 134 = 61 (mod 100). Posledni dvé cifry &isla 132°2* jsou tedy 61.

Jind, lepsi, metoda je pocitat zvladst modulo 4 a modulo 25. Protoze 13 = 1 (mod 4),
méme rovnou, Ze 13202 = 1 (mod 4). Jelikoz p(25) = 5-4 = 20, mdme 13?%° =1 (mod 25).
(Odtud bychom vidéli, ze ¥4d 13 modulo 100 je 20.) Pak 13202 = 13* (mod 25), takZe
pocitame

13° = 169 = —6 (mod 25),
13* = (-6)>=36 =11 (mod 25),

tudiz 132°2* je kongruentn{ 1 modulo 4 a 11 modulo 25. ReSenim soustavy linearnich kon-
gruenci pak dostaneme, Ze 132024 = 61 (mod 100). A

Priklad 4.2. Urcete vSechna n € N takova, Ze
a) 53" =8 (mod 13);
b) 52" = —7 (mod 22).

Reseni. Zac¢neme @) Nejprve zjistime ¥4d 5 modulo 13. Vime, ze 52 = 25 = —1 (mod 13),
tedy 5 =1 (mod 13) a 4d 5 je 4. Tud{Z si miZeme vyraz upravit

53t = 53" = (5%)" = (52 . 5)" = (—=1-5)" = (=5)" (mod 13).
Nésledné zjistime, ze —5 = 8 (mod 13), tudiZ kongruence plati pro n = 1. Jelikoz ¥4d 5

modulo 13 je 4, budou se kongruence opakovat s periodou 4. Dostavame tedy, ze tak bude
pron =4k + 1, nebolin =1 (mod 4).
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Resfme @ Upravujeme si vyraz
5P = 527" = (52)2"" = 3" =3%"  (mod 22)
n n 8
nebot 25 = 3 (mod 22). Nésledn& miiZeme poditat rekurentné 38" = (38 ) modul4rn{
mocniny. Pak

¥=03Y2=81"=(-7)2=49=5 (mod 22)

3 =38 = (3) =55 =25' =3 =81=~7 (mod 22)
(Zde vidime, Ze pro n = 2 kongruence plati.)
e n=23J:
3% = (3%) = (-7)P =" =49 =5' =25 =3 =9 (mod 22)
e n=4: \ 8 )
3= (3) =9°=3"=(3°) =5=3 (mod 22)

takZe pro n > 5 miZeme vyuzit rekurentniho vztahu, posloupnost bude periodické (jelikoz
8
3% = <384) = 3% atd.). Celkem tedy mdme

n=0 (mod 4)
n n =1 4
5 =38 = > n (mod 4) (mod 22),
-7 n=2 (mod 4)
9 n=3 (mod 4)
takze reSenim jsou vSechna n kongruentni 2 modulo 4. A

Priklad 4.3. Urcete, zda je 7 kvadratickym zbytkem modulo 13.

Resend. Jinymi slovy fesime, jestli m4 kongruence 22 = 7 (mod 13) feseni. PouZijeme Vétu
27 z prednéasky. Kongruence mé feSeni pravé tehdy, kdyz V5 =1 (mod 13). Poéitame
tedy 7% modulo 13. 72 = 49 = —3 (mod 13), takZe

7= (1) =(-3°=-2T=-1#1 (mod 13)

a 7 neni kvadratickym zbytkem modulo 13. Skutec¢né, mizeme si do tabulky s vyuzitim
toho, Ze £ = 13 — z (mod 13), napsat do tabulky hodnoty druhych mocnin modulo 13

T +1 | +2 | +£3 | 4 | 5 | +6
22 modulo 13 1 4| -4 3| -1 -3

27
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odkud vidime, Ze jedinymi kvadratickymi zbytky modulo 13 jsou £1, £3 a +4. A
Piiklad 4.4. Reste kongruenci 322+ 2z —5 =0 (mod 13).

Reseni. Polynom 3z2 4+ x — 5 nemé v Z koreny, dale postupujeme podobné jako bychom
resili kvadratickou rovnici v C, totiz tpravou na ctverec, kde ovSem pocitame modulo 13,
tedy misto dé&leni ndsobfme modulérn{ inverzi[l

Nejprve si polynom vynésobime moduldrni inverzi k 3. Jelikoz 3-4 = 12 = —1 (mod 13),
mame

32°+4—-5=2>—42+20=2>—4z+7.

Nyni jiZz pfimo upravujeme na &tverec, protoze 4 se da vydélit dvéma. Nebot (z — 2)? =
=12 —4x+4, 2> -4z = (z—2)?—4, a tudiZ je ptivodni polynom kongruentni (z —2)%+ 3,
tedy ptvodni kongruence je ekvivalentni kongruenci

(r—2)>=-3 (mod 13).

Tato m4 FeSeni, nebot —3 je kvadraticky zbytek modulo 13 (viz konec feseni P¥ikladu
odkud také vidime, Ze £ — 2 = £6 (mod 13)), neboli £ = 8 nebo 9 (mod 13). A

Piiklad 4.5. Reste kongruence 22 — 3z —10=0a x> —3x — 14 = 0 (mod 49).

Reseni. Nejprve fesime kongruenci z2 — 3z — 10 = 0 (mod 49). V Z[z] méme rozklad
z?2 — 31 — 10 = (z + 2) (x — 5), tedy automaticky z = —2 nebo 5 (mod 49) je FeSenim
kongruence. Zjistime, zda existuji i jiné feSeni metodou tpravy na &tverec|

Zjistime moduldrni inverzi k 2. Mdme 2 - 25 = 50 = 1 (mod 49). Pak naSe verze ,,3¢
je 3-25 =75 = 26 (mod 49). Pak méme 2 - 26 = 3 (mod 49), tedy miZzeme doplnit na
¢tverec, pouze dopo&itdme 262 modulo 49. Mame

26 =2%.132=(4-13)-13=52-13=3-13=39=—10 (mod 49),
tedy
(zx—26)>=2°>—-3z—10 (mod 49).

Vidime, e 26 také fesi nasi kongruenci. Madme tedy 22 — 3z — 10 = 0 pro z = —2, 5 nebo
26 (mod 49)

Polynom z? — 3z — 14 nad Z nerozlozime (ovéite sami), ale miZzeme si jej diky pied-
chozimu vyjadrit jako

1’ -3rx—-14=2>-32x—-10—4=(z—26)>—4 (mod 49)

Ve skutecnosti fakt, Ze 13 je prvoéislo, dava, ze zbytkové t¥idy modulo 13 spolu se séitdnim a ndsobenim
tvori téleso, takze polynomialni kongruence muze mit nejvyse tolik feseni, kolik je stupen polynomu.

249 neni prvoéislo, tudiz zbytkové t¥idy modulo 49 netvoii téleso a miiZe se stat, Ze polynomy mohou
mit vice ,kofent® (tj. ¢isel, kde hodnota je délitelnd 49), nez je stupein polynomu. Kupiikladu kongruence
2?2 —1=0 (mod 8) m4 &tyfi kofeny, 1 a £3, i kdy% je stupeti polynomu pouze 2.

3Zde si v§imnéte 26 = —2 = 5 (mod 7). 49 = 7? je mocnina prvoéisla. Pokud bychom uvaZovali projekci
feSeni tlohy modulo 7 (coZ je prvoéislo, takZe mdme maximalné dvé FeSeni), budou vSechna kongruentni
(modulo 7 bychom dostali polynom (z + 2)2). Podobné, u polynomu z2? — 1 modulo 8 jsou vSechna Fesen{
kongruentni modulo 2.
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kde na pravé strané mame rozdil druhych mocnin, takze si jej mizeme napsat jako

(x —26)> — 22 = (x — 26 — 2) (z — 26 + 2) = (z — 28) (z — 24),
tudiZ FeSenimi kongruence z? — 3z — 14 = 0 jsou pouze z = 24 nebo 28 (mod 49). A
Piiklad 4.6. Reste kongruenci 22 = 58 (mod 163).

Reseni. Nejprve zjistime, jestli je 58 kvadratickym zbytkem modulo 163 (sami ovéite, Ze je
to prvocislo). VyuZijeme k tomu Legendretiv symbol. Mame rozklad 58 = 2 - 29 Poéitdme

()~ (i) ()

diky vlastnosti [ii,
(1) (12%3) (1)
2_
diky vzorcum z vlastnosti a , kde (—1)™— = —1, nebot 163 = 3 (mod 8), a

163—1 29—1

(-1)7z 7z =1, jelikoz29=1 (mod 4),

diky vlastnostem fil) a [ii, pficemz trojku mame ve druhé mocniné, takze druhd mocnina

Legendreova symbolu bude jisté 1 ((3,29) = 1), a pro dvojku pouZijeme stejny vzorecek
2021

a (—=1)7s = —1, jelikoz 29 = 5 (mod 8). 58 tedy je kvadraticky zbytek modulo 163 a
muzeme prejit k feSeni kongruence. Mame

— =58% = (%) =1 (mod 163)

tedy si celou rovnici miizeme vynésobit jednikou, zleva psanou jako 1 a zprava jako 58%.
Dostaneme
r? = 58%  (mod 163)

tedy odmocnénim ziskdme x = 58! (mod 163). Zbyva spocitat moduldrni mocniny 58.
Méame

58% = 3364 = 104 = —59 (mod 163)
58 = —59-58 = —3422 =1 (mod 163)

tudiZ vidime, Ze 58* = 582 = —59, tedy vidime, Ze FeSenimi jsou z = 59 nebo 104
(mod 163). A
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Piiklad 4.7. Reste kongruenci 22 = 58 (mod 157).

Reseni. Opét nejprve s pomoci Legendreova symbolu ovérime, Zze ma kongruence feseni
(sami ovéite, ze je 157 prvocislo). Mame

58 2 29 15721 157 157—1 29-1
(ﬁ)‘(ﬁ)'(ﬁv)—“” 8 -(29) (=1)

15721

diky vlastnostem ' ' ', pfiemz (—1)" s = —1, jelikoz 157 = 5 (mod 8), a

(=1)"F 5 =1, protoze 20 =1 (mod 4),

)

diky vlastnostem' ' , dale se 2 vyskytuje v druhé mocniné a (—1)7z = = 1,
protoze 29 =1 (mod 4)

)

diky vlastnosti [) a tomu, Ze 2 neni kvadraticky zbytek modulo 3 (v8echny druhé moc-
niny dévaji zbytek 0 nebo 1). Kongruence tedy mé feseni. Muzeme pfistoupit k samot-
nému Feseni. JiZ nemtiZzeme pouZit trik s ndsobenim 58" =1 (mod 157), protoZe bychom
na pravé strané dostali lichou mocninu. Odmocnénim 58® = 1 dostaneme 58%° = =+1
(mod 157), zbyva uréit znaménko. (Pokud by to byla jedni¢ka, mohli bychom rovnici vyné-
sobit 583%, pokud —1, musime vymyslet néco jiného.) Napiiklad moduldrnim umoctiovanim
ziskame

58! = 58 588 = 14
582 = 67 5816 = 39
58% = 93 5832 = 108

tedy 5839 = 5832+4+2+1 = (108 - 93) - (67 - 58) = —4 - 118 = —1 (mod 157). Déle vime,
7e 2 neni kvadraticky zbytek modulo 157 (spoditali jsme vyse), tedy 278 = (%7) = —1,
tim pddem 43° = 2® = —1 (mod 157). Pak 4% . 58% = (-1) - (=1) = 1 (mod 157).
Vynésobime-li si kongruenci z2 = 58 (mod 157) Styfmi, oviem pséno vlevo jako 4 a vpravo
jako 410 . 5839 dostaneme

4% =4% .58 (mod 157)

odkud odmocnénim ziskdme 22 = +2%° . 58%°. Vyndsobenim moduldrni inverzi k dvojce,
tedy 18 = 79 dostaneme

=+(4-58)*°-79 (mod 157).
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Zbyvé ur¢it modularni tfidu vyrazu napravo. 4 - 58 = 232 = 75 (mod 157), déle

\]
X
[\
I
[\
J

75 = (-4)®> = 16

a vyndsobenim moduldrn{ inverzi ke dvojce, 79, dostaneme, Ze (4-58)*°-79 = 23 (mod 157).
Tudiz méme FeSeni = 23 nebo 134 (mod 157). A

4.3 Priklady k procvicéeni

P¥iklad 4.8. Urdete posledni dvé cifry &sla 77", (Vyjde postupné 2023 = 7 (mod 16),
72023 = 77 = 23 (mod 40) a 117" = 1123 = 31 (mod 100).)

P¥iklad 4.9. Uréete, pro kterd n € N plati a) 5°"t! = 3 (mod 11); b) 4°°""" = 10
(mod 13). (Vysledek: a) fad 5 modulo 11 vyjde 5, feSenim je pak n = 2 (mod 5); b) ¥ad 4
modulo 13 vyjde 6, f4d 5 modulo 6 vyjde 2, feSenim je pak libovolné n.)

Piiklad 4.10. Reste konruenci 422 — 5z — 4 = 0 (mod 11). (Vysledek: = 6 nebo —2
(mod 11).)

P¥iklad 4.11. Reste kongruenci 22 + 11z + 3 = 0 (mod 35). (Vysledek: = = 6, 11, 13
nebo 18 (mod 35).)

Priklad 4.12. Rozhodnéte, zda je 58 kvadraticky zbytek modulo 151. Vyfeste kongruenci
z? =58 (mod 151). (Vysledek: z = £80 (mod 151).)
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Kapitola 5

Jacobiho symbol, testovani
prvociselnosti, sifrovani

5.1 Opakovani z prednasky

Definice. Budte cisla n liché a a libovolné. Necht ddle n =p; - --- - pr, kde p;, 1 =1, ...,
k, jsou (ne nutné riznd) prvodisla. Definujeme Jacobiho symbol, ¢teno ,a vzhledem k n®,

£, Jsou (%> _ (pg) ..... (pik)

kde na pravé strané jsou Legendreovy symboly.

Jacobiho symbol ma podobné vlastnosti jako Legendreiv symbol, coz zjednodusuje jeho
vypocet. Uvedme je nyni.

i) Pokud a =b (mod n), pak (—) = (9);

i) () =()-G)

iv) pro liché m plati (ﬂ) = (ﬂ) (=1 T

n

Opét mame u vlastnosti a [iv]) vzorecky

<2)_{ 1 n=1lnebo7 (mod 8),

n 1 n=3nebo5 (mod 8).

m=n=3 (mod 4),

jinak.

/N
S|3
N———
Il
——
A/L
33 33
N—
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jelikoz pfi dlikazu jsme vyuzivali jen to, Ze jsme pocitali s lichymi cisly a nikoli nutné
s prvocisly. Jacobiho symbol nemé nutné stejny vztah ke kvadratickym zbytkim, respektive
mame pouze jednostrannou implikaci, tj. je-li a kvadraticky zbytek modulo n, pak (%) =
=1, jelikoz a musi byt kvadraticky zbytek modulo vSechna prvoéisla v rozkladu n. Druh4
implikace vSak neplati. Napriklad 2 neni kvadratickym zbytkem modulo 15 = 3 - 5, ale
<%S = 1. To je dédno tim, Ze se jedna o soucin dvou prvocisel, modulo ani jednoho z nichz
2 neni kvadratickym zbytkem.

Maéame rizné testy pro testovani prvocislenosti.

Véta (Fermatuv test prvociselnosti). Je-li p prvocislo a a s nim nesoudélné, pak
a» =1 (mod p).
Véta (Euleriv test prvoéiselnosti). Je-li p prvocislo a a s nim nesoudélné, pak
p—1
az =41 (mod p).

Véta (Euleriv-Jacobiho test prvociselnosti). Je-li p prvocislo a a s nim nesoudélné, pak

a7 = (g) (mod p).

Pti asymetrickém Sifrovani potfebuje kazdy castnik verejng klic 'V, slouzici k Sifrovani,
a soukromy klic S, ktery slouzi k desifrovani. Pro asymetrické Sifrovani mame k disposici
riizné algoritmy.

RSA Pro generovani kli¢t zvoli Gcastnik dvé velkd prvocisla p a g, spo¢itd n = p-q, p(n) =
= (p—1) (g—1), dale zvoli e nesoudélné s p(n) a spocita (naptiklad pomoci Eukleidova
algoritmu) moduldrni inverzi d, tedy d-e = 1 (mod ¢(n)). Vefejnym kli¢em je pak
V = (n,e), soukromym klicem je S = d. Pfi Sifrovani zpravy M spoéitdme C :=
= V(M) = M® (mod n). Pii desifrovani Sifrované zpravy C pak tcastnik spocita
M = C¢ (mod n).

sY o

protokol na vyménu kli¢d DH Obé strany komunikace se dohodnou na prvodcisle p a
primitivnim kofenu g modulo p pak kazdy z tcastnikii vybere a, respektive b, a
posle druhé strané g%, resp. g® modulo p. Spoleénym kli¢em pro komunikaci je pak
g% = (9%)® = (g")?, co% mohou oba t&astnici spoéitat bez toho, aby jej mohl zjistit
kdokoli jiny.

ElGamal Systém je odvozen z protokolu DH. Uéastnik zvoli prvoéislo p, primitivni kofen g
modulo p, ndhodné a a spoéitd h = g* (mod p). Vefejnym klicem pak je V = (p, g, h)
a soukromym klicem je pak S = a. Pri Sifrovani zpravy M zvolime nadhodné b a
spoc¢itdme C; = g° (mod p) a C, = M - h® (mod p); nésledné posleme C = (Cy, Cs).
Pro desifrovani pak tcastnik spocitda M = Cy/C{ (mod p).
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Rabintv kryptosystém Pro generovani kli¢i zvoli Gcastnik dvé podobné velkd prvocisla
p=q=3 (mod 4) a spoCitd n = p-q. Vefejnym klicem je V' = n, soukromym kli¢em
je S = (p,q). P¥i Sifrovani zprdvy M spoéitdme C' = M? (mod n). Pro deSifrovani
tcastnik spocitd (étyfi) moduldrni odmocniny z C' (dvé modulo p, dvé modulo g,
pak dopocitd) a nésledné zjisti, kterd byla pavodni zprédvou (napfiklad dohodou na
kédu).

5.2 Priklady resSené na cviceni

Piiklad 5.1. Ukajte, #e p = 1105 = 5 - 13 - 17 projde Fermatovym testem a?~! = 1
(mod p) pro libovolné a nesoudélné s p.

Reseni. Necht a je nesoudélné s 1105 libovolné. Pak a je nesoudélné i s 5, 13 i 17, o nichz
vime, Ze jsou to prvocisla. Z malé Fermatovy véty proto mame

a*=1 (mod 5)
a?=1 (mod 13)
a'®*=1 (mod 17)

JelikoZ [4,12,16] = 48, mdme déle a*®* = 1 (mod 5), (mod 13) i (mod 17). Pak tedy je
a® =1 (mod 1105). Jenze 1104 = 48 - 23, diky demuz a''% =1 (mod 1105). A

Priklad 5.2. Ukazte, Ze p = 1105 neprojde Eulerovym testem = = +1 (mod p) pro
vhodné a nesoudélné s p, naptiklad pro a = 7.

Resent. 7 ptikladu vime, %e pro libovolné a nesoudélné s 1105 je a*® = 1. ProtoZe

1105 -1
2

méme a®*? = ¢?* (mod 1105). Hleddme nékteré a takové, ze a®* # +1 (mod 1105). Opét
z pitkladu [5.1] vime, Ze a** = 1 (mod 5) i (mod 13), navic také, Ze a®* = a® (mod 17).
Hleddme tedy takové a nesoudélné s 5 a 13, Ze a® = —1 (mod 17). Pak totiz z := a5
spliiuje soustavu kongruenci

=552 =48-11+ 24,

z= 1 (mod 5)
z= 1 (mod 13)
z=-1 (mod 17)

Sami ovéfte, Ze jedinym FeSenim je z = 781 (mod 1105).
Vzhledem k tomu, Ze exponent 8 je sudy, vime, Zze kongruence budou platit pro =a.
Modulo 17 tedy staci zkouset a = 2, 3, 4, 5, 6 a 7. Mame
22 =242 =16>=(-1)>=1 (mod 17),
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¥ =(3"2.32=10-32=30"=(-4)>=16=—-1 (mod 17),
42 =2%=1 (mod 17),
58=(5)"=25'=8'=22=2"=16= -1 (mod 17),
68=28.33=1-(-1)=—-1 (mod 17),
7 =(1)"=49"=(-2)*=16= -1 (mod 17).
Méme tedy na vybér a € {13, £5,+6, £7}. Celkem tedy lze Fici, Ze pro kazdé a kongruentni

43, 45, 46 nebo +7 modulo 17 nesoudélné s 5 i s 13 plati, Ze a®5% = 781 # 1 (mod 1105).
Napriklad tedy pro a = 3, 6 nebo 7 ¢islo 1105 neprojde Eulerovym testem. A

Priklad 5.3. Ukazte, Ze p = 341 projde Eulerovym testem pro a = 2, ale nikoli Eulerovym-
p=1

-Jacobiho testem pro a > = (?—)) (mod p) pro a = 2.

Reseni. Poéitejme mocniny 2 modulo 341. Nejmensi mocnina, kterd se zkrati je 2° =
=512 =171 (mod 341), pak 21 =171-2 = 342 =1 (mod 341). Vidime tedy, Ze

277 =210 = (21917 = 1 (mod 341).

Spocitejme nyni Jacobiho symbol (%) Podle vlastnosti ) mame

2 34121
(3) -

jelikoz 341 = 42 - 8 + 5. Vidfme tedy, 7e 2'™ # (;%;) (mod 341), tudiz 341 nenf prvotislo.

Skutecné mame rozklad 341 = 11 - 31, jedna se tedy o soucin dvou prvocisel. To, zZe

(3721) = —1 pak znamena, Ze 2 je kvadratickym zbytkem modulo prdvé jednoho z prvocisel

z rozkladu. Konkrétné 82 = 64 = 2 (mod 31). Navic bychom z rozkladu mohli vidét, Ze
219=1 (mod 11) 2 2! =322 =12 = 1 (mod 31), tedy i 2! =1 (mod 341). A

Piiklad 5.4. Zprava M byla zaSifrovana pomoci RSA s vefejnym klicem (51,13) (tj.
e = 13, n = 51) do tvaru 7, 48, 11. Pokuste se Sifru prolomit a najit M.

Reseni. Vime, 7e n = 17 - 3. Pak ¢(n) = 2 - 16 = 32. Zjistujeme tedy moduldrni inverzi
k 13 modulo 32 pomoci hledani koeficientii Bézoutovy rovnosti.

1013 (1 013y (5 =21
0 1 32 -2 1 6 -32 13 0
a vidime, ze d = 5 Poté staci deSifrovat

=12 7=(-2)?%*7=4-7=28 (mod 51)
48°=(-3)°=-3-81=-3-30=-90=12  (mod 51)
115=112-113=121-1331=19-5=95=44 (mod 51)

nebot 121 =251+ 19 a 1331 = 26 - 56 + 5. Pivodni zprava byla tedy 28, 12, 34. A
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Piiklad 5.5. Pomoci Sifry RSA s vefejnym klic¢em (551,95), tj. n = 551 = 19-29, e = 95,
zaSifrujte a poté desifrujte zpravu M = 25.

Resend. Zpravu M = 25 zasifrujeme tak, Ze poditdme
C = M* = 25% = 25%1#9+3+2,

Méme 25! = 25 a 252 = 625 = 74 (mod 551). Dale

25° =74 -25 = 1850 = 197 (mod 551)
25° = 197% = 7645373 =248  (mod 551)
2527 = 248% = 15252992 = 210 (mod 551)
258! = 210% = 9261000 = 343  (mod 551)
tedy
25% =343 248 - 197 - 74 =
= 85064 - 14578 = 210 - 252 =
= 52920 = 24 (mod 551)

a vidime, Ze C = 24 (mod 551).
Pro desifrovani musime zjistit soukromy kli¢. Madme ¢(551) = 28 - 18 = 504, hleddme d
— modulérni inverzi k 95 modulo 504 — pomoci nalezeni Bézoutovych koeficientti.

1 0 504\ (1 -5 29\ (1 =5 29\
01 9 0 1 9 -3 16 8
N 13 —-69 -3 N 13 —-69 -3 N =36 191 1
-3 16 8 23 —122 2 —95 504 0
Vidime, %e d = 191. P¥i deSifrovani po&itdme C? = 241 modulo 551. (Jiz vime, Ze to
vyjde 25.) Protoze 24? = 576 = 25 (mod 551), méme hned
M = 2419 = 247951 — (24%)% .24 = 25% .24 =24-24 =25 (mod 551)

a nemuseli jsme pocitat vyssi mocniny. A

5.3 Priklady k procviceni

Piiklad 5.6. Ukajte, e p = 1729 = 7 - 13 - 19 projde Fermatovym testem a?~! = 1
(mod p) pro libovolné a nesoudélné s p. (Poéitejte zvlast modulo 7, 13, 19 a zjistite, Ze fad
kazdého takového Cisla a je délitelem 36 | 1728.)

p—1

Dodatkova uloha. Ukazte, Ze p projde i Eulerovym testem a2
libovolné a nesoudélné s p.

= +1 (mod p) pro
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p—1

Priklad 5.7. Ukaite, ze p = 2821 = 7 - 13 - 31 neprojde Eulerovym testem a2z = +£1
(mod p) pro vhodné a nesoudélné s p, napiiklad pro a = 2. (Vysledek 2'40 = 1520
(mod 2821).)

Priklad 5.8. Ukazte, Ze p = 217 projde Eulerovym testem pro a = 5, ale nikoliv Eule-
p—1
rovym-Jacobiho testem a2 = (%) (mod p) pro a = 5. (Vysledek: leva strana 1, prava

strana —1.)

Piiklad 5.9. Zprava M byla zaifrovina pomoci RSA s vefejnym klicem (55,23), tj. n =
= 55, e = 23, do tvaru 8, 9, 17. Pokuste se Sifru prolomit a najit M. (Vysledek: deSifrovaci
exponent d = 7, deSifrované zpravy 2, 4, 8.)

Piiklad 5.10. Pomoci RSA s vefejnym klidem (323,151), tj. n = 323 = 17- 19, e = 151,
zaSifrujte a poté deSifrujte zprdvu M = 21. (Vysledek: deSifrovaci exponent d = 103,
zaSifrovand zprava 166.)
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Kapitola 6

Sifrovani, diofantické rovnice

6.1 Opakovani z prednasky

Pfi asymetrickém Sifrovani potiebuje kazdy ucastnik verejny klic V', slouzici k Sifrovandi,
a soukromy klic S, ktery slouzi k desifrovani. Pro asymetrické Sifrovani mame k disposici
rizné algoritmy.

RSA Pro generovani kli¢t zvoli ucastnik dvé velkd prvocisla p a g, spoéitd n = p-q, p(n) =
= (p—1) (g—1), dale zvoli e nesoudélné s p(n) a spocita (naptiklad pomoci Eukleidova
algoritmu) modulérni inverzi d, tedy d - e = 1 (mod ¢(n)). Vefejnym klidem je pak
V = (n,e), soukromym klicem je S = d. P Sifrovani zpravy M spocitdme C :=
= V(M) = M¢ (mod n). Pfi deSifrovani Sifrované zpravy C pak tcastnik spodité
M = C? (mod n).

protokol na vyménu klicd DH Obé strany komunikace se dohodnou na prvocisle p a
primitivnim kofenu g modulo p pak kazdy z tcastnikii vybere a, respektive b, a
posle druhé strané g%, resp. g® modulo p. Spoleénym kli¢em pro komunikaci je pak
g*° = (g%)° = (g°)%, coz mohou oba tdastnici spo&itat bez toho, aby jej mohl zjistit
kdokoli jiny.

ElGamal Systém je odvozen z protokolu DH. Uéastnik zvoli prvoéislo p, primitivni kofen g
modulo p, ndhodné a a spoéitd h = g* (mod p). Vefejnym klicem pak je V = (p, g, h)
a soukromym klicem je pak S = a. Pri Sifrovani zpravy M zvolime nahodné b a
spo¢itdme C; = g° (mod p) a C, = M - h® (mod p); nasledné posleme C = (Cy, Cs).
Pro desifrovani pak tcastnik spocitda M = Cy/C{ (mod p).

Rabintv kryptosystém Pro generovani kli¢i zvoli icastnik dvé podobné velkd prvocisla
p=q =3 (mod 4) a spoCitd n = p-q. Vefejnym klicem je V' = n, soukromym kli¢em
je S = (p,q). P¥i Sifrovani zprdvy M spocitdme C = M? (mod n). Pro deSifrovani
tcastnik spocitd (étyfi) moduldrni odmocniny z C' (dvé modulo p, dvé modulo ¢,
pak dopocitd) a nésledné zjisti, kterd byla pavodni zpréavou (napfiklad dohodou na
kédu).
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6.2 Priklady reseni na cviceni

Priklad 6.1. Najdéte primitivni kofen modulo 23 a demonstrujte DH protokol pro a = 7
ab=13.

Reseni. Mame ¢(23) = 22 = 2 - 11. Zkousime rtizné mocniny &isel.

22 =4
211 =(2%)2.2=92.2=9.18=9--5=-45=1 (mod 23)
3¥=9
31 =(3)3.9=4*.9=2°.2.9=9*.2=1 (mod 23)
52 =25=2 (mod 23)

51 =25°.5=2".5=32.-5=9-5=45=—1 (mod 23)

Tudiz 5 je primitivni kofen modulo 23. Jiné primitivni kofeny jsou ty mocniny 5, kde
exponent je nesoudélny s 22. Artem si zvolil exponent a = 7. Posle tedy Barbore

5 =(5")%.5=2".5=40=—-6 (mod 23).
Barbora si zvolila éislo b = 13. Posle Artemovi

58 =250.5=20.5=9.10=90= -2 (mod 23).

Spoleénym kli¢em pro komunikaci bude 5713 = (5!3)" = (-2)" = —2"= -9.-4 = -36 = 10
(mod 23). A

Priklad 6.2. Tomas a Petr chtéji komunikovat Sifrou ElGamal. Tomas si zvolil prvocislo
p = 31, primitivni kofen g = 12 a &islo x = 6. Zvefejnil pak trijici (31,12, k), kde h = 125
(mod 31). Petr mu poslal dvojici (21,27). Jakou zprévu poslal Petr Toméasovi?

Reseni. Nejprve spoéitdme h. S vyuzitim 2° =1 a 3° = —4 (mod 31) mame
h=126=22.35=22.(-4)?=2=2 (mod 31)/]

Musime desifrovat zpréavu (21,27) = (—10,—4) (mod 31). Tomasav soukromy kli¢ je 6.
Pocitame (—10)% =26.5%° =2-1 =2 (mod 31). Inverze k 2 modulo 31 je 16 (ovéfte sami),
takze Petrova pivodni zprava byla —4 - 16 = —64 = —2 = 29 (mod 31). A

Priklad 6.3. V Rabinové kryptosystému zvolila Alice sviij soukromy kli¢ p = 19, q¢ = 23,
vefejnym klicem je pak n = p - ¢ = 437. Zasifrujte pro Alici zprdvu m = 327 (mod 437) a
ukazte, jak bude Alice tuto zpravu desifrovat.

1K desifrovani vlastné nepotiebujeme znat ¢islo h, nicméné je dobré procvideni si jej spocitat.
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Resend. Sifrou je C = M? (mod n), tedy v naSem piipadé je
M? =327% = 106929 = 301 =: C  (mod 437).

Pro desifrovani spocitdme odmocniny modulo p a modulo ¢. Hledame r a s tak, zZe

2 =301 (mod 19) s> =301 (mod 23).
Z Yesen{ kvadratickych kongruenci (viz ptiklady [4.6] a méme

r=+4301"4 (mod 19) s=+301"1 (mod 23).

Zbyva, tedy spoéitat mocniny 301° modulo 19 a 301° modulo 23. Mdme

301 = -3 (mod 19) 301 =2 (mod 23),
tudiz diky + u odmocnin vidime, zZe

r=43=49.27=49.8=472=F4 (mod 19)

s=42=64=F5 (mod 23).

Pak pro kaZdou dvojici (ze ¢tyf) r a s hleddme M takové, ze M = r (mod 19) a M = s
(mod 23). Tedy fesime ¢tyfFi soustavy kongruenci

M =44 (mod 19),
M =45 (mod 23).

Napftiklad pro r =4 a s = 5 mame z prvni kongruence M = 19k + 4, dosazenim do druhé
kongruence dostaneme

19k+4= 5 (mod 23)
19k= 1 (mod 23)
—4k= 1 (mod 23)
4k = -1 (mod 23)

odkud vynasobenim 6 dostaneme
24k =k=—-6 (mod 23)
tedy k = 231 —6 a M = 4371 — 110, tedy M = —110 = 327 (mod 437). Je jasné, Ze

pro dvojici 7 = —4 a s = —5 bychom dostali M = 110 (mod 437). (Mohli jsme si z prvni
kongruence vyjadrit M = —19k — 4, dosazenim do druhé by se opét feSeni jen vynasobilo
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—1.) Pro dvojici r = 4, s = —5 bychom dostali z prvni kongruence opét M = 19k + 4,
nasledné bychom fesili kongruenci

19k+4=-5 (mod 23)
19k=—9 (mod 23)
—4k=-9 (mod 23)
4k= 9 (mod 23)

a opét vynasobenim 6 dostaneme
24k=k=54=8 (mod 23)

tedy k = 23¢+8 a M = 4374 + 156, tedy M = 156 (mod 437). Opét volbou r = —4,
s = 5 bychom jednoduse dostali M = —156 = 281 (mod 437). Tedy mame 4 kandidéty pro
puvodni zpravu, M = 110 nebo 156 nebo 281 nebo 327 (mod 437). Napiiklad domluvou
(nebo kédem) bychom pak zjistili, ze M = 327 (mod 437). A

Priklad 6.4. Vyfteste diofantickou rovnici 21 z 4+ 34y = 1597, prvné nad Z, pak nad Ny.
Reseni. Nejprve si vyjadiime z. Mame
212z = 1597 — 34 y.

Vidime, Ze rovnice mé nad 7Z feSeni, pokud bude prava strana délitelnd 21, neboli plati-li
kongruence 34y = 1597 (mod 21). Tuto si miZeme zjednodusit a déle Fesit

13y= 1 (mod 21)
vynasobenim 5 dostaneme
2y= 5 (mod 21)
nebot 65 =2 (mod 21), z ¢ehoZ nasledné vyndsobenim 11 mame
y=13 (mod 21)

protoZze 22 = 1 a 55 = 13 (mod 21). Tedy y = 21k + 13. Dosazenim do ptivodni rovnice
reSime vzhledem k z.

21z + 34 (21 k + 13) = 1597
21 (z + 34k) = 1155
T+ 34k =55
T =55—34k
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Vidime tedy, Ze reSenimi jsou vSechny dvojice
(x,y) = (b5 — 34k,13+21k), keZ.

Chceme-li fesSit rovnici nad Ny, uvazujeme jesté omezujici podminky x > 0, y > 0. Pod-
minka pro x je tvaru

55— 34k >0,
neboli 55 68

<2 <= =

FSgp<3=2

Podminka pro y dava

13+21k >0,
neboli 13 91
Tedy k muze byt jediné 0 nebo 1. Dostavame tedy jedind dvé Feseni nad Ny (i nad N),
dvojice (55,13) nebo (21, 34). A

Priklad 6.5. Vyreste diofantickou rovnici 50x + 70y + 57 z = 1234, nejprve nad Z, pak
nad Nj.

Reseni. MiZeme si rovnici psét jako
10(5z+7y) =1234 — 57 2,

odkud vidime, Ze prava strana rovnice musi byt délitelna 10, neboli musi byt 57z = 1234
(mod 10). Po zjednodusSeni feSime kongruenci 7z = 4 (mod 10). Vyndsobenim 3 dosta-
neme z =2 (mod 10) (3:-7=21=1a3-4 =12 = 2 (mod 10)), neboli z = 10k + 2.
Dosazenim do ptuvodni rovnice dostaneme rovnici

50 + 70y + 570k + 114 = 1234
50z + 70y + 570k = 1120

coz muzeme vydélit 10
Sx+Ty+ 57k =112 (6.1)
pfi¢emz nyni miZeme rovnou pocitat modulo 5 (opét 112 — 57k — 7y musi byt délitelné

5). Dostaneme kongruenci
2y+2k=2 (mod 5)

kterou muzeme vydélit 2 (protoze (2,5) = 1) a ziskat vyjaddfeni y = 1 — k (mod 5), neboli
y=1—k+ 51. Dosazenim do (6.1 vyFfesime pro z.

Sr+T7—Tk+3504+57Tk =112
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5(x+10k+71) =105
coz muzeme vydélit 5

z+10k+71=21
r=21-10k—-T7L

Nad Z jsou tedy resenimi vSechny trojice tvaru
(z,y,2) =(21—10k—-T71,1 - k+50,2+10k), k,l€Z.

Nad Ny musime opét vazovat omezeni x > 0, y > 0, z > 0. Vzhledem k tomu, Ze z je
parametricky vyjadfeno jen pomoci k, mame ihned omezeni 10 £ + 2 > 0, neboli

1
k>——>-1
- 5 )

tedy k£ > 0. Poté z omezeni pro y dostaneme

1>k—51>,
neboli
Z>E>—1>—1
- 5 T 5

kde posledni nerovnost plati, protoze je k > 0. Vidime, Ze musi byt [ > 0. Jedn4 se vSak
o dolni odhad pro [/, nicméné vzdy musi byt [ > [%W Musime tedy kontrolovat, jestli je
v daném TeSeni skutecné y > 0.

Omezeni pro z je ekvivalentni nerovnosti 10k + 71 < 21. Vidime, Ze pro k£ > 3 nebo
[ > 4 jisté neplati, jelikoz k i [ jsou nezdporni. MuzZeme postupné prochézet napiiklad
vSechny moznosti k£ a divat se na omezeni pro [.

o k = 0: Zde dostaneme 7! < 21, neboli I < 3. Mame tak dvojice parametra (0,0),
(0,1), (0,2) nebo (0, 3), odpovidajici trojicim (21, 1,2), (14,6,2), (7,11,2), (0, 16, 2),
pricemz vSechna tato feSeni jsou nad Nj.

e k=1: Mame omezeni 7! < 11 < 14, neboli [ < 2. Mame mozné parametrické dvojice
(1,0) a (1,1), které odpovidaji trojicim feseni (10,0, 12) a (4,5, 12), ob& nad Np.

e k = 2: Dostaneme omezeni 7] < 1, tedy miZe byt jediné | = 0. Dosteneme trojici
feSeni (1, —1,22), pficemz toto FeSeni jiz neni nad Ny. To je proto, Ze neni splnéna
podminka pro y, jelikoz zde 5l =0a k=2 tedyy=1-2=-1<0.

Nad Nj tedy méme jen 6 FeSeni, jsou to trojice (z,y, z) tvaru (21,1,2), (14,6, 2), (7,11,2),
(0,16,2), (10,0,12) nebo (4,5,12). (Nad N bychom dostali 4 feSeni — (21,1, 2), (14, 6,2),
(7,11,2) a (4,5,12).) A
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6.3 Priklady k procviceni

Priklad 6.6. Najdéte primitivni kofen modulo 19 a demonstrujte DH protokol proa = 5 a
b= 7. (Vyjde hned g = 2, Alena posle 25 = 13, Bohuslav posle 27 = 14, spole¢ny soukromy
kli¢ vyjde 2°7 = 10 (mod 19).)

Priklad 6.7. Taras a Pfemysl chtéji komunikovat Sifrou ElGamal. Taras si zvolil prvocislo
p = 29, primitivn{ kofen g = 10 a &islo x = 7. Zvefejnil pak trojici (29, 10, k), kde h = 107
(mod 29). Pfemysl mu poslal dvojici (2,27). Jakou zpravu poslal Pfemysl Tarasovi? (Spo-
le¢ny soukromy kli¢ je 27 = 12, desifrovana zpréva je M = 1271 - 27 = 24 (mod 29).)

Priklad 6.8. V Rabinové kryptosystému Adéla zvolila za svij soukromy kli¢c p = 11
a q¢ = 19, verejnym klicem je pak n = p-q = 209. ZaSifrujte pro Adélu zpravu M = 42
(mod 209) a ukazte, jak bude Adéla tuto zpravu desifrovat. (Zasifrovani C' = 92, deSifrovani
M = £42, £52 (mod 209).)

Priklad 6.9. Vyreste diofantickou rovnici 23 x+41y = 1693, prvné nad Z, pak se pokuste
odpovédét nad Ny. (Vyjde z = —41t+ 54, y = 23t + 11, ¢t € Z; nezdpornd z, y vyjdou pro
t=0,1.)

Priklad 6.10. Vyfeste diofantickou rovnici 36 x 4+ 60y + 35z = 93, prvné nad Z, pak se
pokuste odpovédét nad Ny. (Napfiklad z = —5s — 15t +28, y =3s+2t, z = 12¢ — 1 pro
s, t € Z; nad Ny méme Ctyfi feseni: (13,2,11), (8,5,11), (3,8,11) a (3,1,23).)
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Koédovani

7.1 Opakovani z prednasky

Pracujeme nad abecedou {0,1}. P¥i pouziti (n,k)-kédu pfendSime slova o k bitech, kde
(na zacétek) pridavame n — k kédovych bitt abychom dostali kédova slova o n bitech.
Hammingovou vzddlenosti dvou slov (stejné délky) rozumime podet biti, ve kterych se lisi.

Véta (28 z predndsky). Kéd odhaluje r a méné chyb prdvé tehdy, kdyZ je minimdini
Hammingova vzddlenost kodovijch slov alesponi v + 1. Kod opravuje r a méné chyb prdavé
tehdy, kdyz je Hammingova vzddlenost kodovych slov alespon 21 + 1.

Linedrnim (n,k)-kédem rozumime injektivni linerni zobrazeni g: (Z/2)F — (Z/2)™.
Ve standardnich bazich je reprezentovano n x k matici G, které fikime generujici matice
kédu g. Pokud pridavame kddové bity na zacatek slova, bude mit matice blokovy tvar

G = (Ii) . (7.1)

Matice P je rozmérii (n — k) x k. Linedrni zobrazeni h: (Z/2)* — (Z/2)"*, zadané ve
standardnich bézich matici
H:=(I,x P) (7.2)

o rozmérech k X n, nazyvame zobrazenim kontroly parity kodu zadaného zobrazenim g,
matici H pak matici kontroly parity tohoto kédu.

Véta (29 z pfednéasky). Necht linedrni kéd g s generujici matici G md zobrazeni, respektive
matici, kontroly parity h, resp. H. Potom kodovd slova kédu g jsou prdavé ker h, tedy slovo
v je kdédové prdvé tehdy, kdyZ h(v) = 0.

Pro dané slovo v € (Z/2)" nazyvdme s := h(v) € (Z/2)"* syndromem slova v, ktery
pouzivame pri dekédovani.

Pro dekdédovani prijatého slova v si spocitame jeho syndrom s. Na konec priddme nuly
(podatek (Z/2)), ziskdme slovo s|0.. .0, které miZeme povaZovat za bod (Z/2)". Pficte-
nim kédovych slov ziskdme afinni podprostor (Z/2)™ vSech chybovych slov odpovidajicich
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syndromu s. Pokud predpoklddame, Ze pri prenosu doslo k nejmensimu mnozstvi chyb,
hleddme v tomto podprostoru slovo s nejmensim poctem jednicek, jednicky totiz zname-
naji odchylku od kédovych slov. Hledanym kédovym slovem je pak slovo, z néhoz vzniklo
prictenim syndromu nase slovo s nejmensim poctem jednicek. Je-li takovych slov vice, zna-
mend to, ze danou chybu neumime opravit a mame vice moznosti pro kédové slovo a tim
i pro puvodni zpravu.

Jiny zptsob dekddovani je zakddovat informacni bity pfijaté zpravy z, ¢imz vznikne
koédové slovo u. Rozdilem z — u ziskdme chybu e. Nasledné minimalizujeme pocet jednicek
v e pomoci sloupct generujici matice G. Oba postupy jsou ekvivalentni, jelikoZ sloupce
matice G zadavaji bazi im g, tudiz se pri¢itanim téchto vektori k bodu e pohybujeme
uvnit¥ afinniho podprostoru chybovych slov prindlezicich syndromu s.

Jednim ze zpisobii, jak zadat linedrni kdd je pomoci polynomi. Polynomy zde zapi-
sujeme sefazené od absolutniho ¢lenu ke ¢lenu vedoucimu. Bud p(z) = ap + a1z + -+ +
+a,,_x " " polynom stupné n—k nad Z/2. Polynomidlnim kédem generovanym polynomem
p je koéd, pro néjz je zobrazenim kontroly parity déleni polynomem p se zbytkem. Jedné
se o linedrni (n, k)-k6d. Jeho vstupni slova jsou polynomy nad Z/2 stupné mensiho nez k,
zobrazenim g je pak f — p- f, kde f je dany vstupni polynom. Kédovymi slovy jsou pak
tedy polynomy stupné mensiho nez n délitelné polynomem p.

Chceme najit generujici matici a matici kontroly parity. Polynomy stupné mensiho nez
n — k lze chapat jako zbytky po déleni polynomem p, tudiz je na nich zobrazeni h identita.
Matice H je, zapisujeme-li polynomy jako n-tice koeficientti vzestupné vzhledem ke stupni,
skutecné tvaru (7.2)). Zbyva zjistit, jak vypad4 matice P. Sloupce matice H jsou zbytky po
délen{ polynomt z* polynomem p, totéZ bude platit i pro sloupce matice P. Prvni sloupec
bude pravé zbytek po déleni p polynomu 2", je to tedy sloupec koeficient?i ¢lenti nizSich
stupnd polynomu p psany zdola nahoru. Dalsi sloupce jsou zbytky po déleni p monomi
vyssiho stupné. Ty vSak dostaneme ze zbytku "% vynisobenim z, kde pfipadné monom
2" % nahradime p¥islusnym zbytkem. V praxi tedy posouvdme pfedchozi sloupec dolii, na
prvni misto pfidadme nulu a pfi preteceni jednicky nahore pri¢itame prvni sloupec matice
P. Je jasné, %e pak generujici matice bude tvaru (7.1)) [

7.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 7.1. Mnozinu ¢tyt slov chceme pfenaset binarnim kdédem
a) rozpoznavajicim jednoduché chyby;

b) opravujicim jednoduché chyby.

Jakou nejmensi délku slov (chceme pro vSechna slova stejnou) mizeme mit? Dejte priklad
takovych étyt slov.

!Mohli bychom psat matici P i shora doli, ale pak bychom dostali jinou generujici matici. Jednalo by
se 0 nas polynomialni kéd nikoli ve standardni bazi prostoru polynomi, ale v permutované bazi.
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Reseni. Mame slova 00, 01, 10 a 11. Nejprve fesime @) Pottebujeme, aby minimélni Ham-
mingova vzdalenost kddovych slov byla 2. Vidime, Ze staci napfiklad kéd zajistujici sudy
pocet jednicek. Na zacatek pridame 0 nebo 1 tak, aby byl pocet jednicek ve slové vzdy
sudy. Kédova slova pak budou 000, 101, 110 a 011. Je zrejmé, Ze se budou liSit minimalné
na trech pozicich. Tento kéd bude generovany matici

1
1

1
G = 0],
1

o

coz je linedrni (3,2)-kéd.

Pro b)) potfebujeme, aby byla vzdalenost kédovych slov minimélné 3. Jednou moznosti
je opakovat kazdy bit t¥ikrat. Dostali bychom (6,2) kéd, nicméné pfiddvdme mnoho biti.
Zkusime tedy najit néjaky kod, ktery pridava méné bit. Mizeme vypozorovat, Ze vstupni
slova maji mezi sebou minimdlni Hammingovu vzdélenost 1 a kédové slova kédu z[a) maji
minimdlni vzdélenost 2. Ddme-li je tedy za sebe kddové slovo z[a] a vstupni slovo, uvidime,
ze se budou nova kédova slova liSite miniméalné ve dvou bitech na prvnich tfech pozicich
a v jednom bitu na poslednich dvou pozicich, tedy celkem minimalné ve tfech bitech.
Maéame tedy kédova slova 00000, 10101, 11010 a 01111. Jedna se o kédova slova linearniho
(5,2)-k6édu daného matici

G =

[ R
—_ O - O -

Ovéfme, Ze jsou pétibitova kodova slova skutecné minimélni délky. Predpokladejme
pro spor, ze existuje kdd s ¢tyrmistnymi kédovymi slovy. Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, Ze tento kdd pridava na bity na zacatek kédovych slov. Bud ab00 kédové
slovo odpovidajici 00. Pak, mé-li se od néj kédové slovo odpovidajici 01 liSit na trech
pozicich, musi jim byt a’b'01, kde (-)’ zna¢i opaény bit. TutéZ argumentaci lze pouzit i pro
slovo 10, tudiz jsou od sebe kédova slova pro 01 a 10 vzdalena o 1.

Jinak lze Fesit llohu pomoci grafii. Na mnozinu vSech slov délky n se miizeme divat jako
na graf, kde hrana spojuje kazdé dva vrcholy, které se od sebe lisi jen v jednom bitu. Z kaz-
dého vrcholu tak bude vychéazet pravé n hran. Graf bude mit tvar n-rozmérné krychle, nebo
se na néj muzeme divat jako na Hasseovsky diagram podmnozin n-prvkové mnoziny (pak
n-tice nul a jednicek odpovidaji charakteristickym funkcim danych podmnozin). Napiiklad
pro n = 3 budeme mit nasledujici diagram.
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111

N
110 101 011

| X X

100 010 001

N
000

Je vidét, ze vrcholy 000, 100, 101 a 011 jsou od sebe oddéleny vzdy minimélné dvéma
hranami. Odtud bychom mohli vyftesit @) Vidime, Ze pro n = 3 méame v krychli dost
vrcholid na to, abychom byli schopni najit ¢tvetici tak, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy je
miniméalni délka cesty alespon 2.

Pokud chceme jednoduché chyby i opravovat, potfebujeme minimalni délku cest mezi
dvéma slovy alespon 3. To si mizeme preformulovat na tvrzeni: ,Pro zadné dva vrcholy
v nasi c¢tvefici neexistuji jim incidentni hrany se spoleénym druhym vrcholem.“ Pokud
n = 4, mame celkem 16 vrchold, 4 z nich jsou nasSe slova, takze zbyva 12 vrcholti. JenZe
z kazdého z naSich vrcholi vedou étyfi hrany do celkem 16 vrchold, tudiz musi druhé
vrcholy nékterych z nich byt spolecné. Pro n = 5 méame celkem 32 vrchold, 4 kédové,
z kazdého z nich vede 5 hran do celkem 20 vrchold. Zbyva 28 vrcholti, tedy je jich dost na
to, abychom byli schopni najit ¢tverici s pozadovanou vlastnosti.

Tento grafovy piistup ndm umoziiuje tlohu zobecnit. Pro dané 2% hleddme minim4lni
2" takE] aby kédova slova délky n odhalovala / opravovala jednoduché chyby. Hleddme
miniméalni n takové, Ze v n-rozmérné krychli 1ze najit 2¥ vrcholt tak, aby minim&lni pocet
hran mezi nimi byl 2, resp. 3.

Ma4-li byt minimalni vzdélenost vrchold 2, stadi vzit n = k + 1. To je proto, ze (k + 1)-
-rozmérnd krychle je vlastné dvojice k-rozmérnych krychli, kde ,,odpovidajici si“ vrcholy
jsou spojeny hranou. Vezmeme pak z prvni krychle polovinu vrcholt (od sebe oddélenych
minimélné 2 hranami), z druhé krychle pak druhou polovinu.

Pro opravovani chyb hleddme podobné minimalni n tak, abychom v n-rozmérné krychli
byli schopni najit 2*¥ vrcholi tak, Ze nemaji spoleéné 74dné druhé vrcholy hran z nich
vychézejici. Mame celkem 2" vrcholii, kédovych vrcholi je 2%, z kazdého z nich vychéazi n
hran. Zbylych vrcholi je 2" — 2*. Potiebujeme, aby mezi nimi bylo alespoii 2* - n vrchold,
neboli

2F.n < om — 2k
coz odpovida
n —logy(n+1) > k.

Protoze je N dobfe usporadand mnozina, ma nerovnice pro dané k jediné feéeni.ﬁ] A

2Vstupni slova musi byt néjaké délky, feknéme k, staci tady tlohu uvazovat v zavislosti na délce vstup-
nich a kédovych slov.

3Alternativné bychom se na nerovnici mohli divat z druhé strany. Ze slov délky n lze vytvorit kéd
opravujici jednoduché chyby ve slovech maximélné délky n — log,(n + 1).
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Pfiklad 7.2. Pomoci linedrniho kédu daného matici

zakodujte zpravu 101.

Resend. Zpréva 101 je sloupcovym vektorem z = (1,0,1)T. Kédovani probih4 tak, Ze dany

vektor z vynasobime zleva generujici matici G, kde dostaneme vektor

w

I
co R R
e R S o R

a hledané kdédové slovo je 10101.

_ o O = O

_0 = O

A

Pozndmka. Misto nasobeni sloupcovych vektorti zleva jsme mohli také nasobit rfadkové

vektory zprava transponovanou matici.

Piiklad 7.3. Urcete vSechna kédové slovy (3,2)-kédu generovaného polynomem z + 1.

Urcete generujici matici tohoto polynomialniho kédu.

Reseni. Mame polynom p(z) = 1+ z. Kéd g je ddn nisobenim polynomem p. Vstupni
slova budou polynomy f(z) = a¢ + a1 z, kde a;, 7 € {0,1}. Pak

g(f)(z) = (p- f)(x) = ao+ (ao + a1) T+ ay z2.

Maéame ¢tyfi moznosti pro polynom f:
z)=0: (p- f)(z) =
z) =1 (p- f)(z) =1+z,

f(
f(
fl@)==: (p- f)(z) =z +2°
f(

)=1+z:(p-NHHx)=14+z+z+2*=1+2%

Polynom f reprezentuje slovo aga;, podobné pro kédovy polynom. Vstupni i kédovéa slova,

si mizeme zapsat do nasledujici tabulky

vstupni slovo

00

01

10

11

k6édové slovo

000

011

110

101
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Vidime, Ze vSechna kédova slova obsahuji sudy pocet jednicek. Kéd g je skutecné kddem
zajistujicim sudy pocet jednicek. Nam zvyklé vyjadreni, kde kédovy bit pfidavame na
zal4tek slova mé pak tento kéd napiiklad v bézi (z, 1, z?%).

Zobrazeni h pfifazuje polynomu stupné 2 zbytek po déleni p(x) = 1 + z. Hleddme
zbytek po dé&leni p polynomu z3~2 = z. Plati

z=(14+z)-1+1
tedy zbytek je 1. Zbytek polynomu z? je pak z, které si nahradime 1. Mdme tedy matici
P=(1 1),
matici kontroly parity
H=(11 1)

a generujici matici
11
G=11 0]. A
01

Priklad 7.4. Urcete generujici matici a matici kontroly parity (7,2)-kédu generovaného
polynomem p(z) = z° + z* + z? + 1. Dekédujte pfijaté slovo 00101|11 za pfedpokladu, Ze
pri prenosu doslo k nejmensimu moznému mnozstvi chyb.

Reseni. Nejprve si zjistime matici P. Jejim prvnim sloupcem bude (vzestupné sefazeny)
zbytek po déleni x5 polynomem p. Je vidét, Ze to bude z* + 22 + 1, neboli (1010 1)7.
Druhym sloupcem pak bude (z* + 22 + 1) - £ = 2% + 2® + z, kde si z° nahradime zbytkem,
tedy vyjde z* + z® + 22 + z + 1. Pak vyjde matice

=

Il
_H O HR)ROR
— e e

z ¢ehoz ziskdme matici H pridanim I5 blokové na prvni sloupec, tedy

Il
coocor
cor oo
o ocoo

1
0
1
0
1

O OO = O
o O O
—_ e e
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a matici G pridanim I, blokové na druhy radek, tedy

D

|
OR R, OFROM
—_ O o e e

Dekédujme zpravu 0010111, kterd odpovidé vektoru v = (001011 1)T. Mdme dvé
moznosti, jak tlohu fesit. Informacni bity prijaté zpravy jsou 11. Zakédujeme si zpravu
(11)T. Dostaneme kédové slovo u = (010101 1)T, nésledné si spoéitdme chybu pfenosu
e=v—u=(0111100)T. Prvnich 5 bit& chybového vektoru je totoZnych se syndromem
ZPravy v:

0
1000011 0 0
01 0O0O0O01 1 1
s=H-v=1]0 010011 0]=11
0001001 1 1
000O0T1T11 1 1

1

Nyni se snazime minimalizovat pocet jednicek chyby e pomoci sloupcti generujici matice
G. Pfi¢tenim druhého sloupce G ziskdme novy chybovy vektor € = (1000001)™. Je vidét,
Ze pri¢tenim prvniho nebo druhého sloupce matice G k € by se pocet jednicek zvysil.
Puvodni zpravu ziskdme pfi¢tenim minimélni chyby €’ k pfijaté zpravé v, dostaneme zpravu
(1010110)7T, tedy ptivodni odeslané informace byla 10.

Jinou mozZnosti je pouzit metody linedrni geometrie. Jiz jsme si spocitali syndrom s
zpravy v. V (Z/2)" si spoéitdme obraz kédu g (sestdvajici z kédovych slov). PiSeme-li
vstupni slova jako sloupce matice, bude jeji nasobek zleva G odpovidat matici kddovych
slov. SloZenymi zévorkami zna¢ime, Ze sloupce matice jsou pravé vstupni / kddova slova,
jedné se tedy spiSe o mnoZinu / prostor sloupcovych vektorid, nez o matici.

( )

11 0110
01 0101

0011 |t ooy JO1LY
G{0101}=01{0101}=<0101,
11 0110

10 0011

01 010 1

Obraz kédu g tvoii vektorovy podprostor v (Z/2)7. Afinni podprostor chybovych slov se
syndromem s dostaneme pfi¢tenim vektoru (s 00)T, coZ déva (s pfihlédnutim k notaci se
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slozenymi zévorkami jako vySe)

0\ (0o110) (0110
1l o101 1010
1l o110 100 1
11430 10 13=31010
1l o110 100 1
of 0011 0011
o/ lo101] (010 1

Nyni v mnoziné chybovych slov hledame to s nejmensi chybou, tedy sloupec s nejmensim
poctem jednicek. V prvnim sloupci mame 4 jednicky, ve druhém 2, ve tfetim 3 a ve c¢tvrtém
opét 4. Vidime, Ze musime vzit druhy slupec. Poslana zprava odpovidala souc¢tu druhého
sloupce s obdrzenou zpravou, tedy

(1000001)T+(0010111)T=(1010110)"

coz odpovidé zpravé 10101|10 a pivodni slovo bylo 10. A

Priklad 7.5. Urcete generujici matici a matici kontroly parity (7,4)-k6du generovaného
polynomem z2 + z + 1. Dekédujte pfijatd slova 1001001 a 101]0110 za pFedpokladu, Ze pfi
prenosu doslo k nejmensimu moznému mnozstvi chyb.

Resend. Zjistime si matici P. Zbytek po déleni z° polynomem % + z + 1 je = + 1. Zbytek
zt je 2% + z, zbytek 25 je 2° + z?, ktery si pfevedeme na z2 + x + 1, a nakonec zbytek
x5 je 2* + 23, ktery ji pfevedeme na x2 + x + z + 1 = z? + 1. Psanim koeficientii zbytk
zdola nahoru do sloupcti (tedy koeficient u z2 na posledni fddek, u x na prostfedni a u 1
na hornf) ziskdme matici

1011
P=[1110},
0111
z ni matici kontroly parity
1000111
H=|0101110
0011011
a generujici matici
1011
1110
0111
G=1]1000
0100
0010
0 001
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Obdrzeli jsme zpravu 100|1001. Informaéni bity jsou 1001, zakédujeme si tedy vektor
(1001)T matici G.

1011 0
1110 1
(1) 0111(1) 1
G0=1()()O 0=1
1 01001 0
0010 0
0 001 1

Chybu pfenosu obdrzime ode¢tenim vysledku od obdrzené zpravy.

o
Il
R OO KRR~ R~ O
|
_H OO, OO
Il
OO OO M=

Pri¢tenim tfetiho sloupce matice G sniZime pocet jednicek a dostaneme novou chybu

m\

Il
SO OO - ==
+
O OO K==
Il
O OO0 OO Oo

Vidime, Ze pfi¢tenim libovolného sloupce matice G by se pocet jednic¢ek zvysil. Chyba €’
je tedy minimalni, ptivodni zpravu dostaneme prictenim této minimalni chyby k prijaté
ZPrave:

_— oo O O oo

_ oo~ OO
I
Il
—_—_-00 R OO M

a odesland zpriva byla 100|1011, tedy puvodni slovo bylo 1011.
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Obdrzeli jsme druhou zprévu 101|0110. Zakédujeme si slovo 0110 kédem g.

OO O R O M -
OO RO RrRREFEO
O = O O = = =
—_ O OO MO
O = = O
[l
O M= OOO M

Chybu ziskame odectenim od kédového slova od prijaté zpravy.

0]
Il

OR HORF O
|

O == OO O -
Il

[N elNoeNoll S =N

Vidime, zZe pri¢tenim libovolného sloupce matice G k chybé e by se pocet jednicek zvysil.
MizZeme proto rovnou Fici, Ze je chyba minimalni a ptivodni zprava byla

O R R OMFEOM
|
SO OO = OO
Il
O~ = O OO =

a poslané slovo bylo 0110. To je ddno tim, Ze dojde-li k (jednoduché) chybé na kédovych
bitech, je vysledna chyba jiz minimalni.

Chceme-li fesit dlohu pomoci linearni algebry, spocitame si nejprve mnozinu kédovych
slov, kde konvence se zévorkami je stejnd, jako v pfikladu [7.4]

1011
(1)11(1) 0000O0OO0OO0OO0O1TI1ITI1T1IT1T1T11
1000 000011110000O011T11_
0100 00110011001100011(
0010 01 0101010101O0101
0001
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(01 1001101001100 1)
001111001100O0O0T1T71
011 0100101101001
=¢0000000011111111p (73
00001111000O01T1T11
00110011001 1O0011
010101010101010 1]
Spo¢itdme si syndrom prvni pfijaté zpravy 100|1001.
1
0
1001011 0 1
s;=|01 01 110]|-|1]=]|1
0010111 0 1
0
1

Ten si doplnime nulami na konci a zjistime afinni podprostor chybovych slov syndromu s;
prictenim k linedrnimu podprostoru kédovych slov.

1 (01 1001101001100 1)

1 0011110011000011

1 011010010110100°1

of[+{0000000011111111}=

0 000011110000111°1

0 00110011001100T1°1

0 010101010101010 1]
(1 001 10010110011 0)
1100001100111100
1001011010010110
=¢{000000O0O0O1111111 1y
0000111100001111
001100110011 00°1°1
010101010101010 1]

Mezi danymi chybovymi slovy si najdeme to s nejmensim poc¢tem jednicek, coz je v nasem
pifpadé tieti sloupec, tedy minimalni chyba je (00000 10)T a pivodni zpravu 100/1011
jsme ziskali prictenim minimalni chyby ke zpravé prijaté.
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Nyni si spo¢itdme syndrom druhé pfijaté zpravy 101|0110.

1
0
1001011\ |1 0
s;)=[01011 10| ]of=]o0
(0010111) 1 (1)
1
0

Doplnime jej nulami a pfi¢teme k nému linedrni podprostor kédovych slov z (7.3), abychom
ziskali afinni podprostor chybovych slov daného syndromu.

( )

0 011001101001100°1

0 00111100110000O0T11

1 01101001011010°0°1

Of+<0 00 000001111111 1;=

0 0000111100001 1T11

0 001100110011O00T11

0 010101010101010 1
(01 1001101001100 1)
0011110011000O0O0T11
1001011010010110
=<00000O0O0OO0OT1TI1T111111
0000111100001 111
001100110011O00T11
010101010101010 1

Vidime, Ze nejmensi pocet jednicek mé prvni chybové slovo, takze odectenim tohoto chy-
bového slova od obdrzené zpravy dostaneme

1 0 1
0 0 0
1 1 0
0]—]0]=1]0
1 0 1
1 0 1
0 0 0
a posland zpréva byla 001|0110, ptivodni informace 0110. A
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7.3 Priklady k procviceni
Piiklad 7.6. Urcete generujici matici a matici kontroly parity (7,4)-kédu generovaného

polynomem 2 + z? + 1. Dekédujte pfijata slova 1101100 a 1010111 za pfedpokladu, Ze
pfi pfenosu doslo k nejmensimu mnozstvi chyb. (Vysledky: 010/1100 a 101|0011.)
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Kapitola 8

Kombinatorika

8.1 Opakovani z prednasky
kombinatorické pravidlo souctu pocty vzajemné vylucujicich se moznosti se scitaji

kombinatorické pravidlo soucinu pocty nezavislych a soucasné se vyskytujicich moz-
nosti se mezi sebou nasobi

permutace pocet bijekci n-prvkové mnoziny do sebe je n!

kombinace pocet vybért k prvki z n prvki (k-prvkovych podmnozZin n-prvkové mnoziny)

* n\ n! ne(n=1)----- (n—k+1)
(k) T kl(n—k)! k!

variace pocet pofadi k prvki z n prvki (uspofddanych k-tic z n-prvkové mnoziny ) mizeme
ziskat jako pocet vybért k prvki z n prvka krat pocet (dobrych) uspofddani k prvki,
tedy jako

(Z)-k!=n-(n—1) ..... (n—k+1)

permutace s opakovanim prvkd riznych druh@ mame-li p; prvki prvniho druhu, p,
prvki druhého druhu, ..., pi prvka k-tého druhu, pak pocet permutaci p; + po +
+ - - - 4+ pr prvki s opakovanim prvkia danych druhi je

(p1+p2+---+pp)!
pilopgleee k!

variace s opakovanim pocet potadi k prvki z n prvki s opakovanim je n*

kombinace s opakovanim pocet kombinaci k£ prvkia z n prvka s opakovanim odpovida
ekvivalentné
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e poctu rozdéleni k stejnych prvka do n krabicek,
e poctu rozmisténi n — 1 oddélovach mezi linedrné sefazenych k stejnych prvki

e poctu permutaci k +n — 1 prvka a oddélovac¢u s opakovanim k prvki a n — 1
oddélovaci

pricemz pocet poslednich je
(k+n—-1)! (k+n—-1\ (k+n-1
El(n—1)! k U n-1

Pripomeneme si princip inkluze a exkluze. Oznac¢me # A pocet prvki kone¢né mnoziny
A. Méjme systém kone¢nych mnozin {A;} . Pak plati

# | lAizg #Ai—§ #(A;,NA;)+ E #HANANA) —- -+
i i i#£j i£j#k
+(=D)" 2> # (A + (—1)"‘1#[.]141.

PR %
8.2 Priklady resené na cviceni
Priklad 8.1. Urcete pocet feseni rovnice
T+y+z=2024
v Ny, respektive v N.

Reseni. Nejprve tilohu fesime nad Ny. Méame 2025 mo¥nosti pro = (xr =0, 1, ..., 2024).
Pro kaZdou z téchto mozZnosti médme 2024 — xz + 1 moznosti proy (y =0, 1, ..., 2024 —x).
Kazda z téchto dvojic z a y jednoznacné urcuje z = 2024 — z — y. Staci tedy secist pfes
vSechny moznosti pro £ moznosti pro y v zavislosti na x.

2024 2024 2025 - 2024
> (2025 —2) =2025-2025— ) = =2025-2025 — — =
=0 =0

=2025-(2025 —1012) =2025-1013 = 2051 325.
MiuzZeme si rovnéz zapsat Cislo 2024 jako soucet dvou tisic dvaceti ¢tyt jednicek.

204 =1+1+-+1
2024

Nésledné se ptame, kolik z nich pfinalezi x, kolik y a kolik z. Hleddme tedy, kolika zpt-
soby je mozné rozdélit 2024 stejnych prvka na tfi hromadky. Jedna se tedy o kombinace
s opakovanim, pocet moznosti je tedy

(2024+2) _ <2026> 20262025

5 5 5 = 2051 325.
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Resime-li rovnici v N, musi byt «, y i z minimélné 1. MizZeme si tedy zavést nové
proménné xg ;= — 1, yg ;= y — 1 a z9 := z — 1, které jiz budou z Ny. Po vyjadreni si
proménné xg, Yo a 2o dosadime do pivodni rovnice a dostaneme

neboli

To + Yo + 20 = 2021,

pricemz pocet TeSeni nové rovnice je stejny jako pocet feseni pivodni rovnice — ke kazdé
proménné bychom pricetli 1. Napiiklad druhym zpisobem feseni pak dospéjeme k poctu
feent (*°*%) = (*%°) = 2045253. A

2

Priklad 8.2. Kolika zptsoby miiZzeme zapsat ¢islo 22 500 000 jako
a) soudin dvou pfirozenych &isel;
b) soudin t¥i pfirozenych Cisel?

Resend. Hledame vlastné podet feSeni rovnice z - y = 22500000, resp. z -y - z = 22 500 000
v N. Nejprve si uréime prvociselny rozklad 22 500 000. Celkem snadno méame

22500000 = 225 - 100000 = 15% - 10° = 3% . 5% . 2% . 5> = 25.32. 57,

Resfme nejprve @) Vzhledem k tomu, ze y = 225(;& je jednoznacné uréené z, zajima
nas pocet = takovych, ze x déli 22500000, tedy pocet déliteli tohoto cisla. NapiSeme si
r = 2%-3%. 5°. Pak mohou byt a € {0,1,...,5}, b € {0,1,2} a c € {0,1,...,7}. Mdme
tedy 6 moznosti pro a, 3 moznosti pro b a 8 moznosti pro c. Volby jsou na sobé nezavislé,
celkem mame tedy 6 - 3 - 8 = 144 moznosti pro = a celkem 48 feSeni.

Jinak se na tlohu miizeme divat tak, ze zvlast délime 5 dvojek, 2 trojky a 7 pétek na
dvé hroméddky (jedna pro z a jedna pro y). Rozdéleni dvojek, trojek a pétek jsou na sobé
nezavisla. Mame tedy tti nezavislé kombinace s opakovanim, tedy pocet feSeni je

5+1 2+1 7+1
) () (1) o

Nyni feSime b)), jiZz pouze druhou moZnosti (je jednodussi). Délime 5 dvojek, 2 trojky a
7 pétek zvlast na tii hromadky (pro z, y a z), jedné se tedy opét o t¥i nezavislé kombinace
s opakovanim, poCet Feseni [b)) je

L)@ Qmenm s
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Pozndmka. Pokud bychom feSili tlohu aZ na poradi ciniteli, zkomplikovala by se. V @)
by stacilo vydélit pocet feSeni dvéma (pocet permutaci dvouprvkové mnoziny). 22 500 000
neni druhd mocnina, takze pocet déliteld je sudy, a délitele jde sparovat tak, Ze soucin
da vzdy kyzZené cislo. AZ na poradi tedy lze ¢islo 22500000 zapsat jako soucin dvou 72
riznymi zpusoby. Pro druhou mocninu by byl pocet délitelt lichy — pak bychom odecetli
1 (pro pfislusnou odmocninu), vydélili dvéma (parovani délitelid) a zase bychom 1 pficetli.

Cést @ by jiz byla slozitéjsi. Museli bychom uvazovat Sestiprvkovou grupu permu-
taci t¥iprvkové mnoziny. A¢ 4536 je délitelné Sesti, nestaci pouze vysledek vydélit. Museli
bychom pouzit Burnsideovo lemma. Pro kazdou permutaci bychom urcili pocet fixnich
bodi, tedy pocet trojic x, vy, z, které se zobrazi samy na sebe. Néasledné bychom pocty
seCetli a na zavér vydélili 6.

Priklad 8.3. Kamaradi Artem, Barbora, Cyril, Danuse a Ervin jdou spolu do kina. V kiné
si sednou do fady vedle sebe. Kolika zptsoby si mohou posedat, pokud chtéji, aby

a) Barbora sedéla vedle Cyrila,
b) DanusSe nesedéla vedle Artema,
c) nastaly moznosti [a]) i[b]) soutasné?

Reseni. Oznadime si osoby A, B, C,Da E. V E[) muzeme uvazovat B a C za jednu osobu
a pak vysledek vynédsobit dvéma — B a C se mohou vzdy prohodit. Zbyvaji 4 ,,osoby“ (t¥i
osoby a jedna dvojice), které mizeme libovolné permutovat. Mdme tedy 2-4! = 2-24 = 48
moznosti.

V b)) miZzeme zjistit poCet vSech rozesazeni a odedist podet moznosti, kdy A a D sedi
vedle sebe. Mame 5! — 2 - 4! = 120 — 48 = 72 moznosti.

Ulohu D reSime podobné jako @ s tim, ze zaroven B a C povazujeme za jednu osobu.
Permutujeme 4 ,j0soby“ s tim, Ze odecitame 2 - 3! mozZnosti, kdy A a D sedi vedle sebe.
Celkem méame 2- (4! —2-3!) =2 (24 — 12) = 2- 12 = 24 moznosti. A

Piiklad 8.4. a) Kolika zpusoby se mtze rozesadit 5 osob v pétimistném auté, kdyz jen
dva lidé maji fidi¢sky prukaz?

b) V autobuse je vedle mista pro fidi¢e jesté 25 mist k sezeni. Kolika zpisoby se muzZe
rozesadit 20 cestujicich a 2 Fidici?

Reseni. a) Nejprve posadime jednoho fidide. Nésledné mame 4! = 24 moznosti, jak se
rozesadi zbytek osazenstva. Pro kazdou mozZznost mizeme prohodit fidice, mame tedy
celkem 48 moznosti.

Jinak lze tlohu resit tak, Ze mame 2 moznosti, kdo si sedne na misto ridice, pak 4
moznosti, kdo na misto spolujezdce a na zadnim sedadle mame postupné 3, 2 a 1
moznost. Vysledek vynasobime, mame tedy 2-4-3-2-1 = 48 moznosti.
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b) Méme 2 moZnosti, kdo si sedne na misto Fidi¢e. Druhy ¥idi¢ mé 25 mozZnosti k sezeni,
prvni cestujici 24, druhy 23, atd., pficemz posledni, dvacaty, cestujici ma 5 volnych
sedadel. Mame tedy celkem 2-25-24----- 6 - 5 mozZnosti.

Druhy zpisob feSeni je nejprve vybrat 21 sedadel pro cestujici (pro 20 cestujicich a
druhého Fidice), to je mozné (3?) zpusoby, nasledné pro kazdy vybér sedadel mame 21!
rozesazeni, a pro kazdé rozesazeni navic dvé moznosti (prohazujeme fidice). Celkovy
pocet moznosti je tedy

25 25! 25!
2. 21l =2. ol = A
(21) 21! 4! 4-3

Priklad 8.5. Vysledné poradi tymt prvni ligy se ztratilo, naslo se pouze relativni poradi
vSech sedmi tymi z Cech a relativni pofadi viech Sesti tymf z Moravy. Kolika zptisoby lze
z téchto ¢asteCnych tdaju sestavit poradi prvni ligy? Kolika zpisoby by to bylo mozZné,
pokud by se prvni ligy ucastnily jesté tfi tymy ze Slezska, jejichz relativni poradi také
zname?

Reseni. Potadi tymt z Cech je zndmé, stejné jako poradi tymi z Moravy. Pii uréovani cel-
kovych pofadi nés tedy pouze zajim4, jestli je tym na daném misté z Cech, nebo z Moravy.
Urcujeme proto pocet moznosti, jak mezi sebe tymy seradit. Pokud si naptiklad ptredsta-
vime tymy z Cech jako prvky a tymy z Moravy jako odd&lovade, zadéin tloha p¥ipominat
kombinace s opakovanim. Mame tedy (726) = (1(?) = 1716 moznosti.

Jinak lze tlohu chéapat tak, Ze urcujeme pocet permutaci trinactiprvkové mnoziny,
piiem? za stejné povazujeme ty permutace, kde prohazujeme mezi sebou tymy z Cech
a mezi sebou tymy z Moravy. Pak vyjde 71,—3(;, moznosti, coz je totéz, co (163> = (173)

Pfiddme-li tymy ze Slezska, jiz prvni zptusob (ktery je vlastné ekvivalentni s druhym)

nevede na kombinacni ¢islo. Pocet feSeni je podebné
(7+6+3)! 16!

T6l-30  T.gl.3 00960 A

8.3 Priklady k procviceni

Piiklad 8.6. Kolika zptsoby muZeme rozdélit (ne nutné spravedlivé) vybér z bankomatu
7 x 1000 K¢ plus 6 x 500 K¢ (pfiemz nehledime jen na celkovou ¢astku, ale i na pocty
bankovek)

a) mezi t¥i lidi,
b) mezi étyfélenou rodinu tak, aby alespori néco zistalo matce, kterd penize vybrala.
(Vyslediy: p) (3) - (), [ (3) - () = ) - ).

Priklad 8.7. Kamaradi Apolena, Borivoj, Celestyna, Damian a Eliska jdou spolu do kina.
V kiné si sednou do fady vedle sebe. Kolika zpiisoby si mohou posedat, pokud chtéji, aby
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a) ani Apolena ani Bofivoj nesedéli na kraji,

b) Celestyna nebo Damidn sedéli pfesné uprostied,

c) nastaly obé moznosti fa]) i[b)) soucasns.

(Vysledky: [a)) 3-2-3!,[p) 2-4l,[d) 2-2!-2L)

Priklad 8.8. Na kolik oblasti mize nejvys rozdélit rovinu n pfimek? Na kolik oblasti mtze

nejvys rozdélit prostor n rovin? (Vysledky: prvni otdzka viz video ze cvifeni 9, p, = p,_1+n,

coz se da vyresit jako p, = ("‘QH) + 1; drubé otazka r, = r,_1 + pn_1, coz se da vyresit

jako r, = (";‘1> + n + 1, prvnich pér ¢lent je 1, 2, 4, 8, 15, ...)
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Kombinatorika, pravdépodobnost

9.1 Opakovani z prednasky
Pripomeneme si definici a vypocet kombinac¢niho ¢isla.

N\ def n! n-(n—1)----- m—k+1)- (n—%)T
(k) CK(n—k)! k! (n—Hk)T

[nlk:=n-(n—1)----- (n—k+1) (9.1)

pro k € N. Pro k = 0 specidlne klademe [n]y = 1 jako prazdny soudin. Je vidét, Ze pak
pro klasicky faktoridl mame vztah n! = [n],. Vidime, Ze ve vztahu nepotiebujeme,
aby n bylo pfirozené ¢islo. Lze tedy vzorcem definovat klesajici faktorial podle k z li-
bovolného redlného (nebo i komplexniho) ¢isla. (Podobné bychom si mohli zavést rostouci
faktorial z n podle k jako

coz ale zde nebudeme potiebovat.) S touto symbolikou miizeme psat kombinaéni ¢islo jako

(-1

Pri uziti tohoto zapisu opét nepotifebujeme, aby n bylo pfirozené ¢islo, miZeme proto
definovat pro libovolné rediné (komplexni) ¢islo r (zobecnéné) kombinaéni ¢islo

(;) = [7];—],’“ (9.2)
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¢teno r nad k. Déle je mozno faktoridl zobecnit pomoci Gamma funkce. Ta je definovana
vztahem

I'(2) :=/ e tt* 1 dt
0
pro kazdé z € C . {0,—1,—2,...}. Plati, Ze
I'(n+1) =n!

pro n € Ny. Pak je mozné definovat zobecnéné kombinacni ¢islo

z\ I'(z+1)
w)  Tw+1)T(z—w+1)
pro libovolna z, w € C, pro néz je vyraz napravo definovan.
Necht n € Ny. Definujeme si dvojity faktoridll] z n rekurentnim vztahem

1 ne€o,l,
nll =
n-(n—2) n>2.

Maéame vyjadreni
1-3:5----- n n liché,
nll =
2:4-6----- n n sudé.

Odtud mame
n!=nll-(n—- 1! (9.3)

jelikoz n a n — 1 jsou jedno sudé a jedno liché, nasledné si v soucinu seskupime zvlast sudé
a liché Cinitele. Mzeme pocitat

2k =2-4-6----- (2k) = 2F k!,
tedy pro n sudé mame vyjadieni n!! = 22 <%) l. Déle muzeme diky (9.3) podCitat

2k + 1)1 = (2(’; ;“)!1!)! _ 2 ’2“;];!1)!. (9.4)

Celkem mame tedy vyjadieni dvojitého faktoridlu

23 (g)' n sudé,

nll = \
T .

1Také oznacovany jako semifaktoridl z n.

65



MB154 podzim 2024 Kapitola 9

9.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 9.1. V Satné si 4 navstévnici odlozili své kabaty a klobouky. Nestastnou ndhodou
klobouky spadly na zem. Satndika chce klobouky opét povésit, ale protoZe si nepama-
tuje, ktery patii komu, povési je k jednotlivym kabatim zcela ndhodné. Kolika zpiisoby
muze klobouky povésit tak, aby alespon jeden navstévnik dostal svij klobouk? Jaka je
pravdépodobnost, Ze alespon jeden navstévnik dostane svij klobouk?

Reseni. MiZeme si kabaty i klobouky oznagit ¢isly 1 az 4. Pak vlastné hleddme vSechny
permutace ¢tyfprvkové mnoziny s alespon jednim pevnym bodem, a to pomoci principu
inkluze a exkluze. Mame ‘f moznosti na vybér jednoho pevného bodu, pro kazdy z nich 3!
permutaci zbylych prvka. Nékteré permutace jsme zapocetli dvakrat, musime proto odecist
(g) - 2! permutaci s alespont dvéma pevnymi body. Permutace s alespon 3 pevnymi body —
tedy identitu — jsme pficetli ¢tyrikrat a pak odecetli Sestkrat, musime ji tedy zpét pricist
trikrat. Celkem mame tedy

(i>-3!—(3)-2!—|—3-1!:4-6—6-2+3=24—12+3:15

moznosti. Pravdépodobnost, Ze alespon jeden navstévnik pak dostane sviij klobouk je

15 15 5
Priklad 9.2. Na kolik oblasti miZe maximalné rozdélit rovinu n kruznic?

Resend. Z¥ejmé 0 kruznic rozdéli rovinu na 1 oblast. 1 kruZnice rovinu rozdéli na 2 oblasti —
vnitfek a vnéjsek. Pro dvé kruznice mame 4 oblasti — pokud kruznice nakreslime tak, aby se
protinaly ve dvou bodech, mame vnéjsek, pak dvé oblasti ve vnitiku pouze jedné kruznice
a oblast priniku obou vnittkid. U tii kruznic podobné dostaneme 3 oblasti vnitik pouze
jedné kruznice, 3 priniky vnirk pravé dvou kruznic, 1 prinik vnittkd vsSech t¥i kruznic a
4 vnitiky pouze jedné z kruznic, 4 priniky vnittkd pravé dvou, 4 vnitiky prinikid pravé
t¥i, jeden prunik vnittkid vSech ¢tyr a vnéjsek, celkem tedy déli 4 kruznice rovinu az na 14
oblasti.

Uréeme nyni obecny pripad. Oznacme a,, maximalni pocet oblasti, na ktery déli rovinu
n kruznic. Zfejmé maxima dosdhneme tehdy, kdyz se dvé rtizné kruznice protinaji prave
ve dvou riznych bodech a neexistuji spole¢né priniky tii kruznic. Pfidanim n-té kruznice
k (n — 1) pfedchozim se nova kruznice rozdéli 2 - (n — 1) prtseciky na 2 - (n — 1) obloukd,
pricemz kazdy z nich déli jednu — ale ne kazdou — z a,_; oblasti na 2 — déli jich pravé
2. (n —1). Mdme tedy rekurentni vztah

ap=0p_1+2-(n—1)
pro n > 2, kam muzeme dale dosazovat

n=0p1+2-(n—1)=
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=an_2+2-((n—1)+(n—2))=
=an3+2-(n-1)+n-2)+(n—-3)=-=

nn-—1
=a+2-((n=1)+Mn-2)+---+2+1) =2+2-(T)=n2—n+2,
¢imz dostaneme explicitni vyjadieni a, pro n > 2. Vidime, Ze pro n = 1 vzorec také
funguje, nebot 12 — 1 + 2 = a,, tedy celkem déli rovinu n kruZnic na maximalné

1 n=>0
a, =
n—-n+2 n>1

oblasti. A

Pozndmka. Aby bylo FeSeni plné korektni, je potieba dokazat, Ze n kruZnic lze skuteéné
umistit v roviné tak, Ze se kazdé dveé protinaji pravé ve dvou bodech a pritom neexistuji
pruseciky tii a vic kruznic. Fakt, Ze dvé kruZnice se protinaji maximalné ve dvou bodech, je
jednoduché dokazat. To, Ze je to mozné pro n kruznic lze dokazat napiiklad indukci. Diikaz
nastinime. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze vSechny kruznice maji stejny polomeér.
Mame umisténych n — 1 kruznic, chceme umistit n-tou. Jeji stted nesmi lezet moc daleko,
¢imZz mame vyznacenou mnozinu moznych stied n-té kruznice. Navic jej musime umistit
tak, aby nevznikaly priseciky tii, coz ale znamend, Ze stied kruznice nesmi leZet na jedné
z kruznic se stfedy v prusecicich a stejnymi poloméry. Tato zakdzand mnoZina méa ale
nulovou miru, takZe nova kruznice v obecné poloze bude mit s kazdou z predchozich 2
pruseciky.

Jinak si (ponékud nespravné) lze predstavit situaci tak, Ze najdeme Jordanovu kﬁvkuE]
ktera méa pravé 2 priseciky s kazdou z predchozich n — 1 kruznic, a nasledné deformujeme
tuto kfivku na kruzZnici tak, aby kyZena vlastnost zlistala zachovana. Tento pohled je ovSem
zavadéjici a nevede k dikazu, protoZe jiz dvéma Jordanovymi kfivkami lze rovinu rozdélit
na libovolné mnoho oblasti (ale minim4lné na 2) — stadi si naptiklad pfedstavit hvézdu s k
(oblymi) cipy a skrz tyto cipy vést kruZnici, coZz déli rovinu na 2k + 2 oblasti, ¢im? jiz
dosdhneme potencialniho nekonecna.

Priklad 9.3. Spocitejte (‘j) pro n € N.

Reseni. Nejprve si spocitame prvnich par hodnot.

() -1 () - (—%)é(—%) 22

2Tedy hladkou uzavienou kiivku bez priise¢ikli samy se sebou.
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Nyni uvazujme piipad obecného n € N. Diky vyjadreni zobecnéného kombinaéniho

Cisla mame
()- ], () (e
n

coz si symbolikou [[ mizeme vyjadrit jako

n—1 _l_i n—1(_2i+1
=0 2 _ 1tli=0 2

n! n!

coZ nyni muzeme prepsat diky (9.4) a2n—1=2(n—1) +1 jako

n 2n —1)!
= D' n!(~ on—1. 2n —1)!

coz si diky vztahu n + (n — 1) = 2n — 1 muZeme nakonec napsat jako

(=)™ @2n-1)!
T 22n1 pl(pn—1)0

Z posledniho vyjadfeni dostaneme pro n > 1 vztah

()2 ) :
n 92n—1 n :

Priklad 9.4. Z vacku s 20 korunami, 15 dvoukorunami a 10 pétikorunami vytahneme

a) 20 minci,

b) 30 minci.

Kolika zptsoby to muze dopadnout?

Reseni. Resfme nejprve @) Predpokladejme, Ze vytdhneme ¢ korunovych minci, j dvouko-
run a k pétikorun. Plati
1+7+ k=20,
pricemz
i€{0,1,...,20},
j€{0,1,...,15}, (9.5)
k€ {0,1,...,10}.
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Vzhledem k tomu, Ze vytahujeme 20 minci, mame nadbytek korun, mizeme tedy zapome-
nout na omezeni pro . Pak s¢itdme pro vSechny moznosti k = 0,. .., 10 pocty dvojic (i, ),
j < 15, fesici rovnici
i+7=20—-k.

Je-li kK = 0, mdme 16 moznosti pro j (0, 1, ..., 15), kazd4 z nich uréuje jednoznacné i.
Stejné tak mame 16 moznosti pro k£ = 1, 2, 3, 4, 5. Tedy pro £ < 5 méme 6 - 16 = 96
moznosti. Pro k¥ = 6 mame jiz jen 15 moznosti (j = 0, ..., 14). Pro £k = 7 mdme 14
moznosti, pocet se dale snizuje o 1, az pro k£ = 10 mame 11 moznosti pro ¢ a j. Celkem

mame tedy
6-164+15+14+13+ 12411 =161

moznosti. Podobné mizeme Fesit [b)). Uréujeme vlastné podet FeSeni rovnice
i+7+k=30

se stejnymi omezenimi (9.5). Musime tedy jiz dbat i na omezeni pro 3. MiZeme prochazet
vSechny moznosti pro k£ a pocitat pocty reseni rovnice ¢ + 7 = 30 — k. Je-li £ = 0, mame 6
moznosti (diky omezeni pro ¢ musi byt j minimalné 10 a maximélné 15). Pro k = 1 muze
byt jiz j mezi 9 a 15, tedy 7 moZnosti. Analogicky mame 8 moznosti pro k£ = 2, 9 pro
k =3, atd., az pro k = 10 mame 16 moznosti. Celkem mame tedy
647+ +16= 0 _65_ 4o
2 2

moznosti.

Ulohu lze také Fesit pomoci vytvofujicich funkei. Ozna¢me a,, podet moznosti, kterymi
lze z vacéku s 20 korunami vytdhnout n korun. Ziejmé a, = 1 pro n < 20 a 0 jinak.
Podobné oznacme b,, pocet moznosti, kterymi lze z vacku s 15 dvoukorunami vytahnout
n dvoukorun, a c, pocet moznosti, kterymi lze z vacku s 10 pétikorunami vytadhnout n
pétikorun. Ziejmé je b, = 1 n < 15 a 0 jinak, podobné ¢, = 1 pro n < 10 a 0 jinak.
Pocet mozZnosti, kterymi lze z vacku s 20 korunami, 15 dvoukorunami a 10 pétikorunami je
roven n-tému ¢lenu konvoluce téchto posloupnosti, tedy ¢islu (a*bx*c),. Vytvorujici funkce
posloupnosti a,, b, a ¢, jsou polynomy

V(g)(z)=1+z+2%+-- + 2%,
V) (z)=1+z+22+ -+ 2,
V) (z)=1+z+ 22+ + 2%,

které si mizeme prepsat pomoci ¢astecnych soucti geometrickych rad jako

Vi@ = L2
Vo) @ = 1
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V(o) = -2

—_— x :

Vytvorujici funkce konvoluce posloupnosti a * b * ¢ je rovna sou¢inu vytvorujicich posloup-
nosti

2 —1 z6—-1 g1 -1

V(a*bxc)(zx) = V(a)(z) - V(b)(z) - V(c)(z) z—1 z—-1 z-—1
_1—at -2 — 2 2%+ 2% + 2% — 2"
1—=z)?

kde pomoci troji autokonvoluce posloupnosti samych jednicek (10.3) ziskdme vyjadieni

=(1—2" -z — 2 + 2% + 23 + 257 — %) i (k;2) z*
k=0

kde fada napravo bude ve skutecnosti od 46. mocniny déale nulova. Dvaciatou mocninu

ziskdme pomoci soucinti 1 - 2%° s koeficientem (222>, z' - 22 s koeficientem —(121) a x'6 .zt

s koeficientem —(g). U 2% méme tedy koeficient

22 11 6
(3)(5)(e) =
11, .19 16 , 14 .21 .9

Podobné tficdtou mocninu ziskdme pomoci souéindl 1 - 230, z!! . 2 16 . g4 221 .29 a

22" - 23 s vyslednym koeficientem rovnym souctu koeficient

(2)-(2) - (2) - (2)+ () =

Vidime, Ze 20 minci mizeme vytahnout 161 zpisoby a 30 minci mizeme vytahnout 121
zpusoby. A

Priklad 9.5. Jaka je pravdépodobnost, Ze na 10 kostkach padne soucet 257

Reseni. Mé&jme posloupnost a, kde a,, znaéi podet moznosti, Ze pti hodu jednou (klasickou)
kostkou padne ¢islo n. Zfejmeé a,, = 1 pro n mezi 1 a 6 a 0 jinak. ProtoZe jsou hody deseti
kostkami na sobé nezavislé, odpovida pocet moznosti, ze soucet pti hodu bude n, n-tému
&lenu desetindsobné konvoluce posloupnosti a se sebou. Cleny této posloupnosti ziskdme
pomoci vytvorujicich funkci. Mame

1—25

1—z°

V) (z)=z+2*+2*+z2*+2°+2° ==

Pak

V(") (z) = (V(a)())"" = 2"° (1 - $>

l1—=zx
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Vyraz na pravé strané si mizeme upravit. Pomoci binomické véty mame
10
- (10 )
u—mw=zen{.}w.
=0 t
Pak s vyuzitim ([10.3) mame
10 0o .
. (10 ) 9 .
V(a*lo)(x) —_ g0, Z(_l)z < ' )xﬁz . Z (.] + ) 2
=0 t =\ 9
J
Hled4me koeficient u z25. Hleddme vlastné vsechna FeSeni rovnice
10467+ 7 =25,
neboli 67 + j = 15. Mame pouze 3 moZnosti — s = 0 a 7 = 15 s koeficientem (—1)° (10) -

0
(1549
9

, i =1aj =9 s koeficientem (—1)1<1O) . (9+9) ai=2aj=3s koeficientem
(—1)2 (120) . (3;9>. Celkem je tedy koeficient u 22 roven souétu, tedy é&islu

()2 () 5) -

Soucet 25 pri hodu 10 kostkami tedy muze padnout 831 204 zpiisoby. Celkem mize pri
hodu 10 kostkami padnout 6!° moznosti. Pravdépodobnost, ze soudet bude 25 je tedy

831204 831204 23089
610 60466176 1679616

~ 1,375 %. A

9.3 Priklady k procviceni

Piiklad 9.6. Urdete, Gemu se rovnd (). (Vysledek: (—1)".)

Priklad 9.7. Ve volejbalové extralize je 13 tymt. Po prvni poloviné je odehrano 12 zapasi,
z kazdého z nichz je mozné ziskat 0, 1, 2 nebo 3 body, priéemz Brno ptfedvedlo zalostny
vysledek a ziskalo 10 bodid z 36 moznych. Jaka je pravdépodobnost stejného bodového
zisku, pokud by se kazdy zapas misto odehrani losoval se stejnou pravdépodobnosti ﬁ pro
kazdou z variant 0, 1, 2 a 3 body?

12\ (21 12\ (17 12\ (13
oo (o) (1) = (7) () + (5) (i) _ 200352
(Vysledek: 2 =g~ 1,25%.)
Priklad 9.8. Nevyvazena kostka ma pravdépodobnost, Ze padne Sestka, dvakrat vyssi nez
pro ostatni ¢isla. Jaka je pravdépodobnost, Ze pri hodech ¢tyrmi takovymi kostkami padne
soudet 13? (Vysledek: jedn se o koeficient u z'3 ve vyrazu

7 7 7 T
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ktery mizeme pomoci binomické véty upravit na

ol ) ) e (B (57)2)

0<I<k
odkud dojdeme k vysledku

() ©) 2" () + () 6) 26 + () Q) 2°6) _200 oo

74 -z ’

pro obycejnou kostku vyjde podobné 16;41) ~ 10,80 %.)
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Posloupnosti, vytvorujici funkce

10.1 Opakovani z prednasky

Méjme posloupnost pfirozenych (celych, redlnych, komplexnich, ... ) éisel a = {a,}52,. Jeji
vytvorujici funkei rozumime (forméln{) mocninnou fadu

o0
Va:=> a,z"
n=0

Konverguje-li tato fada absolutné na né&jakém okoli 0, pak zadéva na okoli 0 (hladkou)

funkciE] Dostévame tak korespondenci mezi (vhodnymi) posloupnostmi ¢isel a analytickymi

funkcemi definovanymi na néjakém okoli nuly. Danou funkci zna¢ime V a, nebo V(a)(z).
Pro ptiklad je vytvorujici funkce posloupnosti samych jedni¢ek geometricka fada

V(1)) = e = —

n=0

1—z
Zde je prehled vlastnosti vytvorujicich funkci posloupnosti.
o Priftazeni vytvorujici funkce je linedrni operdtor, tj.
V(ea+pb)=aVa+5Vb
pro a, B € R a a, b posloupnosti.

o Vytvorujici funkce ma v nule vSechny deriace, tj. Taylortiv rozvoj vytvorujici funkce

je
© V(q)®)
V@) = 3 S et
odkud
V®(0) = k! ay.

73



MB154 podzim 2024 Kapitola 10

o Vytvorujici funkce 1ze derivovat jako fadu ¢élen po Clenu i jako funkci, zde je nutny
nenulovy polomér konvergence fady! Pak

dVv
dV(e)(z) Za kaxFt Z(k+1)ak+1wk,

dx e

tj. jednd se o vytvofujici funkei posloupnosti {(k + 1) ax11}32,.

e Podobné lze vytvorujici funkci integrovat jako funkci i jako mocninnou fadu ¢len po
¢lenu. Stejné jako v ptipadé derivace je nutny nenulovy polomér konvergence. Pak

- Lkt
/0 Za’“k+1

takze jde o vytvorujici funkci posloupnosti A definované vztahy Ag =0 a Ay =
pro k > 1.

ak—1
k

« Konvolu¢nim soucinem dvou posloupnosti a = {ar}2, a b = {bx}32, rozumime
posloupnost a * b, kde

k
(a*b)k = Z a; bj = Zai bk—i-
i+j=k =0

Jedna se o koeficient k-tého ¢lene rozvoje soucinu V(a)-V(b), jelikoz se jedna o koefici-
ent k-tého Clene v Cauchyovském souc¢inu mocninnych fad. Odtud vidime, Ze konvlou-
¢ni soudin je asociativni, komutativni a distributivni vzhledem ke scitani.

o Konstanty @ € R si miZeme ztotoznit s posloupnostmi (a,0,0,...). Pak skaldrni
nasobek a a posloupnosti a odpovida soucinu « * a.

o Linedrni funkce z je vytvofujici funkei posloupnosti (0,1,0,0,...) =: z, kterou proto
oznacime stejné. Pak x™ je vytvorujici funkci posloupnosti  * x * - - - x x = x*"
_—

n

e Polynomy jsou vytvorujici funkce koneénych posloupnosti. Vzhledem k predchozimu
lze polynom py + p1 x + - - - + p, ™ chapat jako vytvorujici funkci posloupnosti

Potpi*zT+ - +pykz™
kde konstanty a x chapeme jako posloupnosti dle predchozich bodi.

o Mé&jme posloupnost a = {ax}2, a n € N. Definujme posloupnost b pfedpisem b, = 0
pro k < mn a by = ag_, pro k > n. Jedn4 se o posloupnost (0, ...,0,ap,a; ... ). Pomoci
——

konvoluce ji lze vyjadrit jako b = a * **, tudiz Vb = z" V a.
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o Mé&jme posloupnost a = {ax}$2, a n € N. Definujme posloupnost b pfedpisem by, =
= Q4. Pak
V(a)(z) —ap—a1z— ... —ap_ " *
V(b)(x)= ( )( ) 0 1 n—1 '
:L-n
(Tento vztah by také bylo mozné zapsat pomoci konvoluci, museli bychom ale povolit
indexovani ¢lenti posloupnosti i zdpornymi ¢isly.)

(10.1)

Na zavér si pfipoménme nékteré uzite¢né vzorecky. Necht a = {a}72,. Posloupnost ¢és-
te¢nych soudtti definujeme predpisem s, = 3% ; a;. Pak plati

V(s)(a) = 2D (10.2)
11—z
Dvéma zpisoby si odvodime nésledujici vzorec.
1 = (k+n\ . &
I 10.3
1 - az)"H I;)( n )ax (10.3)

Zalneme se souc¢tem geometrické fady 332, y* = ﬁ Substituci y = a z ziskdme vztah

= Z a” (10.4)

l—ax

kde suma napravo konverguje absolutné na intervalu (—ﬁ, IUII) MizZeme proto ((10.4) n-
-krat derivovat, ¢imz dostaneme

coz si mizeme dale upravit na

an

¢
n (1 — az)+

:iak+n(k+n)(k+n—1)...(k_|_1)xk

kde pravou stranu upravime na

(k + n)
|\ - k+n k
n: 1- a,x)n—i-l Z o z
odkud podélenim rovnice n! a o™ dostaneme
i i (B +n)! (k+n) )
1—az)" ax)" = Ckln!l

Ve v k !
Plati oviem *+2! — (kin
k! n! k

nejprve vzit (n 4+ 1)-ndsobnou autokonvoluci posloupnosti samych jednicek, kde k-ty ¢len
bude podet feSeni rovnice ; + - -+ + 9,41 = k, tedy kombinaéni &slo (kj;iﬁ;l) = (k:")
(délime k jednicek do n + 1 pfihrddek). Nésledné stali vzit substituci y = a z.

) = (k:n), ¢imZ dostaneme findlni vzorecek. Jinou mozZnosti je
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10.2 Priklady resené na cviceni

Priklad 10.1. RozlozZte na parcidlni zlomky funkci

bx —4
2 —x—2

Reseni. Mame rozklad
P—r—-2=(z+1)(z-2).

Proto muzeme psat
5x—4 A B
= ) 10.
22—z —2 x—2+x—1 (10.5)

2

Zbyva najit konstanty A a B. Rovnici ((10.5)) si vyndsobime z* — x — 2 a na pravé strané si

vyraz upravime na linearni tvaru a x + b.

S5z—4=A(z+1)+B(z—2)
S5z—4=(A+B)z+A—-2B

Nyni si diky linearni nezavislosti 1 a x vyjadrime rovnici jako linearni soustavu

b -2)(3)=(5)

Tu fesime napriklad pomoci Gaussovy eliminace.

115N115N115N102
1 -2 -4 0 -3|-9 0 1|3 0 1|3

Vidime, ze A =2 a B = 3. Mame tedy rozklad na parcidlni zlomky

So-4 _ 2 3 N
2—z—-2 -2 z+1°

Priklad 10.2. Rozvirnite do mocninné fady nasledujici funkce.

1 5cx—4 T z2+x+2
&) (1—=z)2 b) T2k—T—2 C) z+5 d) 2z3—z2—42+3

Reseni. a) Mame funkci ﬁ Mizeme si pomoci souc¢tem geometrické fady

Y ozh = (10.6)
kterd konverguje absolutné na (—1,1). Lze proto derivovat (10.6) ¢len po ¢lenu.
okt l=-1-(-1)-1-2)?
k=1
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MB154
Vyrazy si upravime a dostaneme vysledny rozvoj do geometrické rady.
L oSkt
(1-2)* &
Jind moznost feSeni je vzpomenout si na vzorec (10.3) pro a = 1. Z né&j méme rozklad
rovnou. " -
1 + 1) k k
= zr=) (k+ 1)z
= 5(1)" %

5x—4 2 3
r+1

Rada konverguje na (—1,1).
b) Funkce je stejnd jako v pfikladu Méme tedy rozklad na parcidlni zlomky
2—z—2 z-—2

Kazdy ze zlomki si rozvineme zvlast. Mame rovnou

3 o
=3. —1)k 2*
14+ ,CXZ%( )

na (—1,1). Déle poéitame
2

1 “(x)k 1
=- - = — = =- —x.
1-3 kX:;) 2 162:%2’“

T —2
Rada konverguje pro £ € (—1,1), neboli na intervalu (—2,2). Vysledny rozvoj ziskdme

1, i(3'(_1)k_2_k)xk

jako soucet fad, ktery bude konvergovat na pruniku, tedy na intervalu (—1,1).
Sr —4 > 1
e =3-Z(—1)kmk—2—kx =
2 k=0 2 k=0

2 —x— =
¢) MiZeme si funkci - upravovat a rovnou ziskdme rozvoj.
R I
z+5 &5 1+% 5 {7\ 5 = 5

Rada konverguje pro —£ € (=1,1), neboli pro z € (-5,5)
d) Nejprve si musime funkci #’”ffw)’ rozlozit na parcidlni zlomky. Mame rozklad

22° — 2> —42+3=(z—-1)*(2x+3).

¢ (10.7)

A B +
2x+3

22+ + 2 B N
213 — g2 —4zx+3 zx—1 (z—1)2

7

Pak bude platit
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pro né&jaké konstanty A, B, C' € Q. Nalezneme je obvyklym zptsobem — rovnici (10.7)) si
vynésobime (z —1)? (22 +3) a ddme si k sobé koeficienty u monomt pfislu$né mocniny.

?’+z+2=A@x-1)22+3)+BR2x+3)+C(z—1)*
?+z+2=2A4+0C)2*+(A+2B—-2C)z—-3A+3B+C

Dostaneme soustavu lineadrnich rovnic

3330

kterou fesime pomoci Gaussovy eliminace s vybérem pivota.

Pak A= £, B =% a C = 3£. Mame tedy rozklad

257

©?+z+2 7 1 4 1 RSN
203 — g2 —4x+3 25r—1 5 (zx—1)2 252243

coz si upravime do tvaru vhodného pro pouziti vzorce ((10.3))

1
251—zx

1 11 1
(T—op "1 (-2q)

4
5

Za pouziti (10.3), resp. (10.4) dostaneme

2 2 > 4 (E+1 11 2\ F
2+ 2+ [T (R +_(__) 2,
223 — 22 —4x+3 = 3

coz si upravime na findlni rozvoj

2+x+2

2x3—x2—4x+3:,§)

413 11 (=2)F]

Priklad 10.3. Urcete vytvorujici funkce pro nasledujici posloupnosti.
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a) {2 (k + 1)}k:0 ) {(_1)k (k + 1)}k:0
b) {2k+1} " d) {(k+1)?}
Reseni. a) Vytvorujici funkei bude soudet mocninné fady
o0 o0 2
2-(k+1Dr* =2 (k+1)2" = :
Ig) ,;) (1—x)?

kde jsme si vzpomnéli na feSeni Casti @) prikladu Rada mé soudet pro vSechna
z € (—1,1), coz bude také defini¢ni obor nasi vytvorujici funkce.

b) Opét hleddme soufet mocninné fady

o0

Y (2k+1) 2k

k=0

MiuzZeme si psat 2k +1=2(k+ 1) — 1, tedy

Y @2k+1)aF =2  (k+1)z" - ",
k=0 k=0 k=0

kde pro pravou stranu pouzijeme vzorec ((10.3)), ¢imZ dostaneme vysledek

o 2 1 1+z
2k+1)zF = - = .
Lk = T T, T Ao e
c) Hleddme soucet
S (=1F (k+1) 2"
k=0

JelikoZ k + 1 = (’“1’1), stadi pouZit vzorec (10.3) pron = 1 a @ = —1. Mdme tak na
(—1,1) soucet

];)(—1)’“ (k+1)zF = R

d) Hleddme soucet fady

o0

> (k+ 1) 2k

k=0
Vzpomeneme si na ((10.3), odkud na intervalu (—1,1) mame

T i ('“Z”)
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Chceme si vyraz (k + 1)3 vyjadfit pomoci kombina¢nich é&isel tvaru (ki:n) Méme

k1= (’“1“1) (10.8)

Déle

(k+1+1)(k+1) =5 ((k+1)*+ (k+1)),

(k;m) _ (k+2)2(k+ 1)

N— l\le—‘
N | =

neboli (s vyjddfenim k + 1 z (10.8)

(k+1)2=2-<k;2>—<k1“1>. (10.9)

Nésledné

<k+3> _(k+3)(k+2)(k+1) 1

k+D)(k+1+1)(k+142)=

_1
6

3 6 6
((k+1)° +3(k+1)°+2(k+1)),

takze

(k+1)>=6- <k;3> —3(k+12-2(k+1),

kam si dosadime za (k + 1)? z (10.9) a za k + 1 z (10.8)), takZe mdme

(k+1)3=6-<k;3>—6-(k;’2)+<k;rl>. (10.10)

Pak diky ((10.10)) a ([10.3) dostaneme

Benrr e £ (5 E ()

k=0 k=0 k=0 k=0
_ 6 6 1 _6-61-2)+1-0)
(-2t (1-2P (-2 (1 —ax)*
e’ 44z -1
(-1
vytvorujici funkci na intervalu (—1,1). A

Pozndmka (k Easti @)). (Zobecnéné) kombinaéni &fslo () je diky definici

n

n n n!

(x-l—n):[z+n]n_(x+n)-(x+n—1) ----- (z+1)
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vlastné polynomem stupné n v proménné z, lze tedy fici, Ze (ﬁ:") € Q[z] (R[z], C[z]),
pricemz o jedna se zvétSujici stupné zajistuji, Ze mnozina

()

tvori bdzi vektorového prostoru polynomi nad danym télesem. To znamena, Ze libovolny
polynom
p(z) € Qlz] (nebo R[z], C[z])

lze vyjadiit jako (kone¢nou) linedrni kombinaci zobecnénych kombinac¢nich &isel podob-
nym zplsobem jako v &asti [d). Stejné jako tam je vypolet rekurentni — mocninu z™ si

<2 1v2 ¢ (x+n
vyjadiime pomoci ( .

) a nizs§ich mocnin x. Lze tedy Fici, Ze vytvorujici funkce posloup-
nosti {p(k)}32,, kde p je néjaky polynom, bude linedrni kombinaci funkei W, pricem?

nejvyssi pouzité n je pravé stupen polynomu p.

Piiklad 10.4. Najdéte vzorec pro soucet 1 +22 4+ 32 4 ... + k2.

Reseni. Uvazujme posloupnost a;, = k? pro k € Ny. Hleddme vzorec pro &asteény soudet
glenti této posloupnosti, tedy pro predpis posloupnosti sy = >-% , a;. PouZijeme k tomu

vytvorujici funkce.
Chceme vyjadfit k2 jako linedrni kombinaci (k:") Mame

.. (k;2> _5. (k+2)2(k+1)

=k +3k+2,

neboli k? =2 (*}%) — 3k — 2. Jelikoz k = (*}") — 1, dostavame

k2=2(k;2>—3<k1rl>+1.

Pak vytvorujici funkce posloupnosti a je (vzpomeneme si na (10.3))

V@) = s~ g

1—2a

Diky (10.2) mame

V(a)(z) 2 3 1
(= L (e A ol

Nésledné opét pouzijeme (|10.3)), abychom ziskali vysledek:

k+3 k+2 k+1
w=2(50) () ()
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Pozndmka. Podobné by se dalo postupovat i obecnéji. Mdme-li posloupnost a; = p(k), kde

p(z)=po+px+---+pyz"

_ p, z+0 s z+1 4P z+n
0 1 n

je polynom, bude pro posloupnost ¢astecnych souc¢tii posloupnosti ay, platit

k41 k+2 k+n+1
wen (7)o (57 en (0)

Pf¥iklad 10.5. Najd&te vzorec pro soudet 1 —2+3 — 4+ --- + (=1)F 1k,

Resend. Intuitivné bychom vidéli, Ze souéty jsou 1, —1, 2, —2, atd. Pak pro ¢ > 1 plati
Sop—1 = —{ a Sop = L.

Najdéme explicitni vzorec pro k-ty ¢len pomoci vytvorujicich funkci. Zavedme si proto
posloupnost a = {(—1)* (k+1)}$, a posloupnost jejich astetnych soucti s. Potfebujeme
ziskat vytvorujici funkce Va a V s. Podle vzorce pron =1 a a = —1 mame na
(_1’ 1)

1
V(a)(z) = 1+z)?
Nésledné mame podle ((10.2))
1 A B C

\Y = = :
@) = a5 ora—e) 1tz Otof 1-z
Musime urcit konstanty A, B a C. Plati

1=A(1-2°)+B(1-2)+C(1+2) =A(1-2)+B(1—-2)+C(1+2x+2°
=(-A+C)2*+ (-B+2C)z+ A+ B+C.

Resime tedy linearni rovnici

Schematicky

S O =
S = O

2
—
O O
O = O

[
— N =
== O O
N—

e
= o O

FNTS O RNy
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tedy A=1, B=3aC =3 Pak
1 1 1 1 1 1
V@) =715 §‘a+x)+1'1_x
[.3) 1
2 V(D)@ + 5 V(1 G+ 1) )(z) + 2 V()
tedy

) C2(-1)Fk+ D)4+ (-1)F+1 (-1)F(2k+3)+1 A
k — 4 = 4 .

Priklad 10.6. Necht p € N je perioda. Definujme posloupnost a; predpisem

1 plk,
ar =
0 jinak.

Urcete vytvorujici funkci posloupnosti a a vzorec pro k-ty clen.

Re§em’ Pokud p =1, pak ak = 1 pro kazdé k (coi je rovnou predpis pro k-ty Clen) a

V(a)(z )=1—|—x”+x2p+--'
1

pk
—Zz 1—gp

Pro zjisténi predpisu pro k-ty Clen chceme rozlozit polynom 1 — xP na linearni cCinitele
tvaru 1 — ax. Substituci z = % a vynasobenim ¢* bychom zjistili, ze & budou praveé kotreny
polynomu z? — 1. Vezméme

2mi P S 1
(pi=er =cos— +1isin—.
p p

Jedna se o p-tou odmocninu z jedné, nebot
2mi\ P L27i .
Cp—(ep) =P =2 =1,

Ze stejného divodu bude také i (celo¢iselnd) mocnina ¢, odmocninou z jedné. Jelikoz ma
2P — 1 v C p rtznych kofenii (mé p kofent poéitanych i s ndsobnosti a je nesoudélny se
svoji derivaci), jsou jimi pravé rizné mocniny (,. Mame tak rozklad

P

1-22=]]1-¢)

i=1
=(1-G2)- (1= @a) - (1-¢'0) - (1-2).
Bude tedy platit
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p—1 Ai
s

Vynasobenim 1 — zP zjistime, ze

p

1= A [[1-¢a=).

=1 j#i

Z Vietovych vztaht plyne, Ze
p . . . . .
YG=2GG== > G =0
i=1 i#j i1FioF - Fin

a to pro vSechny n-tice pro n od jedné po p — 1. Odtud vidime, Ze miZeme vzit A; = %.
(JelikoZ soulet A; s koeficienty rovnymi soud¢inim mocnin Cg musi byt vzdy nulovy, coz je
splnéno, jsou-li A; stejné; Y7 ; A; = 1 urcuje hodnotu A;). Mame tedy

1 1 1 1 1
Vs — .
(a)(x) ’ l—Cpx+1—ng+ +1—1’,’_1x+1—$ )

odkud muzeme ziskat vzorec pro k-ty Clen.

LR+ PV 4
p

A

ag

Pozndmka. Cislo ¢, je obecnd komplexni iracionalni. (Je viak vzdy algebraické jako kofen
polynomu z? — 1.) Reélné je pouze prop=1—-{; =1 —-a pro p =2 — (s = —1. Mame pro
p = 2 vytvorujici funkci

1—22 2

)

1_1[1+1
11—z 14z

a odtud vzorec (_1);“ pro posloupnost, kde sudé ¢leny jsou 1 a liché 0. Déle naptiklad pro

p = 4 mame (4 = i, rozklad

1_1[1+1+1+1]
l—-z 14+2z 1—ix 1+4+ix

1—z¢ 4

a vzorec

4 a 4

1+ (=D +i* 4+ (=) "+ +8F 40t 1 4]k
0 jinak.

Pozndmka. Podobné miizeme ziskat vzorec pro k-ty ¢len libovolné periodické posloupnosti.
Je-li posloupnost by periodicka s periodou p, 1ze ji urcit koneéné mnoha hodnotami By, B,
.., Bp—1. Pak by, je rovno tomu z By, pro néz je k = £ (mod p). To lze také psat tak, ze

p—1
be = Y B ay_;,
=0
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neboli Ze je b soutem vhodnych nasobkii vhodné posunutych posloupnosti a. Pak diky
vlastnostem vytvorujicich funkci je

By+Biz+ -+ B, zP!

V(b)(a) = I
2 1
B —i —i - —q
bk:Z?'(Cff _|_C5(k )_|_..._+_CI(7P 1) (k )_|_1).
i=0

Samoziejmeé vSak tyto vzorce nejsou pro praktické pocitani prilis vhodné, pfi implementaci
je daleko jednodussi pouzit podminény prikaz.

10.3 Priklady k procviceni

Priklad 10.7. Rozvinte do mocninné fady funkci

z2-10
a') z247—-2)

b)

T
3—512481—4"
i +x + 1=, pak rozvoj vyjde 1 +

+ > reo ((—%) -|-3) , ti.ap = [k = 0] + (—%) + 3; @) rozklad na parcidlni zlomky

k+1 k+1
vyjde -1 + 35 + &= )2, rozvoj pak 22, ( 1+ (%) + (%) (k+ 1)) zF, tj. by =
=)

(Vysledky: @) rozklad na parcidlni zlomky vyjde 1 +

P¥iklad 10.8. Urtete vytvorujicf funkei posloupnosti {k*}32,. (Vysledek: &2 = 2 (*}?) —
=3 (1) +2(%°), tudiz V) (@) = 52 — oo + 12 = Hea)

P¥iklad 10.9. Najdéte vzorec pro soudet 1-2142-22+43-23+- . . +k-2%. (Vysledek: vytvorujici

funkee vyjde qisay = 128 — 123z T osap vZorec pro k-ty Clen je (k — 1) 2! +2.)

85



Kapitola 11

Reseni rekurenci

11.1 Opakovani z prednasky
Rekurenci fddu n obecné rozumime rovnici (soustavu rovnic)
F(akaak—la"'aak—nakap) = 07 (111)

kde F: R™! x Ny x P — R je funkce, jejiz hodnota z4visi na n + 1 &lenech nezndmé
posloupnosti a, indexu k a potencialné viceslozkovém parametru p € P, kde P je mnozina
parametri. Soustavu uvazujeme pro vSechna Z, N, nebo pro néjakou vhodnou podmnozinu.
Rekurence tvaru

ar = F(ax_1,...,a5—n, k,P)

se nazyva roziesena vzhledem k ¢lenu nejvyssiho indexu. Zpravidla se uvazuje platna pro
k > n, hodnoty ay, ..., a,_1 jsou pak poc¢ateénimi podminkami. Zde se budeme zabyvat
linedrnimi rekurencemi s konstatnimi koeficinety, tj. rekurencemi tvaru

ar = Arap—1 +Arap_o+ -+ Ay ap_n + f, (11.2)
pro k > n, kde Ay, ..., A, jsou konstanty a f; je néjakd posloupnost.

K reseni pouzijeme vytvorujici funkce. Mame t¥i riizné metody prechodu od rekurenci
k vytvorujicim funkcim. Prvni metoda je nejpfimocarejsi. Rovnou si vynasobime z*
a pak sCitame pres vSechna k > n. Néasledné pri¢itanim a ode¢itanim kone¢né mnoha c¢lent
dostaneme kyzZené vytvorujici funkce. V praxi

Yoapizt=2" Y apiztF =2 > apa”
k=n k=n

k=n—i
. . [0, ]
=z (—ao —amT— =1 T ) xk>
k=0
=—aqz —arz™ - —a,_ 12"+ 1 V(a)(x)
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pro i@ < n. To provedeme pro vSechna i < n. Podobné ziskdme vytvorujici funkci pro po-
sloupnost fr. Timto zptisobem prevedeme rekurenci na funkcionalni rovnici, kde neznamou
je vytvorujici funkce.

Druhé dva zpusoby prechodu vyuZivaji tpravy rekurence do tvaru, ktery plati pro
v8echna k > 0 (respektive v poZadované mnoziné). Prvni metoda je teoreticky obecnéjsi.
Rovnice miiZeme preindexovdnim upravit do tvaru

f(ak'-l—n; Ok+n—1y---, 0k, k + n, p) = 07
pfi¢em? nyni plati pro vSechna k& > 0. V nasich podminkach rovnice ((11.2]) dostaneme

Apyn = A1 Qpyn—1 + A2 Qpyn—2 + - + Apar + frin,

coZ plati pro k > 0, vynisobime z* a séitdme pres vSechna k. Pro dopo&itdni do tvaru

s vytvorujicimi funkcemi vyuzivame ((10.1)).
Posledni metoda je pro naSe ucely rovnice tvaru (11.2)) nejuZitecnéjsi. Zavedeme si
symbolik hranatych zavorek. Bud ¢ vyrok. Pak zavedeme

1 ¢ plati,
0] := ) (11.3)
0 ¢ neplati.

Zejména budeme pouzivat [k = i]. Rovnice plati pro £ > n. Pro i < n si dosadime
do ([11.2) na levou stranu zadané hodnoty a;, a na pravé strané spoéitdme hodnotu vyrazu,
pricemz klademe a_,, := 0 pro m € N. Nésledné k pravé strané pficteme konstantu C
tak, aby rovnost platila. Do vSech rovnic rekurence pak pri¢teme na pravou stranu vyraz
C - [k = 1], ktery je nenulovy (a roven C) pouze pro k = i. Tak uéinime pro vSechna
0 < i < n. Takto upravena rekurence

ar =Ar1ap—1+Asapo+ -+ Apap_n + frit+
+Colk=0]+Cilk=1]+---+Cpa[k=n—1]

plati jiz pro vSechna k > 0, mizeme tudiz séitat rovnou pres vSechna k scitat. Pak
Z ap_; T° = 1 Z ap_; o =1t Z ar ¥ = 2° V(a)(z)
k=0 k=0 k=0

protoZe Cleny se zdpornymi mocninami z maji nulové koeficienty. Vyrazy C; [k = i] jsou
nenulové, pouze nasobi-li se x*, davaji tedy C;x*. Pak tedy po pofechodu k vytvotujicim
funkcim feSime rovnici

V(a)(z) = A1z V(a)(z) +--- + A, 2" V f(a)(z)+
+ V(f)(:v) + Co + Cl r+---+ Cn—l .’L'n_l.

Rovnici pro vytvorujici funkci vyfesime vzhledem, tj. zjistime predpis vytvorujici funkce.
Nésledné musime rozvinout tuto funkci do mocninné fady, pficemz se bude hodit rozklad
na parcialni zlomky z Kapitoly Nakonec a;, bude koeficient u z* v rozvoji funkce.
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Déle resime tlohy, kde jsou posloupnosti sdruzené rekurencemi, tj. v rovnicich nevy-
stupuje posloupnost jedna, ale mdme hned nékolik posloupnosti (po¢tu posloupnosti musi
odpovidat pocet rovnic, jinak budeme mit volné parametry). Princip feSeni je stejny —
chceme prejit od posloupnosti k vytvorujicim funkcim. Po pfechodu (napf. jednim ze zpi-
sobi popsanych vyse pro linedrni rovnice, jiné zde ani fesit nebudeme) dostaneme soustavu
funkcionélnich rovnic (tj. nezndmymi jsou funkce proménné z), kterou vyfesime. Ziskdme
tak predpisy vytvorujicich funkei hledanych posloupnosti, z nich opét standardnim zpiso-
bem odvodime vzorce pro k-té Cleny.

Resime-li soustavu dvou linedrnich (funkciondlnich) rovnic, bude se hodit znadmy vzo-
recek pro inverzi k matici 2 x 2.

( Z)_?m-(_i ) a1

d
__ 1 ( d —b>
ad—bec \—c a

11.2 Priklady reSené na cviceni
Priklad 11.1. Pomoci vytvorujici funkce vyfeste nasledujici rekurenci:

ar =2ap1+3k+2k+5
prok >1, a9 =0.
Reseni. Chceme piejit k vytvorujicim funkcim. Uk4Zeme vSechny moZnosti. Prvni moZnosti

je rovnou vyndsobit x* a séitat pies vSechna k > 1. Potfebujeme si vyjadfit polynom
3 k% + 2k + 5 pomoci kombinaénich &isel. Madme 1 = (kgo), k= (lerl) — 1, déle

2<k+2> = (k+2)(k+1) =k +3k+2=k*+3(k+1)—1,

2
tedy
k+2 k+1
2— J—
k_2( X ) 3< 1 )+1,
odtud
k+2 kE+1
3k2+2k+5:6< ;“ >—7< T )+6. (11.5)
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Maéame tedy pro k£ > 1

k+2 k+1
ak=2ak_1+6< 9 )—7( 1 )+6

k

Rovnici vynasobime z” a sc¢itame pres vSechna k > 1.

Za =22ak 1T —I—GZ<k+2>zk—7z<ki_1>zk—l—62xk
k=1 k=1 k=1

K sumé vlevo si pfi¢teme a odeéteme agxz®, coZ v nasem piipad8, ap = 0 nic ned8la.
Z prvni sumy napravo si vytkneme x a preznac¢ime tak, aby sla suma od 0. K poslednim

tfem sumé&m si opét pfiéteme a odedteme &leny s z°.

Zak$k=2wzakka+ﬁz<k+2> 7Z<k+1> ky
k=0 k=0 k=0 2
+6Zxk—6<0—£2>+7<0—;1>—6 (11.6)
k=0

Posledn{ ¢len na konci je —5. Sumy s ay z* dévaji vytvotujici funkci V(a)(x), takZe si je
dame vlevo a vytkneme. Vpravo pouzijeme vzorec ((10.3)).

6 7 6 528 —922+10

A2V = "G T 1oe = (—op

Podélenim 1 — 2 x ziskame vytvorujici funkci.

523 —92% 410
V@)@ = T 2w =20

Jinou moznosti je prepsat si rekurenci tak, aby platila pro vSechna k& > 0.
art1=2ar+3(k+1)>+2(k+1)+5, (11.7)
Zavedme si posloupnost by = ax41. Pak lze prepsat jako
b, =2a,+3(k+1)>+2(k+1)+5.

Nyni si cheme vyraz 3 (k + 1) + 2 (k + 1) + 5 zapsat pomoci kombinalnich &sel. Madme
(k+1)= (") a (k+1)2=2(*?) — (*}") diky ([0.9). Pak platf

2 1
ezaro (50 - (1) 4
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coz miZeme vyndsobit z* a séitat pies vSechna k > 0, abychom dostali (diky (10.3))

6 _ 1 + )
1-zp (Q-2z2 1-=z

V(b)(z) = 2 V(a)(z) +

Jelikoz V(b)(z) = Y@@=a0 _ V&) iy g) = 0, mame rovnici

W—ZV(G)(@: (1_(3x)3_(1—1x)2+li$

neboli

1-2z 10 — 9z + 522
V(a = ,
x (1—2x)3

coz si mizeme prepsat na

523 —-922+ 10z
Via)(z) = (1-2zp3(1-22)

Dalsi mozZnosti je vyuZit symboliky hranatych zavorek (11.3). Mame zadéno ag = 0,
podle vzorce
apg=2a_1+5=5

nebot klademe a_j, := 0, musime tedy odeéist v zadavajici rovnici 5, ale jenom pro k = 0.
Ziskame rovnici
ar=2ay_1+3k*+2k+5—5[k=0]

k

platnou pro vSechna k > 0, kterou vynasobime x* a sc¢itdme pres vSechna nezaporna k. Po

dpravé polynomu pomoci ((11.5)) ziskame
k+2 kE+1 s
Zakw—Zaklx +6Z<+> 7Z<+>wk+62zk—5
k=0

Z prvni sumy vytkneme z, pak mame vytvorujici funkci. Ty dame k sobé na levou stranu a
vytkneme je. Pak ziskdme vlastné (11.6). Napravo pouzijeme geometrickou fadu, seCteme,
podélime 1 — 2z a ziskdme vytvorujici funkeci.

523 —922+ 10z
V@) = i ra =20
A B C D

“1 s T 0—2p TU—ep 12z

Vsemi tfemi postupy jsme ziskali stejnou vytvorujici funkci. To je samoziejmé dano tim,
Ze jsou ekvivalentni.
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Nalezneme konstanty A, B, C' a D standardnim zptsobem. Rovnici si vyndsobime
(1—-1x)3(1 —2z) a ziskdme

52°—92°+ 10z =A(1-2)*(1-22)+B(1—z)(1-22)+
+C(1-2z)+D(1—12)?
=(-2A-D)z*+ (5A+2B+3D)z*+
+(-4A-3B-2C—-3D)z+A+B+C+D.

Odtud méame soustavu linearnich rovnic, kterou si zapiSeme schematicky a fesime Gausso-
vou eliminaci s vybérem pivota.

—2 0 0 2 0 0 1|-5
5 2 0 3 2 00| 6|
—4 -3 -2 -3 2 -3 -2 0|5
1 1 1 1 1 10| 5
2 00 1]|-5 200 1/-5 000 1| 27
|-t 200/ 6| [-1000/ 16| (100016
0 -1 00| 5 010 0|-5 0100 =5
-1 110| 5 -1 01010 0010 -6
TakZe mame A = —16, B= -5, C = —6 a D = 27. Pak
16 5 6 27
V@) =1, ~A—or G-ap T1-22
S pouzitim ([10.3) dostaneme vzorec pro k-ty ¢len.
k+1 k+2
a=—16-5("T1) —6("T7) 427. 28
1 2
=27-2"-16-5(k+1)—3(k+2)(k+1)
=27.-2F —3k2— 14k —27
=27(2F-1) -3k — 14k A

Priiklad 11.2. Pomoci vytvorujici funkce vyfeste nasledujici rekurenci:
ar =3ap-1— 2052
prok>2,a0=1,a; =3.

Reseni. Budeme poéitat prvné s abstraktnimi hodnotami ag, a;, nisledné dosadime. Také
jiZz pouZijeme pouze postup se symbolikou hranatych zavorek (11.3). Rovnici

ar =3ap_1— 2052
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si upravime tak, aby platila pro vSechna k. Pro k = 0 mame

ag=3a_1—2a_s+ag [k = 0],
0

pro k =1 pak
a1 =3ap—2a_1—-3ay[k=0]+a[k=1].
—_———

3ag

Celkem tedy mame rekurenci
A = 3ak_1 — 2ak_2 +a0 [k = O] + (a1 — 3a0) [k = 1]

platnou pro vSechna k > 0 (dokonce pro k € Z, nebot pro zdporné k bychom dostali 0 = 0),
kterou vynasobime z* a s¢itdme od 0 do oo.

o0 o0 o0
Zakmk =3 Zak_lxk -2 Zak_gxk—l—ao—l— (a1 —3ap) x
k=0 k=0 k=0

Z posledni sumy si vytkneme z?, z prostiedni sumy z, nésledné (s pieindexovdnim) dosta-
neme

o0 o0 o0
Zakxk =3z Zakxk—2x2 Zakxk—l-ao—l—(al —3ap) z,
k=0 k=0 k=0

kde sumy jiz jsou vytvorujicimi funkcemi pro a, tedy
V(a)(z) =3z V(a)(z) — 22* V(a)(z) + ao + (a1 — 3ap) x
Déame si na levou stranu vyrazy s V a, kterou vytkneme, a na pravou vyrazy bez ni. Mame

V(a)(z) (1 -3z +22°%) = (a1 — 3ao) = + ao.

a; —3ag)x+a
Vio)(e) = i—3x0—)|-2x2 :

Méme rozklad 222 —3z+1= (2z—1) (z—1) = (1—-2z) (1—z), budeme tedy mit rozklad

V(a)(z) = 1 _A2m + 1 l_?x

Zbyva najit standardnim zptusobem konstanty A a B. Plati

(a1 —3ap)x+ap=A(1—z)+B(1—-2x)
= (—A—2B)z+(A+ B).
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Dostaneme soustavu lineadrnich rovnic, kterou feSime schematicky.
(—1 —2 a1—3a0>N(0 -1 a1—2a0>N(0 1
1 1 ag 1 1 ag 10
Pak A =a; —ag a B=2ag— a; a plati
_ayp—ag | 2a0—ay

Vig)(@) = 0 +

—a1 + 2ay
a; — Qo

1—z '’

odkud jiz pomoci ((10.3)) ziskdme vzorec pro k-ty clen
ap = (a1 —a0)2k +2a0 — a

= (28 — 1) ay + (2 — 2¥) ay.

Povsimnéme si, zZe pro k = 0 dostaneme ay a pro k = 1 dostaneme a;. Také si vSimnéte,
7e ay, je jako ¢isldY| linedrni kombinaci &isel ag a a;. To je déno tim, Ze rovnice zad4vajici
nasi rekurenci je homogenni. V zadani mame ay =1 a a; = 3, takze

ap=2-2F—1=2F1_1. A
Priklad 11.3. Pomoci vytvorujici funkce vyfeste nasledujici rekurenci:

ap, =6ap_1 —dar_o+ 16k
pro k > 2, ag = —4, a; = —9.

Reseni. Rovnou budeme dosazovat za ag a a;. Rekurenci si prepiSeme pomoci symboliky
hranatych zavorek (11.3) tak, aby platila pro vSechna k. Pro k¥ = 0 méme

—d4=ay=6a_,—5a_o+16-0—4[k=0],
0

pro k =1 pak
—24

——fN—
—9=a1 =6a0—5a_1—|—16- ]J.—[k,‘= ].]
~

Celkem tak ziskdme rekurenci

ak:6ak_1—5ak_2+16k—4[k:0]—[k: 1]

k

platnou pro vSechna k£ > 0, kterou vynasobime x* a s¢itdme pres vSechna platna k, kde

jsme si 16 k vyjadili jako 16 (") — 16.

Zakxk =6 Zak_lxk -5 Zak_zx’“—k 16 Z(k—l— 1):5’“ — 16 sz —4—z
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

1Jako posloupnost je a linedrni kombinaci posloupnosti {25} a {1}2.
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Ze sum s ay, si vytkneme a po pripadném pfeznaceni ziskame vytvorujici funkce. U ostatnich
vyuzijeme ((10.3)) a dostaneme

V@X@=6xV@X@—5ﬁ\WM@+X1¥%2—1Tx—4—m

Nyni si seskupime nalevo vyrazy s V a a napravo bez ni.

16 16 —z3 —222+23z—4
V(a)(x)(l—fix—5x2)=(1_w)2—1_x—4—x= e

Méme rozklad 1 — 6z + 522 = (1 — 5z)(1 — z) (soudin koeficienti u z musi byt koeficient
2

u z*, soucet koeficient u z). Podélenim tedy ziskdme findlni tvar vytvorujici funkce.
23+ 222 —23x+ 4
\Y = —
(a) (=) 1—-2)3(1—52)
A B C D

Tl T U—er T U-2pf "1-52

Standardnim zpusobem zjistime koeficienty A, B, C' a D.
—2%—2224+23r—4=A(1-2))(1-52)+B(1—x)(1—-5x)
+C(1-5z)+D(1—2)°
=(-5A—- D)z’ + (11A+ 5B +3D)2?
+(-7TA-6B—-5C—-3D)z+(A+B+C+D)

Ziskame soustavu linearnich rovnic, kterou fesime schematicky Gaussovou eliminaci s vy-
bérem pivota.

-5 0 0 -1|-1 5 0 01| 1
m 5 0 3|-2| (-4 5 005 ]|
-7 -6 -5 -3| 23 8 —6 —5 0| 26
1 1 1 1] -4 -4 1 1 0|5
5 00 1| 1 5 00 1] 1 00O0T1| 1
N -4 5005 | 64 000 0| | 1000 O
—-12 -1 0 0 1 —-12 -1 0 O 1 01 00|-1
-4 11 0|-5 -16 01 0|—4 001 0|4
Mame A=0, B=—1,C = —4a D = 1. Plati tedy
1 1 4

\ - - - .
(@@ =5, A= =2
S pouzitim vzorce (10.3)) ziskdme vzorec pro k-ty ¢len.

k+1 k+2
— gk _ -
vt () ()
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=5"—(k+1)—2(k+2)(k+1)

=5"—2k>—Tk—5 A
Piiklad 11.4. Najdéte explicitni vyjadieni pro k-té ¢leny posloupnosti a = {ax}32, a
b= {bx}2,, které jsou definované vztahy

ap — bp_1 = 2,

bk—ak_1=0
prok>1,a9=1aby=0.

Pozndmka. 7 druhé rekurence si mizeme vyjadfit by_; = ax_2, nasledné dosadit do prvni
a ziskat rovnici
QA — Qp—92 = 2

pro k > 2, kde pocatecni podminky jsou ag = 1, a; = 2 + by = 2. Tim si tlohu mizeme
prevést na FeSeni jedné rekurence, coz by vedlo k vysledku. Pro nazornost vSak budeme
tlohu resit pomoci propojenych rekurenci.

Reseni. Nejprve fesime pro ag, by abstraktni, nisledné dosadime. Postupujeme klasicky,
obé rovnice si upravime pomoci symboliky hranatych zdvorek (11.3)) tak, aby platily pro
vSechna k£ > 0. Mame

ao—b_l =2—2[k=0]—|—a0[k=0]=2+(a0—2)[k=0],
ks

bo—a_1=0+b0[k=0].
<

Ziskame tedy soustavu

ak—bk_1=2+(a0—2)[k=0]
bk—ak_l =b0 [k=0],

k

kterou si vynasobime z” a s¢itdme pres vSechna k > 0. Mame

o0 o0 o

Zakack — Zbk_ll‘k =2 Z$k+ao —2,
k’o_oO kc:() k=0

Z b, z¥ — Z ap—1 2% = by.

k=0 k=0

Soustavu si mizeme upravit, z druhych sum nalevo vytkneme x, napravo se v prvni rovnici
odectou —2 a nulty ¢len sumy, takze mizeme vytknout z. Vznikne soustava

o0 o0 o0
Yarzt —z > byt =ag+2z > 2",
k=0 k=0 k=0
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oo o0
bzt —z > arz® = b
k=0 k=0

Nalevo mame vytvorujici funkce. V prvni rovnici napravo vznikne zlomek 12_—’; Ziskame
tak soustavu

2z
1—2’

V(a)(z) —z V(b)(z) = ap +
V() (z) — = V(a)(z) = bp.

Vznikne soustava dvou linedrnich (funkcionédlnich) rovnic, tj. nezndmymi jsou funkce. Ke
druhému fadku pricteme z-nasobek prvniho. Vznikne soustava

2
V(@)(@) —z V(b)(@) = a0 + 7,
N 2 z?
(1 -2 V)(&) = bo + a0z + £,
kterou si miZzeme prepsat do tvaru
2z
V(a)(z) = ao + 1_2 +z V(b)(x)

b0+(10£17 2.’132
Vb)) = 1-22  (1-z2)2(1+=x)

Nyni chceme standardni metodou zjistit bx. Mame

by + apx 2 12
VO =T T a—era 1o
(bt agz)(1—2)+ 222
(-7 (+2)
:b0+(a0—b0)m+(2—a0)x2 A B C

TEEET) I G i

Chceme zjistit A, B a C. Plati

bo+(ag—bo)r+(2—ag)z>=A(1—-2*)+B(1+2)+C(1—1x)?
=(-A+C)z*+(B-2C)z+ A+ B+C.

Ziskame soustavu linedrnich rovnic o tfech neznamych, kterou fesime schematicky Gaus-
sovou eliminaci. Prvni rovnici si vynasobime —1 a pak od treti odec¢itdme rovnou prvni i
druhou. Nésledné vynulujeme posledni sloupec.

1 0 —1|ap—2 1 0 -1 ap — 2 1 00 a0+go—3
01 =2jap—bp [~]| 01 =2 ao — bo ~]1010 1
11 1 bO 00 412 bo — 2a0 +2 001 bg—go-i-l
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Msme pak A = %th=3 B =1 a C = %=%+1 Mame vytvofujici funkei pro b

_a0+b0—3 1 1 bo—ao+1 1

Vo)) 21—z (=22 2 11a

ze které pomoci (|10.3) zjistime

bk:%l)();'?)+k+1+(_1)kbo_a+ﬂ
—1DF =14 (14+(=D*) b+ (1 = (=1)*)a
ey Y (1+( )2)0 (1= (=1)%) a 11
pro k > 0. Protoze )
V(@)(@) = ao + 1 +z VO)(a),

zjistime diky vlastnostem vytvorujicich funkei a ((10.3)), Ze ag = ag a
A = 2+ bk—l

pro k > 1 (coZ neni vibec pfekvapujici, ze zadavajici rovnice ziskdme totéz vyjadieni).
Dosazenim z ((11.8) zjistime, Ze
()R =14 (14 (=1)1) by + (1 = (=1)*1) ag
2
1= (=1 + (1= (=) bo + (1+ (=1)*) ag
2
pro k > 1 Dosazenim k = 0 do ((11.9)) ziskdme hodnotu

ak:2+k—1+

=k+

(11.9)

1-1+(1-=1)b 1+1
04 + ( ) bo + ( +)a0=a0
2
tedy muzeme ¥ici, Ze vztah (11.9) plati pro vSechna k > 0. Mame tedy explicitni pfedpisy
pro k-té ¢leny posloupnosti a i b. Pro nase konkrétni hodnoty ay = 1, by = 0 pak vychézi
vztahy

1—(=1F+ 1+ (-1)*

ak:k+ 9 :k+1,
_1\k _ _(_1\k
by =k D 1;“1 =1" _ A

Jiné reseni. Stejnym postupem ziskdme soustavu pro vytvorujici funkce

V(@)(@) -2 V) (@) = 1 +a
V(@) — o V(@)(z) = b
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coz je vlastné linearni funkcionalni rovnice

(408

Determinant matice je 1 — z2, podle (11.4) tak mdme

a —ay r— IL'2
Via)(z)) _ 1 AN 22+ ag _ o+(?g_z§>j(21)+w)bo
V(b) (x) ]- - .1:2 T 1 bo bo-l—(ao—bo) £C+(2—a0) :1;2 .

(1-2)% (1+x2)

Dale bychom postupovali standardné, az bychom dospéli k vysledku. A

Piiklad 11.5. Najdéte explicitni vyjadieni pro k-té ¢leny posloupnosti ¢ = {ax}32, a
b= {bx}2,, které jsou definované vztahy

ay = bp_1 — bg_2,

by = ag—1 + b2 + ax_2
prok>2,a0=4,a,=4,bp=4ab =0.
Pozndmka. Podobné jako v prikladu bychom mohli z prvni rovnice vyjadrit ax_; =

=br_o —br_3 a ag_o = by_3 — by_4. Pak dosazenim do druhé rovnice bychom ziskali

by = (bg—2 — bg—3) + b2 + (b—3 — bg—_4)
=2bg_o — b4

pro k > 4, kde bychom museli spocitat i poéateéni podminky. Nicméné zde je jiz skoro
jednodussi pocitat rovnou.

Reseni. Nejprve si upravime rekurence tak, aby platily pro viechna k& > 0. Dosazenim
ao = 4 dostaneme
4=>b_1+b o+4[k=0],
0
z a; = 4 mame jiz platnou rovnost

4=>by+0b_.
4
Dosazenim by = 4 do druhé rekurence dostaneme

429_1 +b_2+a_%+4 [k‘: 0],
0

pro b; = 0 mame
0=a1+b_1+a_1—4[k: 1]
| S —
4
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PrepiSeme tedy rekurenci na tvar platny pro vsechna k£ > 0.

ay Ibk_l—bk_2+4[k=O]
bk:ak_1+bk_2+ak_2+4[k:0]—4[k:1]

k

Vynasobenim z* a s¢itanim pres vSechna k prejdeme k vytvorujicim funkcim.

V(a)(z) = z V(b)(x) — 2* V(b)(z) + 4
V()(z) =z V(a)(z) + 22 V(b)(z) + 2* V(a)(z) + 4 — 42

Soustavu si mizeme prepsat na tvar
V(a)(z) —z (1 —2) V(b)(z) = 4
—z(1+z) V(a)(z) + (1 —2%) V(b)(z) =4 — 4z
V maticovém tvaru dostdvame
1 —z(1-2)\ (V(a)(z)) _ 4
—z(1+zx) 1 V() (z)) \4—4z)’
Determinant matice je 1 — 22 — 22 (1 — 2%) = 1 — 222 + z* = (1 — 2%)2. D4le poditdme
(s pouzitim (|11.4)))

(Vo) = o e "T7) ()
B 4 1-—z)(1+2z—2?)
“ama (TURETY)

Mame tedy po zkraceni Va 1 — z

4+ 8z — x?
V@@ = 15 i o)
a
V(b)) =S4T
(1 — z2)2
Rozlozime V a na parcialni zlomky.
4+ 8z — x? A B C

V(a)(z) =

(+2f(l-2) 14z (1427 1-4

Pak
4+8x—42*=A(1-2*)+B(1—-2)+C(1+2)
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dosazenim z = 1 ziskdme 4 + 8 —4 =8 =4, tedy C = 2; dosazenim z = —1 dostaneme
4—-8—4=-8=2B, tedy B= —2. Z rovnice pro absolutni ¢len ziskdme 4 = A+ B+ C,
tedy A = 6. Mame rozklad

6 4 2
+ ;

V@ = e " Trer T1-s

s pouzitim vzorce (10.3) dostaneme vyjadieni a.

=6 (—1)F —4(k+1)- (~1)F +2
= 4k (-1)F +2(1+ (1))

V b rozlozime na parciilni zlomky.

4+ 422 A B C D
+

Vb)) = (1—a2)? 1+x+(1+x)2+1—$ 1 —=z)*

odtud
44+442°=A(1+z)1-2+B(1-2)*+C(1+z)*(1—z)+D(1+z)

Dosazenim x = 1 ziskdme 4 +4 = 8 = 4 D, tedy D = 2; dosazenim x = —1 pak 4 + 4 =
=8 =4 B, tedy B = 2. Z rovnice pro absolutni ¢len ziskdime A+ B + C + D = 4, tedy
A+ C = 0, z rovnice pro koeficient u 2® pak A — C = 0. Dohromady A = C' = 0. Mame

tedy
2 2

(a2 " (A-aF
Opét s pouzitim ((10.3) dostaneme explicitni vzorec pro by.

V(b)(z) =

bh=2k+1)(-DfF+2(k+1)=2(k+1) 1+ (-1~ A

Piiklad 11.6. Najdéte explicitni vyjddieni pro k-té Cleny posloupnosti a = {ax}32, a
b= {br}2,, které jsou definované vztahy

ar = 3bg_1 — ax—1 pro k > 1,
bk = 2ak_2 — 4bk_1 pro k Z 2,

a0:3, b0:2&b1:—12.
Reseni. Nejprve si upravime rovnice tak, aby platily pro vSechna k > 0. Mame

3:a0=3b_1—a_1+3[k=0],
0

2=by=2a_p—4b_1+2[k = 0]
0
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—12 =b1 =3a_1 —4b0 —4[]{3 = 1]
—_——

-8
Celkem tedy dostavame rovnice platné pro vSechna k£ > 0.

ar = 3b_1 —ap_1+3 [k = 0]

by :2ak_2—4bk_1+2[k20] —4[k= 1]

k

Vynasobenim z” a seétenim pfes vSechna k si prejdeme k vytvorujicim funkcim. U ¢lent
2

s indexem k — 1 vytkneme z a preznacime, u c¢leni s indexem k — 2 pak vytkneme z* a
preznacime.

V(a)(z) =3z V(b)(z) —z V(a)(z) + 3

V(b)(z) = 22% V(a)(z) —4z V(b)(z) +2 — 4z

Cleny s Va, Vb si ddme nalevo, ¢im# vznikne linedrni soustava.
(14+2z) V(a)(z) =32 V(b)(z) =3
—22°V(a)(z) + (1 +4z) V(b)(z) =2 —4x

Soustavu si prepiSeme jako jednu rovnici s maticemi a vektory.

l+z =3z )\ (V(e)(z)) _ 3

—22% 1+4+4z) \V(O)(z)) \2-4z
Determinant matice je (1+z) (1 +4z) — (—22?)(—3z) =1+ 5z +42? — 623 =: p(x).
Pak p-nisobek vysledku je diky (11.4)

(z) - V(a)(z)\ _ (1+4z 3z \ 2 _
PEA\v)@)) T\ 222 1+2) \2-42) 7

_ (3+12z+6z—122%\ (3+18z— 1222
T\ 6224+2—-21x—42% ) \ 2—2x+ 227

Méme rozklad p(z) = (1422 —22?) (1+3x). Déle mdme si dosadime z = } do polynomu
1+ 2z — 22?% a vyndsobime t?, nisledné hleddme kofeny polynomu ¢2 + 2¢ — 2 pomoci

diskriminantu
—2+4/4—-4-(-2
tio= ( )=—1:|:\/§.
2
To ndm d4vé rozklad 1+2 -2 2% = (1-t, z) (1—t2 z) = (1 + (1 + \/5) x) (1 + (1 — \/§> x)
Méame tedy vyjadreni

3418z — 1242
1+3z) (1+(1+v3) z) (1+(1-v3) z)’
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1+3z) (1+(1J:\/§) x)x(1+(1—\/§) z)’

V(b)(z) = (

Vidime, Ze v obou pripadech je jmenovatel stejny, navic ma polynom p pfi rizné koreny.
Chceme rozlozit V a na parcialni zlomky. Mame

A B C
V(a)(z) = + + . 11.10
(@)@) 1+(1+v3)z 1+(1-v8)z 1+3z (11.10)
Vynasobenim polynomem p ziskdme rovnici
3+18z—1207=A (1+(1-v3) z) (1+3z)+
+B (1+ (1+v3) z) (1+32) +
+C (1+22-227).
Schematicky L = P. Dosazenim z = —3 mame
1 1 27 — 54 — 12 39
Ll: 1 A _12 - == ——
mawis(g) -2 (5) - T——- -5,
1 1 9+6—2 C
P1:1 2 —_— —2 — [ —_
= ()2 (Q)e-2720 -
odtud C' = —39. Chceme dosadit z = _ﬁg- Méme
1 1—\/:’3__1—\/5_1—\/3_m
1++/3 1+v/3 1-+/3 1-3 2 ’
ddle (1+v3)' =4+2V3a
I 4—2\/5_4—2\/5_2—\/5_362
4+2v3 4+2v3 4-2v3  16-12 2 '
Pak dosazenim dostaneme
1—+/3 2—+/3
Li_y;=3+18 2\f—12 2\/_=3+9(1—\/§)—6(2—\/§)=—3\/§,

P,_

2

>

2

{15 )

_2+4-2V3 243-3V3 (6—2V3) (5—3\/§)A
- 2 ' 2 - 4
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:30—10\/5—18\/§+18A:(12_7\/§) n

4
Odtud
_ -3v3 (124+7+3) -3 (21+12+3
12—-7+/3 144 — 49 -3 -3
Chceme dosadit z = _ﬁg- Podobné jako diive mame

1 148 143 143
1-v3 1++3 1-3 2

»_4+2v3 _2+43
T° = 1 = 5

Dosazenim do (11.10) dostaneme

Lie—3418 11 V3 1924 V3_ 4 g (1+v3) -6 (2+V3) =353,

2 2 2
2
1++/3 1
_2+4+2\/§ 2+3+3\/§B_(6+2\/§) (5+3\/§)B
B 2 2 B 4
1 1 1
_ 30+ 0\/31 83+ ®B=(12+7v3) B,
odtud
3v3  3v3(12-73)
= = =v3 (7TV3—-12) =21 -12+3.
12+ 7+/3 144 — 49 -3 \/_( v3 ) V3
Méame tedy

. 21+12/3 21 —12+/3 39
1+(1+v3)z 1+(1-vB8)z 1432
odkud s pomoci (10.3) dostaneme vzorec pro k-ty ¢len posloupnosti a.

a, = (—1)*- l(21+12\/§) : (1+\/§)k+(21—12\/§) : (1—\/3)'“—39-3’“]

V(a)(z)

Chceme najit rozklad V b na parcidlni zlomky. Mame

2—2x+ 222

(1+32) (1+(1+v8) z) (1+(1-+3) z)
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A B C
:1+(1+\/§)x+1+(1—x/§)x+1+3x'
Vynasobenim polynomem p dostaneme rovnici
2-2z+222=A (1+(1-v3) z) (1+3z)+
+B (1+(1+V3) z) (1+3z) +
+C (1+2z-247),

schematicky L = P. Dosazovanim chceme zjistit A, B, C. Vidime, Ze prava strana rovnice
je stejnd jako prava strana rovnice pro V a. Bude tedy

py=C
Py =(12-7V3) 4,
P..s=(12+7V3) B.

2

Staci spocitat hodnoty levé strany rovnice.

2 2 18+6+2 2

L .,=2424% _26
4= et 3ty 2 9
1-v3 2-./3
Lyy=2-2 2‘f+2 2‘[=2—(1—\/§)+2—\/§=3
2
14v3  _2+4/3
Lyys =2—-2 +2f+2 +2\f=2—(1+\/§)+2+\/§=3
2

Méme tak rovnou

3 3 (12+7v3)

A= = =—12—-7+/3,

12—-7/3 -3
3 3 (12— 7V3)

B = = = —12+ 73,
124743 -3

C = 26.

Pak /3 /3
12+7+/3 12—-7+/3 26
V(b)(z) =

— — + ,
1+ (1+v3)z 1+ (1-v3)z 143z
odkud opét s pouzitim ((10.3) dostaneme vzorec pro k-ty ¢len posloupnosti b.

b = (—1)*- [26-3’“— (12+7v3)- (1+\/§)k— (12-7v3)- (1—x/§)k]

Zajimavosti je, ze ze zadavajicich rovnic rekurenci plyne, zZe ax, by € Z i pfes to, Ze se ve
vzorcich pro k-ty ¢len obou posloupnosti vyskytuji iracionalni ¢isla. A
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Priklad 11.7. Uvazme graf G zadany obrazkem.

Oznacme ay pocet jeho koster. Odvodte rekurentni formuli pro ay. Urcete vytvorujici funkei
posloupnosti a a vzorec pro k-ty clen.

Reseni. Podivame se na posledni ,,¢ctverec“. Pokud se néktera ze tii ,,vnéjSich“ hran v dané
kostfe nenachazi, jedna se o kostru Gy_,. Pokud zde mame vSechny tfi hrany, najdeme
nejdelsi graf tvaru

k—i—lrl hran

pro kazdy z nichZ mame dvé moznosti, jak jej pripojit ke kostie grafu GG;. Nakonec mame
jednu kostru pro piipad, Ze dana ,vidlice“ je sama kostrou grafu Gy. Pak

ar =3ar_1+2ar2+2ar_s3+---+2a9+1

je rekurentni zadani posloupnosti a;. Oznacime-li s = Zﬁ:o ay posloupnost ¢aste¢nych
souctll, mame
ar = ap—1+ 28,1+ 1. (1111)
Index se sniZuje maxim4lné o 1, proto si musime upravit tak, aby platila pro vechna
k. Dosazenim k = 0 mame
1= g =a_1 + 28_1 +1,
0

k a séitanim piejdeme k vytvofujicim funkcim

1
1—2’

tedy nemusime nic pridavat. Vynasobenim x

V(a)(z) =z V(a)(z) + 2z V(s)(z) +

odkud s vyuzitim ((10.2)) ziskdme

V(a)(z) = V(@)(@) + 1 V(e)(a) +
z ¢ehoz po vynasobeni 1 — x mame
(1—2z) V(a)(z) = (z — 2*) V(a)(z) + 22 V(a)(z) +1
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a po uprave

V@©) =t (11.12)
Odtud bychom také mohli ziskat zjednodusenou rekurenci, z
V(a)(z) = 4z V(a)(z) — 2° V(a)(z) + 1
bychom dostali
ar =4ap_1 —ap_o+[k=0]. (11.13)

Existuje ale i zpisob, jak ziskat (11.13) pfimo z (11.11)) bez vytvorujicich funkci. Jjelikoz
ax_1 = Sk_1 — Sk—2 mame pro rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lent z ((11.13])

O — Qg1 =Qx_1+28,_1+1— (ak_z + 28,0+ 1)
= ap_1 + 2 (Sk—1 — Sp—2) — Ak—2 = 3Ak_1 — Ak—2

neboli

ar =4akp_1 — a2

pro k > 2 (jelikoZ pouzivime index sniZujeme nejvySe o 2). Pocateéni podminky jsou
ap = 1 (Gy je svoji jedinou kostrou) a a; = 4 (jednu hranu ¢étverce vynechdme). Pro zjisténi
vytvorujici funkce bychom upravili rekurenci tak, aby platila pro k£ > 0. Dosazenim k£ = 0
ziskame
1= ayg = 4(1_1 — a_2 +[k = 0],
0
po dosazeni k = 1 ziskdme jiz platnou rovnost

4=a1=4a0—a_1.
4
Tim ziskdme (11.13). Vytvofujici funkei bychom mohli ziskat také klasicky z (11.13). My
ji v8ak jiz mdme vypoétenou v (11.12)), chceme ji pro ziskdni vzorce pro k-ty ¢len rozloZit
na parcidlni zlomky. ProtoZe polynom z? — 4z + 1 je symetricky vzhledem ke zobrazeni
T — %, budou koeficienty u z pravé kofeny onoho polynomu. Mame

4:!:\/216—4:4122\/3:2:':\/5’

takze 1 — 4z + 22 = (1 — (2 + \/§) ac) (1 - (2 - \/ﬁ) w) Je vidét, zZe oba koreny jsou si
navzajem inverzni. Mame pak

V(a)(2) ! 4 B

T1,2 =

:1—4x—l—x2_1_(2+\/§>x+1—(2—\/§) z
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neboli po vynésobeni 1 — 4z + 2
1=B(1-(2+v3) z)+ A (1-(2-V3) z).
Dosazenim z = 2 + /3 ziskdme
1=B (1— (2+\/§)2) =B (1-4-4v3-3) =B (—6-4v3)
neboli

g__ 1 _—6+4v3 3-2V3
—6—4+/3 —12 6

Podobné dosazenim z = 2 — v/3 ziskdme

1=4 (1—(2—\/5)2>=B (1-4+4v3-3) =B (-6+4V3)

odtudi
A 1 _ —6—-4v3 3+243
—6+4+/3 —12 6 .
Pak \/_ \/_
3423 1 3-243 1
V(g)(z) = 22V + - ,
6 1—(2+\/§>x 6 1—(2—\/§)w

odkud vidime s pouzitim (|10.3)) vzorec pro k-ty clen.
3+23 ko 3-243 b
w=F2Y8 (o4 )4 22V (o)
Opét (podobné jako v prikladech a [11.6) ve vzorci vystupuji iraciondlni ¢isla, presto
je vysledek celodisleny. A

Piiklad 11.8. Oznalme a; polet pokryti (nerozliSenymi) kostkami domina obdélniku
o rozmeérech 2k x 3. Urcete vytvorujici funkci a vzorec pro k-ty ¢len posloupnosti a.

Reseni. Jdeme zprava dokud nenarazime na svislou éaru. To nastane bud po jednom kroku,
kde mame na vybér tii moznosti, viz obrazek nebo po vice krocich, kde musi nastat
bud situace na obrazku nebo situace vertikalné ,preklopena® Pro kazdou z téchto
moznosti pak mame ay_; pokryti zbylého obdélniku nalevo.

Pro pocet pokryti tedy plati

ar=3ap_1+2a,92+---+2a;+2
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Obrazek 11.1: T¥i pokryti obdélniku 2 x 3.

1 kostek ,,nalezato

Obrézek 11.2: Mozné pokryti obdélniku (23) x 3.

kde posledni dvojka je pro pfipad, kdy jsme pokryli jiz cely obdélnik jako na obrazku [11.2]
Vzhledem k tomu, Ze pro kK = 0 mame prazdny obdélnik a jediné (prazdné) pokryti, lze
vztah interpretovat jako

ar =3ar_1+2ar_2+---+2ag
:ak_l+2ak_1—|—2ak_2+---+2a0.

Oznad¢ime-li s, := 3% ; a; posloupnost ¢asteénych souctii, mame vztah
ar = ap_1+ 2 Sk_1.

Vsimnéte si, Ze se ndpadné podobd vztahu v piikladu Jiz odtud bychom mohli pfejit
k vytvofujicim funkeim pomoci ([10.2)), radgji si vSak rekurenci upravime, coz zjednodusi
vypocet vytvorujici funkce. Pomoci vyjadfeni ay_1 = sx_1 — Sx_2 mame po odecteni vztahu
Pro ai a pro ax_i

ar — Qp—1 = Qg—1 +28p_1 — Qg2 — 252

= Qp—1 — Ok—2 + 2 (Sp—1 — Sk—2)
—_—

Qk—1
= 3ax_1 — ag_2.
Priétenim aj_; dostaneme konecné vztah
ar = 4ak_1 — Qi—2, (1114)
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ktery plati pro k > 2 (index sniZujeme maximélné o 2). Déle mdme 1 prézdné pokryti
obdélniku 0 x 3, tj. ap = 1, a 3 pokryti obdélniku 2 x 3 (viz obrizek , tj. a4 = 3.
Vsimnéme si, Ze rekurentni vztah je stejny jako v ptikladu ovSem s jinymi pocatecnimi
podminkami. Obdélniky zaporné §itky moc nedéavaji smysl, pro poradek klademe ale ¢leny
a se zapornymi indexy rovny 0. Dosazenim k = 0 do rekurentniho vzorce dostaneme

1= ag = 4a_1 —a_2 +1,
0

dosazenim k = 1 pak
3= ay :4a0 —a_ —1.
4

Odtud dostaneme vztah
ap, =4a_1 — Qx—o + [k = O] — [k = 1],

platny pro vSechna k > 0, tak¥e miiZeme vyndsobenim z* a seétenim pies viechna k prejit

k vytvofujicim funkcim, pfi¢emZ ze sum napravo vytkneme z, respektive 22 a pfeindexu-
jeme, ¢imz dostaneme

V(a)(z) = 4z V(a)(z) — 2° V(a)(z) + 1 — .

Cleny s V a si ddme nalevo a vytkneme, nisledné podélime polynomem, ktery u V a vznikne.

-z -z
V@@ =1 e = (1-(2+v3)z)(1-(2-v3) o)
A B

=1_(2+\/§>z+1_(2_\/§)$ (11.15)

Pti rozkladu si vzpomeneme na priklad jmenovatel je stejny. Plati tak
(2++3) (2-Vv8) =1, (11.16)
1-(2+v3) =1- (1£4v3)
= —6TF43. (11.17)
Vynésobenim polynomem 1 — 4z + z? dostaneme
1-z=A(1-(2-V3)z)+B(1- (2+3) 2)
odkud po dosazeni z = 2 + /3 diky (11.16) a (11.17) dostaneme

1-2-V3=B(~6-4V3)
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neboli

“1-v3  1+v3  (1+V8) (6-4v3)

 —6-—4v3 6+4v3 —12
_ —6+2v3 3-8
S =12 6

Podobné dosazenim x = 2 — /3 opét diky (11.16) a (11.17) dostaneme

1-2+V3=A4(-6+4V3)

a odtud

Vi-1 _(V3-1) (4v3+6) 6+2v3 3+8

T 4V3-6 12 1 6

Pak mame rozklad vytvorujici funkce

1—=x
T 1—dz+2?
_3+V3 1 +3—\/§. 1
6 1-(2+v3)z 6 1-(2-v3)a

a odtud vzorec pro k-ty Clen posloupnosti a.

ak:3+6‘/§.(2+x/§)k+3_6‘/§.(2—\/§)k A

V(a)(z)

11.3 Priklady k procviceni
Priklad 11.9. Pomoci vytvorujici funkce vyfeste nasledujici rekurenci:

ag :4ak_1 —3ak_2 -2

pro k > 2, ag = 1, a; = 6. (Vysledek: vytvofujici funkce V(a)(z) = (1__%2’;;“('1””;1)2 =2 -

— 2+ ﬁ, vzorec pro k-ty ¢len je a =2-3% +k —1.)

Piiklad 11.10. Najdéte expicitni vyjadieni pro k-ty Clen posloupnosti a = {ax}32, a
b= {bx}2,, které jsou definované vztahy

ar =3 ap—1+ brp_1
b = ax—1 + 3bx_1

pro k> 1, ap =0, by = 2. (Vysledek: a; = 4% — 2%, b, = 4% + 2F))
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Piiklad 11.11. Najdéte expicitni vyjadieni pro k-ty Clen posloupnosti a = {ax}32, a
b= {br}2,, které jsou definované vztahy

ar =3ap_1 +4bp_1 —4dag_o
b =2ap_1 —4br_1 —4bp_2

pro k > 2, a0 = 1, a1 = =2, bp = =4, b = 4, pfifemz je doporudeno poéitat celou
dobu s neurditymi koeficienty a urcit je teprve na konci. (Vysledek: rozklad jmenovatele
vytvofujicich funkef je (1+ ) (1 —22z)? (1 4+ 4x), nadeZ vyjde ar = (k —1)2F + 2 (=1)% a
by = 5 (k—1)2F —4(-1)%)
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