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Úvod

Moje doktorské studium ve specializaci Obecné otázky matematiky mělo výzkumné
zaměřeńı pod názvem Kružnice v elementárńı geometrii. Postupem doby jsem společně
se školitelem dospěla k názoru, že závěrečnou práci nebude možné pojmout jako ency-
klopedický přehled všech významných poznatk̊u o kružnićıch a jejich uplatněńı v geo-
metrické teorii i praxi. Důvodem byla skutečnost, že podrobné zpracováńı do mnoha
odvětv́ı rozvinuté problematiky kružnic by vedlo k d́ılu o neúnosném rozsahu. Bylo
proto nutné pečlivě uvážit užš́ı vymezeńı tématu závěrečné práce. Jeho volbu v násle-
duj́ıćıch odstavćıch představ́ım, vysvětĺım, v čem bude spoč́ıvat p̊uvodnost zpracováńı
a t́ım vlastně i naznač́ım možný př́ınos výsledného d́ıla.

Celá předložená práce je monotematicky věnována jednomu výsledku o pěti výz-
namných kružnićıch, které spojujeme s obecným trojúhelńıkem v eukleidovské rovině.
Konkrétně tyto kružnice uvedu a dotyčný výsledek poṕı̌si v kapitole 1. Nyńı jen na-
znač́ım jeho obsah: jedna z oněch pěti kružnic se dotýká všech čtyř ostatńıch. Tento
vskutku překvapivý (tj. prostou intuićı nijak nepodložený) poznatek jako prvńı odhalil
německý matematik Karl Wilhelm Feuerbach (1800–1834). Publikoval ho v roce 1822
i s početně velmi náročným d̊ukazem jako součást svého výkladu geometrie trojúhelńıka
v nevelké knize [Feu]. Věhlas, který tento výsledek brzy źıskal, je v plném souladu s jeho
hodnoceńım z uznávané monografie Advanced Euclidean Geometry od Rogera A. John-
sona [Joh, str. 200]:

”
This is perhaps the most famous of all theorems of the triangle,

aside from those known in ancient times.“

Neńı divu, že Feuerbach̊uv výsledek upoutával pozornost následných generaćı ge-
ometr̊u. Jejich zástupci za bezmála 200 let1 přǐsli s deśıtkami vlastńıch d̊ukaz̊u, pu-
blikovaných většinou ne jako plnohodnotné matematické články, nýbrž jako stručná
oznámeńı (bez jakýchkoli odkaz̊u na př́ıspěvky jiných autor̊u) v rubrikách zpráv časopis̊u
jako The Educational Times nebo The Mathematical Gazette. Dotyčńı autoři byli pa-
trně fascinováni kontrastem mezi jednoduchost́ı vlastńı formulace výsledku a rozš́ı̌reným
povědomı́m o obt́ıžnosti p̊uvodńıho Feuerbachova d̊ukazu. Spatřovali v tom výzvu
k hledáńı odlǐsných a hlavně jednodušš́ıch d̊ukaz̊u, které by lépe osvětlily podstatu
zkoumaného výsledku. K tomu ovšem skepticky doplńım opět citát z [Joh, str. 200]:

”
Of

the numerous proofs which have been contributed to the history of the theorem, none is

1Př́ıspěvky s elementárńımi d̊ukazy Feuerbachovy věty, které jsem při př́ıpravě závěrečné práce
nashromáždila, posoudila a podle uvážeńı vhodně zpracovala, pocházej́ı z obdob́ı let 1822 až 2010.
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Úvod

really simple.“ To jistě přispělo k tomu, že Feuerbachova věta nebývá ve středoškolských
učebnićıch ani zmiňována a že v české knižńı př́ıručce Geometrie trojúhelńıka z roku
1988 je Feuerbachova věta uvedena bez d̊ukazu ([Š-V, str. 78]).2

Uvedu nyńı dva hlavńı ćıle, které jsem výběrem Feuerbachovy věty za námět di-
zertačńı práce sledovala.

1. V jedné kapitole podat podrobný, a přitom přehledně sestavený, čtivý a komentáři
doplněný výklad p̊uvodńıho Feuerbachova d̊ukazu.

2. Ostatńı nashromážděné elementárńı d̊ukazy posoudit a roztř́ıdit podle použitých
postup̊u. Poté podat obdobně koncipované výklady vybraných d̊ukaz̊u v daľśıch,
metodicky zaměřených kapitolách.

K uvedeným ćıl̊um doplńım krátké komentáře. Bude z nich jasné, č́ım by výsledná
práce mohla být př́ınosná.

Ad 1. Ze všech knižńıch, časopiseckých nebo internetových zdroj̊u, které jsem měla
k dispozici a které zmiňuj́ı p̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz, je jeho postup nejkonkrétněji
naznačen v monografii [Joh, str. 204–205]. Ani tam však neńı nijak upřesněna technika,
jakou Feuerbach potřebné metrické vztahy odvozuje.3 Bylo proto nutné, abych Feuer-
bachovy kroky v německém originálu [Feu] pečlivě analyzovala, zejména tedy ověřila
výsledky k d́ılč́ım ćıl̊um vedoućıch, avšak nerozepsaných algebraických úprav.4 Postup
vedeńı d̊ukazu v dotyčných paragrafech práce [Feu] je nav́ıc komplikován odkazy na
některé vzorce odvozené v předchoźıch paragrafech. Podrobněji se o tom všem zmı́ńım
v úvodńı části kapitoly 2, která je výsledkem mého úsiĺı prvńı ćıl co nejlépe naplnit.

Ad 2. Ty elementárńı d̊ukazy Feuerbachovy věty, které jsem nastudovala a které
jsem byla schopna metodicky klasifikovat, jsem zařadila do text̊u kapitol 3 až 13,
nazvaných podle užitých metod či prostředk̊u dokazováńı.5 Zpracovat tyto d̊ukazy
požadovaným zp̊usobem bylo často náročné, zejména pokud jejich zdroje byly pub-
likovány formou několikařádkového textu v časopiseckých rubrikách zpráv, doplněného
obrázkem (zpravidla pro jednu z v́ıce možných konfiguraćı). Snažila jsem se ve svých
výkladech podobné neúplnosti i daľśı nedostatky těchto zdroj̊u odstranit. Velkou po-
zornost jsem věnovala i př́ıpravě četných obrázk̊u.

2Prakticky jediným snadno dostupným a česky psaným pojednáńım o Feuerbachově větě i s jej́ım
d̊ukazem je můj článek [Lor] z roku 2014. Existuje také (ovšem neelementárně zaměřený) článek
profesora Jana Sobotky K dvěma d̊ukaz̊um věty Feuerbachovy, Rozpravy České akademie věd a uměńı.
Tř́ıda II, Mathematicko-př́ırod. 31(1922), č. 2, str. 1–12.

3Citujme Johnsona ze str. 204 raději bez překladu:
”
. . . is based on the following steps, each of

which he establishes by main strength.“
4V kapitole 2 konkrétně uvedu, u kterých kontrol mi pomohla poč́ıtačová algebra.
5Posledńı výkladová kapitola 14 je věnována d̊ukaz̊um těch pomocných tvrzeńı, na která se od-

volávaj́ı postupy z v́ıce předchoźıch kapitol.
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Úvod

Po stránce logické propojenosti výkladu jsou všechny kapitoly 2 až 13 navzájem
nezávislé. Jakmile se tud́ıž čtenář seznámı́ s problematikou Feuerbachovy věty podle
kapitoly 1, může jej́ı d̊ukazy z daľśıch kapitol vyb́ırat ke čteńı v libovolném pořad́ı. Z to-
hoto d̊uvodu v některých kapitolách opakujeme stejnou vstupńı úvahu o tom, za jakých
podmı́nek stač́ı dotyky jakých kružnic k d̊ukazu Feuerbachovy věty ověřit.

Závěrem chci zd̊uraznit, že jsem se snažila sepisovat postupy všech d̊ukaz̊u do-
statečně podrobně tak, aby byly srozumitelné každému čtenáři dobře znalému středo-
školské (přesněji gymnaziálńı) planimetrie. Text práce by tak mohl přinést užitek
středoškolským učitel̊um matematiky a jejich talentovaným student̊um.
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Kapitola 1

O čem je Feuerbachova věta

Jak jsme sĺıbili v Úvodu, v prvńı výkladové kapitole pojednáme o pěti kružnićıch,
které jsou významně spojeny s obecným rovinným trojúhelńıkem, a o pozoruhodném
výsledku pro tyto kružnice, jenž nese jméno jeho objevitele K. W. Feuerbacha1.

Čtyři z oněch pěti kružnici jsou všeobecně známé a připomeneme si je následuj́ıćım
obrázkem.

A B

C

I

Eb

Ea

Ec

ea

ec

eb

i

r

rc

ra
rb

1Stručnou biografii tohoto německého matematika uvedeme v kapitole 15.
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Kapitola 1: O čem je Feuerbachova věta

Jedna z vyobrazených kružnic je kružnice danému trojúhelńıku vepsaná, daľśı tři kruž-
nice jsou připsané jeho stranám. Budeme je pro daný trojúhelńık ABC značit i = (I, r),
ea = (Ea, ra), eb = (Eb, rb), ec = (Ec, rc) jako na obrázku. Jsou to zřejmě jediné čtyři
kružnice, které se dotýkaj́ı všech tř́ı př́ımek AB, AC, BC. Na obrázku je rovněž na-
značena konstrukce střed̊u I, Ea, Eb, Ec těchto kružnic užit́ım os vnitřńıch a vněǰśıch
úhl̊u trojúhelńıku ABC. Označeńı r, ra, rb, rc jsme připsali jen k těm z poloměr̊u, které
směřuj́ı od střed̊u kružnic k bod̊um jejich dotyku s př́ımkou AB.

Na pátou kružnici z Feuerbachovy věty nahĺıželi geometři prvńı poloviny 19. sto-
let́ı z r̊uzných pohled̊u. Objevovali (a bez vzájemné informovanosti i znovuobjevovali)
jej́ı d́ılč́ı vlastnosti, často jako vedleǰśı produkty při řešeńı problémů, na kterých pra-
covali. V d̊usledku toho źıskávala i dotyčná kružnice r̊uzná pojmenováńı. Ze dvou
českých dosud už́ıvaných názv̊u Feuerbachova kružnice a kružnice dev́ıti bod̊u dáme
přednost tomu druhému. Tento (v anglické literatuře ustálený) název vyjadřuje fakt,
že na dotyčné kružnici, kterou budeme dále značit jako kružnici n se středem N , lež́ı
devět významných bod̊u obecného trojúhelńıku ABC. Jsou to středy A1, B1, C1 jeho
stran, paty A0, B0, C0 jeho výšek a konečně body A2, B2, C2, které jsou středy spojnic2

vrchol̊u A, B, C s ortocentrem H trojúhelńıku ABC a které se nazývaj́ı Eulerovy body.
Ilustrace s vyobrazeńım všech těchto bod̊u jsme poř́ıdili zvlášt’ pro př́ıpady ostroúhlého
a tupoúhlého trojúhelńıku ABC.

A B

C

A0

B0

C0

H

C1

B2

A1
C2B1

A2

n

N

A B

C
A0

C0

H

B0

C1

A1B1

C2

B2A2

n

N

Tvrzeńı, že devět vyjmenovaných bod̊u lež́ı na jedné kružnici n, uvedeme v nás-
leduj́ıćı podobě.

2Všude, kde je to zapotřeb́ı, ṕı̌seme o spojnićıch a ne o úsečkách, abychom do našeho výkladu
zahrnuli i

”
úsečky“ zdegenerované do jednoho bodu.
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Kapitola 1: O čem je Feuerbachova věta

Věta 1. Na kružnici n, která procháźı středy A1, B1, C1 stran daného trojúhelńı-
ku ABC, lež́ı rovněž jak paty A0, B0, C0 jeho výšek, tak středy A2, B2, C2 spojnic jeho
ortocentra H s vrcholy A, B, C.

Důkaz Věty 1 je v české literatuře s malými obměnami uveden v [Hor, str. 78–80],
[B-Z, str. 81–82] a [Š-V, str. 46–47]. My ovšem nyńı dáme přednost komentovanému
výkladu jednotlivých vlastnost́ı kružnice n, jak je matematikové v pr̊uběhu let postupně
objevovali, až po Feuerbachovu větu. Tento i dále pokračuj́ıćı vývoj je podrobně popsán
na prvńıch 10 stranách článku History of the nine-point circle z roku 1892 od autora
J. S. Mackaye. Z tohoto zdroje [Mac] jsme převzali historické údaje pro daľśı odstavce
této kapitoly.3

Sĺıbený výklad o kružnici n zaháj́ıme konstatováńım, že některé z dev́ıti jej́ıch
bod̊u Ai, Bi, Ci mohou splývat.4 Vždy jsou však zřejmě nekolineárńı středy A1, B1, C1

stran výchoźıho trojúhelńıku ABC. Nejen proto je výhodné kružnici n zavést ve shodě
s Větou 1 jako kružnici opsanou př́ıčkovému trojúhelńıku A1B1C1. To se v prvńı polo-
vině 19. stolet́ı také projevilo t́ım, že r̊uzńı autoři dávali kružnici dev́ıti bod̊u názvy jako
the medioscribed circle, the circum-midcircle, the mid circle nebo il circolo medioscritto.

Historicky prvńı výsledek o kružnici dev́ıti bod̊u patř́ı matematickému velikánu
L. Eulerovi. Ten již v roce 1765 objevil a algebraickým výpočtem dokázal vlastnost,
d́ıky které se tato kružnice dř́ıve také nazývala the six-point circle a kterou v našem
pojet́ı a našich označeńıch můžeme zapsat následovně.

Vlastnost 1: Na kružnici n, která procháźı středy A1, B1, C1 stran daného troj-
úhelńıku ABC, lež́ı rovněž paty A0, B0, C0 jeho výšek.

Ověřeńı provedeme jednoduchým syntetickým postupem, který je dnes běžně pre-
zentován a který objevil v roce 1842 francouzský matematik Olry Terquem. Jistě stač́ı
ukázat, že na kružnici n lež́ı např́ıklad pata B0, a to v př́ıpadě, kdy B0 ̸= B1.

Jelikož AC1A1B1 je rovnoběžńık a B0 je bod Thaletovy kružnice nad pr̊uměrem AB,
plat́ı |B1A1| = |AC1| = |B0C1|. Shodné úsečky B1A1 a B0C1 jsou ovšem bud’ rameny,
nebo úhlopř́ıčkami lichoběžńıku se základnami A1C1 a B0B1 (viz daľśı dvojici obrázk̊u).
V obou př́ıpadech lze tomuto lichoběžńıku jistě opsat kružnici, tud́ıž bod B0 skutečně
lež́ı na kružnici n opsané trojúhelńıku A1B1C1.

3Zbylých 30 stran článku [Mac] je věnováno nástinu deseti d̊ukaz̊u Věty 1 (do roku 1878) a deseti
d̊ukaz̊u Věty 2 (do roku 1883), kterou uvedeme v této kapitole později a kterou je právě Feuerbachova
věta. Jej́ı historicky prvńı (Feuerbach̊uv) d̊ukaz však Mackay pouze komentuje na třech řádćıch ([Mac,
str. 21]).

4Z tohoto d̊uvodu je pro d̊ukaz v knize [Š-V] rozlǐseno a popsáno pět r̊uzných tvar̊u výchoźıho
trojúhelńıku ABC.
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Kapitola 1: O čem je Feuerbachova věta

A B

C

B0

C1

A1
B1

n

N

A B

C

B0
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A1B1

n

N

Druhou potřebnou vlastnost kružnice n poprvé explicitně oznámili francouzšt́ı ma-
tematici Charles Brianchon a Jean-Victor Poncelet jako jeden z d́ılč́ıch výsledk̊u jejich
společného článku z roku 1821.5 Poncelet proto už́ıval pro kružnici n př́ıhodný název
le circle des neuf points. Zat́ımco v současné angličtině tomu odpov́ıdá obecně vžitý
název the nine-point circle, ve francouzštině je pro kružnici n preferován název le cercle
d’Euler. Vrat’me se však k samotnému tvrzeńı Brianchona a Ponceleta, které zaṕı̌seme
následovně.

Vlastnost 2: Na kružnici n, která procháźı středy A1, B1, C1 stran daného troj-
úhelńıku ABC, lež́ı rovněž středy A2, B2, C2 spojnic jeho ortocentra H s vrcholy A,
B, C.

Také ověřeńı druhé vlastnosti provedeme osvědčeným postupem podle O. Terquema.
Jistě stač́ı ukázat, že na kružnici n lež́ı např́ıklad Euler̊uv bod B2, a to v př́ıpadech,
kdy plat́ı B2 ̸= A1 (neboli H ̸= C) a zároveň B2 ̸= C1 (neboli H ̸= A).

Úsečky B2A1 a B2C1 jsou středńı př́ıčky po řadě trojúhelńık̊u BHC a BHA, tud́ıž
plat́ı B2A1 ∥ HC a B2C1 ∥ HA, jak je vyznačeno na daľśı dvojici obrázk̊u. Nav́ıc však
zřejmě HC ⊥ A1B1 a HA ⊥ B1C1, takže plat́ı B2A1 ⊥ A1B1 a B2C1 ⊥ C1B1. Proto
oba body A1, C1 lež́ı na Thaletově kružnici nad pr̊uměrem B1B2. Tou je tedy nutně
kružnice n opsaná trojúhelńıku A1B1C1, na které tak bod B0 skutečně lež́ı. Nav́ıc jsme
ukázali, že úsečka B1B2 je pr̊uměr kružnice n.6

5Tuto informaci jsme převzali z knih [Joh, str. 196] a [Alt, str. 299]. Podle článku [Mac] je ale
výsledek oznámený v roce 1821 bezprostředńım d̊usledkem jednoho tvrzeńı krátkého př́ıspěvku Ben-
jamina Bevana v Mathematical Repository, vyšlého již v roce 1804.

6Plat́ı to zřejmě i v př́ıpadech, kdy B2 = A1 nebo B2 = C1, které jsme z naš́ı úvahy vyloučili.
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Kapitola 1: O čem je Feuerbachova věta

A B

C

A0

B0
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n

N
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H
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n

N

Ověřené dvě vlastnosti v souhrnu už dokazuj́ı výše uvedenou Větu 1. Doplňme ji
ještě poznatky o poloze středu N kružnice n a velikosti jej́ıho poloměru, které bu-
deme v daľśıch kapitolách často využ́ıvat. Odvod́ıme je užit́ım vhodné stejnolehlosti
v následuj́ıćım odstavci. Do našich úvah přitom poprvé zapoj́ıme kružnici opsanou
danému trojúhelńıku ABC. Budeme ji značit jako kružnici o se středem O a po-
loměrem R, takže budeme psát o = (O,R).

Stejnolehlost, kterou využijeme, bude mı́t střed v ortocentru H daného trojúhel-
ńıku ABC a koeficient rovný 1/2. V této stejnolehlosti (H, 1

2
) podle konstrukce Eu-

lerových bod̊u plat́ı A → A2, B → B2 a C → C2, tud́ıž obrazem trojúhelńıku ABC
s opsanou kružnićı o je trojúhelńık A2B2C2. Jemu opsanou kružnićı je podle Věty 1
ovšem kružnice n. Bod H je proto středem vněǰśı stejnolehlosti kružnic o, n a d́ıky
jej́ımu koeficientu 1/2 je kružnice dev́ıti bod̊u určena následovně:

n = (N, 1
2
R), kde N je střed spojnice OH.

K tomu ještě dodejme, že bod N je také středem úseček A1A2, B1B2 a C1C2 – tř́ı dř́ıve
zjǐstěných pr̊uměr̊u kružnice n.7

Náš výklad o samotné kružnici dev́ıti bod̊u uzavřeme uvedeńım d̊usledku Věty 1
pro kružnici opsanou výchoźımu trojúhelńıku. Kromě toho, že tento výsledek je zaj́ımavý
sám o sobě, uplatńıme ho také při některých d̊ukazech Feuerbachovy věty v následuj́ıćıch

7Z analogické úvahy o dvojici trojúhelńık̊u ABC a A1B1C1 plyne, že středem vnitřńı stejnolehlosti
kružnic o, n je těžǐstě G trojúhelńıku ABC. Doplňme ještě, že př́ımka, na které lež́ı po řadě bodyH,N ,
G, O (přičemž |HN | : |NG| : |GO| = 3 : 1 : 2), se nazývá Eulerova př́ımka daného trojúhelńıku ABC.
(Tato př́ımka ovšem neńı definována pro rovnostranný trojúhelńık ABC, ve kterém H = N = G = O.)
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Kapitola 1: O čem je Feuerbachova věta

kapitolách. K jeho zd̊uvodněńı využijeme při zavedeném označeńı stejnolehlost se stře-
dem v ortocentru H a koeficientem rovným 2, která podle našich předchoźıch úvah
zobraźı kružnici n na kružnici o. Na ńı proto lež́ı např́ıklad obrazy A′

0, A
′
1 bod̊u A0, A1

kružnice n.8 Protože A0 je pata výšky z vrcholu A a A1 je střed strany BC, je zřejmé,
že bod A′

0 je souměrně sdružený s bodem H podle př́ımky AB a že bod A′
1 je souměrně

sdružený s bodem H podle středu strany BC. Tato zjǐstěńı už podle Věty 1 vedou
k výsledku, který pojednává o šesti význačných bodech kružnice opsané.

Důsledek: Na kružnici opsané danému trojúhelńıku lež́ı obrazy jeho ortocentra
ve třech souměrnostech podle střed̊u stran tohoto trojúhelńıku a také obrazy ortocentra
ve třech souměrnostech podle př́ımek, na kterých tyto strany lež́ı.

Po podrobném (a pro výklad v daľśıch kapitolách potřebném) výkladu o kružnici
dev́ıti bod̊u přejdeme k vlastńı Feuerbachově větě. Jej́ı zněńı doplńıme opět dvěma
ilustracemi pro př́ıpady ostroúhlého a tupoúhlého trojúhelńıku ABC s dohodnutým
značeńım pětice zastoupených kružnic.

Věta 2. Kružnice dev́ıti bod̊u daného trojúhelńıku má vnitřńı dotyk s kružnićı jemu
vepsanou (neńı-li trojúhelńık rovnostranný, kdy tyto dvě kružnice splývaj́ı) a rovněž má
vněǰśı dotyky s třemi kružnicemi připsanými stranám tohoto trojúhelńıku.

A B

C

n

A
B

C

n

ieb

ea

ec

eb

ec

ea

i

Jak jsme se zmı́nili již v Úvodu, tvrzeńı z Věty 2 objevil a d̊ukazem opatřil (tehdy
22letý) K. W. Feuerbach ve své knize [Feu] z roku 1822. Formulaci, v jaké tento výsledek
Feuerbach ve svém uceleném výkladu vlastnost́ı rovinného trojúhelńıku prezentoval,

8Euler̊uv bod A2 jsme do naš́ı úvahy nezapojili, nebot’ jeho obraz A′
2 splývá s vrcholem A.
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Kapitola 1: O čem je Feuerbachova věta

okomentujeme v úvodńı části kapitoly 2 věnované rozboru Feuerbachova d̊ukazu; foto-
kopii této p̊uvodńı formulace pak uvedeme v kapitole 15.9

Jelikož výtisky knihy [Feu] byly až do jej́ıho znovuvydáńı v roce 1908 jen stěž́ı do-
stupné, k širš́ımu povědomı́ o tvrzeńı z Věty 2 nepochybně přispěl švýcarský geometr
Jakob Steiner. Ve svém článku z roku 1828 totiž nejen dokázal základńı vlastnosti
kružnice dev́ıti bod̊u, ale doplnil je závěrem o tvrzeńı z Věty 2 bez jeho d̊ukazu.10

K historii Feuerbachovy věty ještě dodejme, že podle [Mac] jej́ı v pořad́ı druhý (rovněž
algebraicko-výpočtový) d̊ukaz podal O. Terquem v roce 1842, zat́ımco prvńı d̊ukaz
prostředky syntetické geometrie publikoval teprve v roce 1850 J. Mention ([Men]).
Náročný Mention̊uv postup v naš́ı práci prezentovat nebudeme. Jeho hlavńı myšlenku
proto nyńı vyjádř́ıme aspoň jednou větou: Pro novou kružnici určenou podmı́nkami,
že má vnitřńı dotyk s kružnićı i, vněǰśı dotyk s kružnićı ec a procháźı přitom středem
strany AB, Mention v př́ıpadě |AC| ̸= |BC| odvodil několik vlastnost́ı, které dohro-
mady už zaručuj́ı totožnost této kružnice s kružnićı n.

Feuerbachova věta nesporně přispěla k daľśımu rozvoji geometrických metod. Nové
směry výzkumu přinesly r̊uzná jej́ı zobecněńı, o kterých se lze doč́ıst např́ıklad v mo-
nografii [Joh]. Tyto výsledky však překračuj́ı vymezený rámec naš́ı práce.

Poznamenejme ještě, že značeńı těch význačných prvk̊u obecného trojúhelńıkuABC,
která jsme v textu kapitoly 1 zavedli, budeme použ́ıvat i v daľśıch kapitolách. Pro lepš́ı
orientaci čtenáře je uvedeme přehledně v Seznamu užitých značeńı, zařazeném ve formě
př́ılohy na straně 117.

9K. W. Feuerbach za svého krátkého života nemohl seznat, že právě t́ımto (jediným) tvrzeńım
se významně zaṕı̌se do historie matematiky 19. stolet́ı.

10Jak Steiner později přiznává v jednom článku z roku 1833, v roce 1828 o existenci Feuerbachovy
práce z roku 1822 ještě nevěděl.
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Kapitola 2

Původńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

V této kapitole se budeme věnovat historicky prvńımu d̊ukazu Feuerbachovy věty,
který byl uveřejněn roku 1822 v knize [Feu]1. V tomto svém pojednáńı Feuerbach vybu-
doval od základ̊u poměrně rozsáhlou teorii rovinného trojúhelńıku a s ńım spojených
významných bod̊u, př́ımek a kružnic. Tento Feuerbach̊uv v́ıce než 60stránkový text
je vnitřně provázán četnými odkazy na dř́ıve uvedené výsledky. Bylo proto poměrně
nesnadné odtud co nejvěrněji

”
vyextrahovat“ d̊ukaz jediného výsledku určeného pro

tuto kapitolu, aby přitom vytvořený text nepřesáhl rozumnou délku. Dosáhli jsme
toho tak, že jsme do našeho výkladu nezařadili Feuerbachovy d̊ukazy těch potřebných
vzorc̊u, které jsou běžně známy ze školńıch učebnic a které proto budeme využ́ıvat bez
d̊ukaz̊u. Seznam těchto vzorc̊u uvedeme ještě před vlastńım výkladem Feuerbachova
postupu. Nejprve však poṕı̌seme jeho obecné rysy a nast́ıńıme strukturu celého po-
stupu, který pro přehlednost rozděĺıme do čtyř etap.

Tvrzeńı o dotyku kružnice dev́ıti bod̊u obecného trojúhelńıku s kružnićı jemu ve-
psanou a s třemi kružnicemi připsanými jeho stranám źıskal Feuerbach d́ıky početńımu
odvozeńı vzorc̊u pro kvadráty vzdálenost́ı mezi několika významnými body dotyčného
trojúhelńıku. I když je tento postup založen na jednoduché myšlence, že každá taková
vzdálenost v trojúhelńıku ABC je některou funkćı f(a, b, c) délek jeho stran a = |BC|,
b = |AC| a c = |AB|, pro některé potřebné vzdálenosti bylo nalezeńı složitých a přitom
pro daľśı postup použitelných předpis̊u f(a, b, c) velmi náročným úkolem. Při jeho řešeńı
jak uvid́ıme projevil Feuerbach obdivuhodnou zdatnost v prováděńı algebraických
úprav, nav́ıc spojenou s tv̊urč́ı předv́ıdavost́ı, jak by konečné předpisy měly vypadat,
aby vedly k potřebným závěr̊um.2

K prvńı větě předchoźıho odstavce je ovšem nutno dodat, že Feuerbach ještě ne-
mohl znát a natož už́ıvat termı́n kružnice dev́ıti bod̊u. Proto v paragrafech 49–57 jeho

1Úplný název této knihy uvedeme a jej́ı význam pro Feuerbachovu profesńı kariéru zmı́ńıme v ka-
pitole 15. Zařad́ıme do ńı rovněž sken Feuerbachovy p̊uvodńı formulace tvrzeńı, které dnes nazýváme
Feuerbachovou větou.

2Skenem jednoho př́ıkladu takových úprav z originálu [Feu] doplńıme 3. etapu našeho výkladu
Feuerbachova d̊ukazu.
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Kapitola 2: P̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

knihy [Feu], ve kterých je odvozován dotyk vepsané a tř́ı připsaných kružnic s pátou
kružnićı (dev́ıti bod̊u), je tato pátá kružnice obecného trojúhelńıku ABC určena jen
jako kružnice opsaná jeho tzv. ortickému trojúhelńıku A0B0C0, jehož vrcholy (paty
výšek trojúhelńıku ABC) jsou podle kapitoly 1 tři z dev́ıti bod̊u, které později daly
páté kružnici n jej́ı název.3 Pro tuto kružnici Feuerbach již v paragrafu 26 výpočtově
odvozuje, že jej́ı poloměr je roven 1

2
R; daľśım výpočtem pak v paragrafu 53 dokazuje,

že střed N této kružnice je středem spojnice OH. Oba tyto výsledky dále využijeme
bez uvedeńı Feuerbachových výpočtových d̊ukaz̊u, nebot’ v kapitole 1 jsme je dokázali
jednoduchým syntetickým postupem.

Popǐsme nyńı hlavńı myšlenky vlastńıho Feuerbachova d̊ukazu konkrétněji, nežli
jsme naznačili úvodńı větou druhého odstavce. Ćılem postupu je odvozeńı vzorc̊u pro
vzdálenosti střed̊u uvažovaných kružnic

|NI| = 1
2
R− r, |NEa| = 1

2
R + ra, |NEb| = 1

2
R + rb, |NEc| = 1

2
R + rc,

které prokazuj́ı jejich vnitřńı, resp. vněǰśı dotyk. Jistě bude stačit, když v našem
výkladu dokážeme jen rovnosti pro |NI| a |NEc|. Protože N je střed OH, úsečky
NI a NEc jsou těžnicemi trojúhelńık̊u OHI, resp. OHEc, takže jejich délky v závěru
d̊ukazu snadno urč́ıme z kvadrát̊u délek stran těchto trojúhelńık̊u. To bude náplńı
4. etapy našeho výkladu, zat́ımco v prvńıch třech etapách se budeme věnovat po řadě
výpočt̊um kvadrát̊u |OI|2, |OH|2 a |HI|2 pro prvńı trojúhelńık OHI. K určeńı zbylých
kvadrát̊u |OEc|2 a |HEc|2 pro druhý trojúhelńık OHEc využijeme elegantńı Feuer-
bach̊uv obrat, který jeho čistě algebraická metoda (založená na výpočtu kvadrát̊u
vzdálenost́ı podle Pythagorovy věty) umožňuje: vzorec pro |OEc|2 urč́ıme obměnou
vzorce pro |OI|2 v závěru 1. etapy, podobně źıskáme |HEc|2 z |HI|2 v závěru 3. etapy.
Tyto Feuerbachem uskutečněné obměny jsou obecně založeny na záměně jedné z délek
stran a, b, c př́ıslušnou opačnou hodnotou −a, −b, −c, jak ted’ upřesńıme.

Poté, co Feuerbach odvod́ı vztah tvaru

|OI|2 = Q(a, b, c, S),

kde Q(a, b, c, S) je racionálńı funkce délek stran a, b, c a obsahu S trojúhelńıku ABC
(daného Heronovým vzorcem), autor bez d̊ukazu konstatuje, že v d̊usledku tohoto
výsledku plat́ı rovněž vztahy

|OEa|2 = Q(−a, b, c, S), |OEb|2 = Q(a,−b, c, S), |OEc|2 = Q(a, b,−c, S).

Správnost takového vztahu pro |OEc|2 vysvětĺıme v závěru 1. etapy našeho daľśıho
výkladu. Už nyńı však upozorněme, že popsané Feuerbachovy obměny jsou předevš́ım
umožněny dobře patrnými vlastnostmi některých vzorc̊u z našeho přehledu v daľśım
odstavci, a to konkrétně:

3Připomeňme, že v této i daľśıch kapitolách využ́ıváme značeńı prvk̊u trojúhelńıku ABC, která
jsme zavedli v kapitole 1 a která jsou rovněž vysvětlena v závěrečné př́ıloze Seznam užitých značeńı.
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Kapitola 2: P̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

� Heron̊uv vzorec pro obsah S je v̊uči změnám jednotlivých znamének a, b, c inva-
riantńı.

� Změnou jednoho ze znamének a, b, c přejde vzorec pro poloměr r po řadě ve vzorce
pro poloměry ra, rb, rc.

Obdobným zp̊usobem Feuerbach źıskává po odvozeńı výrazu typuQ(a, b, c, S) pro |HI|2
výrazy pro |HEa|2, |HEb|2 a |HEc|2.

Jak jsme sĺıbili, uvedeme nyńı bez d̊ukaz̊u přehled několika dobře známých met-
rických vztah̊u pro obecný trojúhelńıkABC, které Feuerbach při svém postupu využ́ıval
(z trojic analogických vzorc̊u uvád́ıme vždy jen jeden):

S =
1

4

√
(a+ b+ c)(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c) (Heron̊uv vzorec)

R =
a

2 sinα
=

abc

4S

r =
2S

a+ b+ c
, ra =

2S

−a+ b+ c

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
(kosinová věta)

|AA1| =
1

2

√
2b2 + 2c2 − a2 (vzorec pro těžnici)

Důkazy uvedených vztah̊u pro obecný trojúhelńık ABC nechyb́ı takřka v žádné
středoškolské učebnici planimetrie. Feuerbach však při svém postupu využil také jeden
neobvyklý vzorec, a to pro poloměr kružnice vepsané ortickému trojúhelńıku A0B0C0,
o kterém jsme se zmı́nili už dř́ıve. Protože jsme tento vzorec nenašli v jiných do-
stupných zdroj́ıch, uvedeme ho i s d̊ukazem už nyńı. Odvozeńı tohoto vzorce bylo
Feuerbachem zahrnuto do 3. etapy postupu, kterou tud́ıž v našem podáńı zkrát́ıme t́ım,
že se odvoláme na následuj́ıćı Lemma, jehož část využijeme i ve 2. etapě. Věř́ıme, že
takové vyčleněńı jednoho d́ılč́ıho poznatku přispěje rovněž k větš́ı přehlednosti celého
daľśıho výkladu. Z rozsahových d̊uvod̊u jsme se nakonec rozhodli, že nejen v Lem-
matu, ale i v následném d̊ukazu Feuerbachovy věty se omeźıme na př́ıpad ostroúhlého
trojúhelńıku ABC.

Lemma.Ortocentrum H každého ostroúhlého trojúhelńıku ABC je středem kružnice
vepsané jeho ortickému trojúhelńıku A0B0C0. Pro poloměr ρ této kružnice plat́ı vzorec

ρ =
(−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)

16abcS
.

Důkaz: Obvyklým zp̊usobem označ́ıme a0, b0, c0 délky stran trojúhelńıku A0B0C0

a S0 jeho obsah. Na obrázku trojúhelńıku ABC s vykreslenými výškami AA0, BB0,
CC0 a jejich pr̊useč́ıkem H jsou rovněž popsány jako α, β, γ vnitřńı úhly u vrchol̊u A,
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B, C. Vysvětĺıme, proč dvojice úhl̊u velikost́ı α, β, γ se vyskytuj́ı i u vrchol̊u A0, B0,
C0, jak je na obrázku vyznačeno.

A
B

C

B0
H

A0

C0

α

α

α

γ

γ γ

β

β

β
ρ

Jistě stač́ı zd̊uvodnit, proč např́ıklad úhly B0AC0 a B0A0C jsou shodné, neboli proč
součet úhl̊u B0AB a BA0B0 je 180◦. Posledńı fakt je však známým d̊usledkem toho,
že čtyřúhelńık ABA0B0 je tětivový (nebot’ podle Thaletovy věty body A0, B0 lež́ı
na kružnici s pr̊uměrem AB). T́ım jsou shodnosti na obrázku shodně popsaných úhl̊u
dokázány. Plyne z nich, že polopř́ımky A0A, B0B, C0C jsou osami vnitřńıch úhl̊u
trojúhelńıku A0B0C0, takže jejich pr̊useč́ık H je skutečně středem kružnice vepsané
tomuto trojúhelńıku, jak jsme měli dokázat.

Všimněme si nyńı, že trojúhelńıky ABC a A0B0C jsou podobné. Proto v d̊usledku
rovnosti |B0C| = |BC| cos γ plat́ı rovněž |A0B0| = |AB| cos γ neboli c0 = c · cos γ.
Analogicky a0 = a · cosα a b0 = b · cos β. Dosad́ıme-li do těchto rovnost́ı za cosα,
cos β, cos γ jejich hodnoty z rovnost́ı daných kosinovou větou pro trojúhelńık ABC,
dostaneme vzorce

a0 =
a(−a2 + b2 + c2)

2bc
, b0 =

b(a2 − b2 + c2)

2ac
, c0 =

c(a2 + b2 − c2)

2ab
.

Odtud pro obvod a0 + b0 + c0 trojúhelńıku A0B0C0 dostáváme

a0 + b0 + c0 =
a2(−a2 + b2 + c2) + b2(a2 − b2 + c2) + c2(a2 + b2 − c2)

2abc
=

=
2(a2b2 + a2c2 + b2c2)− (a4 + b4 + c4)

2abc
.

Čitatel posledńıho zlomku však má rozklad4

(a+ b+ c)(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c),

4Úpravy vedoućı k uvedenému rozkladu zde rozepisovat nebudeme. O správnosti rozkladu se lze
přesvědčit též na poč́ıtači užit́ım programu symbolické algebry.
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Kapitola 2: P̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

jehož hodnota je podle Heronova vzorce rovna 16S2. Źıskáváme tak konečné vyjádřeńı
hledaného obvodu ve tvaru

a0 + b0 + c0 =
8S2

abc
.

K vyjádřeńı obsahu S0 trojúhelńıku A0B0C0 využijeme toho, že kružnice jemu
opsaná je kružnićı dev́ıti bod̊u výchoźıho trojúhelńıku ABC, jej́ıž poloměr je jak v́ıme
roven polovině poloměru R kružnice jemu opsané. Proto podle vzorce z úvodu kapitoly
plat́ı rovnosti

R =
abc

4S
a

R

2
=

a0b0c0
4S0

.

Vylouč́ıme-li z nich hodnotu R, dostaneme vztah

S0 =
2a0b0c0
abc

· S,

odkud po dosazeńı za a0, b0, c0 vycháźı po úpravě konečné vyjádřeńı

S0 =
(−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)

4a2b2c2
· S.

Máme tak vše připraveno k závěrečnému výpočtu poloměru ρ:

ρ =
2S0

a0 + b0 + c0
= 2S0 ·

1

a0 + b0 + c0
=

=
(−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)S

2a2b2c2
· abc
8S2

=

=
(−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)

16abcS
.

To je vzorec, který jsme měli dokázat.

Nyńı už jsme připraveni k výkladu vlastńıho Feuerbachova postupu po etapách,
které jsme nast́ınili výše. Jak jsme uvedli už ve zněńı Lemmatu, omeźıme se na př́ıpad,
kdy zadaný trojúhelńık ABC je ostroúhlý. Jistě stač́ı dokázat jen vzorce |NI| = 1

2
R−r

a |NEc| = 1
2
R+ rc. Př́ıslušné dva dotyky kružnic jsou triviálńı v př́ıpadě |AC| = |BC|

z d̊uvodu souměrnosti podle osy strany AB. Bez újmy na obecnosti proto dále po-
soud́ıme pouze př́ıpad |AC| > |BC|. Pomůže nám následuj́ıćı obrázek, na kterém
kromě obvyklých prvk̊u vyznačeny také body dotyku Q a Q′ kružnic i = (I, r), resp.
ec = (Ec, rc) se stranou AB. Dı́ky předpokladu |AC| > |BC| lež́ı body Q′, C1, Q, C0

právě v tomto pořad́ı na straně AB. Z d̊uvodu velikosti je celý obrázek vykreslen až
na daľśı stránce, na které náš výklad jednotlivých etap d̊ukazu zaháj́ıme.
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A
B

c

C

ab

C0

O

H

I

C1
Q

r

R

B0

A0

N

1
2
R

Ec

rc

ρ

Q′

i

ec

o

n

1. etapa: Výpočet |OI|2 a |OEc|2

Hledanou hodnotu |OI|2 urč́ıme z Pythagorovy věty pro trojúhelńık, jehož pravý
úhel proti přeponě OI je vyznačen na obrázku:

|OI|2 = (|AQ| − |AC1|)2 + (|IQ| − |OC1|)2.

Pro střed C1 strany AB plat́ı |AC1| = 1
2
c a z Lemmatu 14.2 źıskáváme vzorec

|AQ| = 1
2
(−a+ b+ c). Tedy pro prvńı rozd́ıl ze vzorce pro |OI|2 plat́ı

|AQ| − |AC1| = 1
2
(−a+ b+ c)− 1

2
c = 1

2
(−a+ b). (2.1)
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Kapitola 2: P̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

Z druhého rozd́ılu |IQ| − |OC1| má prvńı vzdálenost vyjádřeńı

|IQ| = r =
2S

a+ b+ c
.

Druhou vzdálenost |OC1| urč́ıme z pravoúhlého trojúhelńıku AOC1. Jeho úhel AOC1

je polovinou středového úhlu AOB odpov́ıdaj́ıćıho obvodovému úhlu γ, a proto máme
|<) AOC1| = γ. Plat́ı tedy

|OC1| = |AO| cos γ.
Po dosazeńı vztahu |AO| = R = abc

4S
a užit́ım kosinové věty (cos γ = a2+b2−c2

2ab
) dostáváme

|OC1| =
abc

4S
· a

2 + b2 − c2

2ab
=

c(a2 + b2 − c2)

8S
.

Dohromady tak plat́ı

|IQ| − |OC1| =
2S

a+ b+ c
− c(a2 + b2 − c2)

8S
.

Z Heronova vzorce máme 16S2 = (a + b + c)(−a + b + c)(a − b + c)(a + b − c). Proto
lze źıskanou rovnost upravit do tvaru

|IQ| − |OC1| =
(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)− c(a2 + b2 − c2)

8S
. (2.2)

Dosad́ıme-li nalezené vztahy (2.1) a (2.2) do úvodńıho vzorce pro |OI|2, obdrž́ıme:

|OI|2 = (|AQ| − |AC1|)2 + (|IQ| − |OC1|)2 =

=
(
1
2
(−a+ b)

)2
+

(
(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)− c(a2 + b2 − c2)

8S

)2

=

=
(−a+ b)2 · 16S2 + ((−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)− c(a2 + b2 − c2))2

64S2
.

Po dosazeńı dř́ıve uvedeného vzorce pro 16S2 do čitatele posledńıho zlomku následnými
algebraickými úpravami zjist́ıme, že tento čitatel je roven5

4a2b2c2 − 4abc(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c),

takže vzorec pro |OI|2 źıskává konečný algebraický tvar

|OI|2 = a2b2c2 − abc(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)

16S2
.

Odtud využit́ım vzorc̊u pro poloměry R a r z úvodńıho přehledu dostáváme potřebné
vyjádřeńı

5Nev́ıme, jakým postupem Feuerbach uvedené vyjádřeńı źıskal, my jsme jeho správnost ověřili
užit́ım poč́ıtačové (symbolické) algebry.
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Kapitola 2: P̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

|OI|2 = R2 − 2rR.

Tento výsledek je v geometrii trojúhelńıku nazýván Eulerovou větou. Dohodneme se, že
v celém našem textu budeme odvozenou rovnost pracovně nazývat Eulerovým vzorcem.6

S ohledem na zřejmé nerovnosti |OI|2 ≥ 0 a R > 0 plyne z odvozeného Eulerova
vzorce známá Eulerova nerovnost R− 2r ≥ 0. Rovnost v ńı nastává pouze pro rovno-
stranný trojúhelńık, nebot’ jen v něm plat́ı O = I.

Přejděme nyńı k určeńı druhé potřebné hodnoty |OEc|2 na základě porovnáńı
pravých stran dvou analogických rovnost́ı (druhou z nich lze opět vyč́ıst z obrázku)

|OI|2 = (|AQ| − |AC1|)2 + (|IQ| − |OC1|)2,

|OEc|2 = (|AC1| − |AQ′|)2 + (|EcQ
′|+ |OC1|)2.

Jak jsme dř́ıve sĺıbili, objasńıme nyńı Feuerbach̊uv obrat: z konečného algebraického
vzorce pro |OI|2 dostaneme po záměně c→ −c analogický vzorec pro |OEc|2.

Předně podle Lemmatu 14.2 jsou body dotyku Q a Q′ souměrně sdružené podle
středu C1, takže plat́ı |AC1| − |AQ′| = |AQ| − |AC1|. Proto prvńı sč́ıtanci na pravých
stranách obou rovnost́ı pro |OEc|2 a |OI|2 maj́ı podle (2.1) stejnou hodnotou 1

4
(a−b)2,

která je při záměně c→ −c neměnná. Stejně tak je při ńı neměnná i hodnota S daná
Heronovým vzorcem, tud́ıž hodnota |IQ| = r = 2S/(a + b + c) se změńı na hodnotu
2S/(a + b − c) = rc = |EcQ

′|. Proto z předchoźıho výpočtu rozd́ılu |IQ| − |OC1| při
záměně c→ −c dostáváme

|IQ| − |OC1| =
2S

a+ b+ c
− c(a2 + b2 − c2)

8S
→

→ 2S

a+ b− c
+

c(a2 + b2 − c2)

8S
= |EcQ

′|+ |OC1|.

T́ım už je správnost Feuerbachova obratu zřejmě dokázána. Jeho provedeńım tak
obdrž́ıme:

|OEc|2 =
a2b2c2 − ab(−c)(−a+ b− c)(a− b− c)(a+ b+ c)

16S2
=

=
a2b2c2 + abc(a− b+ c)(−a+ b+ c)(a+ b+ c)

16S2
.

Odtud užit́ım vzorc̊u pro R a rc z úvodńıho přehledu dostáváme

|OEc|2 = R2 + 2rcR.

6Euler tento výsledek publikoval v roce 1765. Stejný vzorec však zveřejnil William Chapple již
v roce 1746. Eulerovu práci z roku 1765 Feuerbach v par. 49 své knihy cituje. K Eulerově vzorci
se ještě vrát́ıme v Poznámce na konci textu této kapitoly.

18



Kapitola 2: P̊uvodńı Feuerbach̊uv d̊ukaz

2. etapa: Výpočet |OH|2

Náš výklad této části Feuerbachova postupu bude krátký, nebot’ většinu autorových
výpočt̊u jsme již uvedli v d̊ukazu Lemmatu z úvodńı části této kapitoly. Zbylé autorovy
výpočty nahrad́ıme užit́ım Eulerova vzorce, který jsme podle Feuerbachova postupu od-
vodili v 1. etapě, takže to nyńı nebudeme opakovat.

Již dř́ıve jsme zmı́nili Feuerbachovo odvozeńı poznatku, že kružnićı opsanou or-
tickému trojúhelńıku A0B0C0 je kružnice (N, 1

2
R), zat́ımco kružnićı jemu vepsanou je

podle Lemmatu kružnice (H, ρ). Proto podle Eulerova vzorce aplikovaného na trojúhel-
ńık A0B0C0 plat́ı pro vzdálenost střed̊u N a H obou kružnic vztah

|NH|2 = 1
4
R2 − ρR.

Pro bod N jakožto střed spojnice OH však plat́ı |OH| = 2|NH|, a tak už dostáváme
potřebné vyjádřeńı

|OH|2 = R2 − 4ρR.

3. etapa: Výpočet |HI|2 a |HEc|2

Nyńı uvažme pravoúhlý trojúhelńık, jehož pravý úhel proti přeponě HI je vy-
značen na úvodńım obrázku před 1. etapou. Podle Pythagorovy věty pro hodnotu
|HI|2 źıskáváme vyjádřeńı:

|HI|2 = (|AC0| − |AQ|)2 + (|HC0| − |IQ|)2.

Vzorec |AQ| = 1
2
(−a + b + c) jsme použili již v 1.etapě, vzdálenost |AC0| urč́ıme

z pravoúhlého trojúhelńıku ACC0 s přihlédnut́ım ke kosinové větě:

|AC0| = |AC| cosα = b · −a
2 + b2 + c2

2bc
=
−a2 + b2 + c2

2c
.

Pro rozd́ıl |AC0| − |AQ| tak plat́ı

|AC0| − |AQ| =
−a2 + b2 + c2

2c
− 1

2
(−a+ b+ c) =

(−a+ b)(a+ b− c)

2c
.

Po umocněńı posledńıho zlomku a jeho převodu na dále potřebný jmenovatel 64c2S2

při užit́ı Heronova vzorce dostaneme

(|AC0| − |AQ|)2 =
(−a+ b)2(a+ b+ c)(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)3

64c2S2
. (2.3)

K určeńı rozd́ılu |HC0| − |IQ| nejprve vyjádř́ıme vzdálenost |HC0| z pravoúhlého
trojúhelńıku AC0H, ve kterém |<) AHC0| = β:

|HC0| = |AC0| cotg β = |AC0|
cos β

sin β
.
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Po dosazeńı |AC0| = |AC| cosα a R = b/(2 sin β) dostáváme

|HC0| =
|AC| cosα

sin β
cos β =

b cosα

sin β
cos β = 2R cosα cos β,

kam ještě dosad́ıme R = abc
4S

, cosα = −a2+b2+c2

2bc
a cos β = a2−b2+c2

2ac
. Źıskáme tak

|HC0| = 2
abc

4S
· −a

2 + b2 + c2

2bc
· a

2 − b2 + c2

2ac
=

(−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)

8cS
.

Také druhou vzdálenost |IQ| = r = 2S/(a+ b+ c) zaṕı̌seme zlomkem se jmenovatelem
8cS, když k tomu opět využijeme Heron̊uv vzorec:

|IQ| = 2S

a+ b+ c
=

c · 16S2

8cS(a+ b+ c)
=

c(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c)

8cS
.

Dohromady tak obdrž́ıme

(|HC0|−|IQ|)2 =
((−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)− c(−a+ b+ c)(a− b+ c)(a+ b− c))2

64c2S2

(2.4)
Sečteńım rovnost́ı (2.3) a (2.4) dostaneme hledaný algebraický vzorec pro |HI|2, který
lze upravit7 na tvar

|HI|2 =

=
(−a+ b+ c)2(a− b+ c)2(a+ b− c)2 − (−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2)

32S2
.

Odtud užit́ım vzorc̊u pro S, R a r z našeho úvodńıho přehledu a vzorce pro ρ z Lemmatu
už dostaneme potřebné vyjádřeńı

|HI|2 = 2r2 − 2ρR.

Druhý potřebný vzorec pro |HEc|2 nyńı źıskáme Feuerbachovým obratem, který
jsme již využili i s vysvětluj́ıćım komentářem v 1. etapě výkladu. Protože takové
vysvětleńı je analogické i pro vztah mezi vzorci |HI|2 a |HEc|2, nebudeme ho zde vy-
pisovat a rovnou Feuerbachovu obměnu zaṕı̌seme: Nahrad́ıme-li v algebraickém vzorci
pro |HI|2 hodnotu c hodnotou −c, źıskáme

|HEc|2 =

=
(−a+ b−c)2(a−b−c)2(a+ b+ c)2 − (−a2 + b2 + c2)(a2−b2 + c2)(a2 + b2−c2)

32S2
=

=
(a−b+ c)2(−a+ b+ c)2(a+ b+ c)2 − (−a2 + b2 + c2)(a2−b2 + c2)(a2 + b2−c2)

32S2
.

7Kontrolu výsledné hodnoty součt̊u mnohočlen̊u z čitatel̊u zlomk̊u v (2.3) a (2.4) jsme provedli
na poč́ıtači.
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Odtud užit́ım vzorc̊u pro R, rc, ρ dostaneme potřebné vyjádřeńı

|HEc|2 = 2r2c − 2ρR.

Tento vztah je ve Feuerbachově knize vytǐstěn s opačným znaménkem +, což bylo zp̊u-
sobeno nejsṕı̌se chybou sazeče, poněvadž neńı moc pravděpodobné, že by Feuerbach
tuhle chybu ve své předloze pro knihu přehlédl.

Jak jsme úvodem kapitoly sĺıbili, přikládáme k 3. etapě sken výpočt̊u hodnoty |HI|2
z p̊uvodńıho Feuerbachova originálu.

4. etapa: Dokončeńı

Protože v́ıme, že bod N je středem úsečky OH, je úsečka NI těžnićı trojúhelńıku
OHI, takže pro jej́ı délku dle vzorce z úvodńıho přehledu plat́ı

|NI| = 1
2

√
2|OI|2 + 2|HI|2 − |OH|2.

Dosad́ıme-li nalezené vztahy pro kvadráty pod odmocninou, jež jsou v textu předchoźıch
etap opatřené rámečky, obdrž́ıme

|NI| = 1
2

√
2(R2 − 2rR) + 2(2r2 − 2ρR)− (R2 − 4ρR) =

= 1
2

√
R2 − 4rR + 4r2 = 1

2

√
(R− 2r)2 = 1

2
|R− 2r| = 1

2
R− r,

kde v posledńım kroku jsme využili Eulerovu nerovnost R ≥ 2r, jej́ıž zd̊uvodněńı jsme
připojili k závěru 1. etapy. Dokázaný vztah |NI| = 1

2
R − r vyjadřuje vnitřńı dotyk

kružnice vepsané (I, r) s kružnićı dev́ıti bod̊u (N, 1
2
R).
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Analogicky lze uvážit trojúhelńık OHEc s těžnićı NEc a vyjádřit jej́ı délku:

|NEc| = 1
2

√
2|OEc|2 + 2|HEc|2 − |OH|2 =

= 1
2

√
2(R2 + 2rcR) + 2(2r2c − 2ρR)− (R2 − 4ρR) = 1

2

√
(R + 2rc)2.

Protože R + 2rc > 0, dostáváme vztah |NEc| = 1
2
R + rc, jenž dokazuje vněǰśı dotyk

kružnic (Ec, rc) a (N, 1
2
R).

Poznámka. Protože jsme se obecnému popisu p̊uvodńıho Feuerbachova postupu
z knihy [Feu] věnovali podrobně na prvńıch třech stranách této kapitoly, jeho strukturu
nyńı zrekapitulujeme jednou větou: V prvńıch třech etapách jsme odvodili potřebné
vzorce, které jsme zvýraznili rámečky; jejich užit́ım jsme pak ve čtvrté etapě snadno
dokončili celý d̊ukaz.

Ze zmı́něných vzorc̊u v rámečćıch je bezesporu nejprosluleǰśı Euler̊uv vzorec

|OI|2 = R2 − 2rR,

který má v geometrii rovinného trojúhelńıku řadu aplikaćı i mimo problematiku Feuer-
bachovy věty. Jak jsme v 1. etapě našeho výkladu uvedli, Eulerovo odlǐsné (rovněž ryze
algebraické) odvozeńı tohoto vzorce z roku 1765 bylo Feuerbachovi známo. Domńıváme
se však, že ostatńı vzorce v rámečćıch, které jsme v našem výkladu uvedli, byly obje-
veny a poprvé dokázány až samotným Feuerbachem.

K Eulerově vzorci dodejme ještě následuj́ıćı. Feuerbach v par. 49 své knihy cituje
rovněž jednu pozděǰśı práci z roku 1797, v ńıž jej́ı autor Nicolaus Fuss8 podává nový
d̊ukaz Eulerova vzorce. Fuss̊uv postup přitom Feuerbach hodnot́ı jako

”
rein geomet-

risch and sehr einfach“. Přestože se nám kopii Fussovy práce nepodařilo na internetu
dohledat, jsme přesvědčeni, že Fuss postupoval tak, jak je tomu dnes při geometrickém
d̊ukazu Eulerova vzorce obvyklé (viz [Š-V, str. 131–133]). V našem textu proto dáme
přednost méně známému kratš́ımu postupu z práce [Dob], který je založen na užit́ı
sinové věty. Dobbs̊uv postup vylož́ıme v kapitole 14 již při d̊ukazu užitečného Lem-
matu 14.5, které uplatńıme v kapitolách 3, 5, 7, 10. Samotný Euler̊uv vzorec pro |OI|2
pak uvedeme v následném Lemmatu 14.6 spolu s jedńım ze tř́ı obdobných vzorc̊u pro
|OEa|2, |OEb|2 a |OEc|2. Vyjádřeńı posledńıch tř́ı hodnot se někdy (jako ve [Wik])
nazývá Eulerovou větou pro připsané kružnice, ačkoliv o patrně prvńı odvozeńı se za-
sloužil až Feuerbach postupem, který jsme popsali v 1. etapě našeho výkladu.

Poznámku k Eulerově vzorci ukončeme nastoleńım otázky, zda je možné geometric-
kou cestou dokázat rovněž

”
př́ıbuzný“ a Feuerbachem objevený vzorec

|HI|2 = 2r2 − 2ρR

8Švýcarský matematik a astronom (1755–1826), který je z dějin matematiky znám předevš́ım t́ım,
že v Petrohradě po dobu 10 let zapisoval diktáty matematických výklad̊u osleplého Leonharda Eulera.
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z 3. etapy našeho výkladu. Odpověd’ na tuto otázku neznáme. Našli jsme totiž je-
dinou práci [Don] z roku 1968, která se t́ımto vzorcem zabývá. Jej́ı autor E. Do-
nath však zmı́něný vzorec dokazuje náročnými výpočty s goniometrickými funkcemi,
ve kterých nespatřujeme velkou výhodu oproti p̊uvodńım Feuerbachovým algebraickým
výpočt̊um. Rozhodli jsme se proto, že Donath̊uv d̊ukaz do naš́ı práce nezařad́ıme.
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Kapitola 3

Důkazy užit́ım pravoúhlých
pr̊umět̊u

S daľśımi d̊ukazy Feuerbachovy věty postavenými na vztaźıch mezi vzdálenostmi střed̊u
uvažovaných kružnic a jejich poloměry přǐsli W. Harvey v roce 1887 ([Har]) a také
K. J. Sanjana v roce 1924 ([San]). Podobně jako Feuerbach využili Pythagorovu větu
pro pravoúhlé trojúhelńıky, jejichž odvěsny maj́ı délky rovné kolmým pr̊umět̊um uvažo-
vaných úseček. Byli v tom však d̊usledněǰśı, nebot’ se v závěrečných fáźıch svých d̊ukaz̊u
vyhnuli Feuerbachovu užit́ı vzorce pro délku těžnice obecného trojúhelńıku. Důležitěǰśı
je však fakt, že Feuerbach̊uv ryze algebraický př́ıstup, který zahrnuje poměrně složité
výpočty s polynomy, oba autoři zaměnili geometričtěǰśım pojet́ım, při kterém podstatně
využili podobnostńı vztahy mezi vhodnými dvojicemi trojúhelńık̊u a také některá Lem-
mata z kapitoly 14. Přestože jsou postupy Sanjany a Harveye z hlediska celkové strategie
velmi bĺızké, lǐśı se v d́ılč́ıch geometrických úvahách, které jsou k dosažeńı téhož ćıle
potřebné. Proto výklady obou postup̊u zařazujeme za sebou do jedné kapitoly, aby o to
lépe vynikly jejich odlǐsnosti. Jejich porovnáńı provedeme v závěrečné Poznámce.

Sanjan̊uv d̊ukaz

Stejně jako při výkladu p̊uvodńıho Feuerbachova d̊ukazu budeme dokazovat dotyk
kružnice dev́ıti bod̊u daného trojúhelńıku ABC, nejprve s kružnićı vepsanou a pak
s kružnićı připsanou straně AB, a to bez újmy na obecnosti v př́ıpadě, kdy plat́ı
|AC| > |BC|. Tak tomu je i na doprovodném obrázku, ve kterém jsme dohodnutým
zp̊usobem popsali ty významné body trojúhelńıku ABC, které budeme při výkladu
potřebovat. Jsou to střed C1 strany AB, pata C0 výšky z vrcholu C, ortocentrum H,
střed O kružnice opsané (O,R), střed I kružnice vepsané (I, r), střed Ec kružnice
(Ec, rc) připsané straně AB a střed N kružnice dev́ıti bod̊u (N, 1

2
R), který je, jak v́ıme

z kapitoly 1, středem spojnice OH. Kromě zmı́něných bod̊u na obrázku vid́ıme celou
kružnici (O,R) a také jej́ı pr̊uměr DE ⊥ AB. Kružnice (I, r) a (Ec, rc) maj́ı vykresleny
pouze své poloměry IQ a EcQ

′ s body Q, Q′ na straně AB. Na ńı je rovněž vyznačen
kolmý pr̊umět J středu N . Body C, I, D, Ec lež́ı d́ıky předpokladu |AC| > |BC|
v uvedeném pořad́ı na ose úhlu ACB. T́ım je určeno i pořad́ı jejich kolmých pr̊umět̊u
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C0, Q, C1, Q
′ na př́ımku AB.

Daľśı potřebné kolmé pr̊uměty bod̊u O, I, N , Ec na př́ımku v = CC0 jsou označeny
po řadě V , S, Z, S ′. Kolmé pr̊uměty bod̊u C, I, Ec na př́ımku DE jsou označeny
po řadě K, T , T ′. Posledńım dosud nezmı́něným bodem z obrázku je druhý pr̊useč́ık X
př́ımky v s kružnićı opsanou. Podle Lemmatu 14.1(i) jsou body H a X souměrně
sdružené podle středu C0.

C

v

BA

D

E

O

H

I

Ec

K

T

C1

S

C0Q
X

T ′ S ′

N

Q′

J

V

rc

r
Z

R

Vlastńı d̊ukaz zaháj́ıme konstatováńım, že pořad́ı bod̊u

C, V, S, Z,H,C0, X, S ′

na př́ımce v může být odlǐsné od toho z našeho obrázku.1 Proto nejprve přehledně
uvedeme a zd̊uvodńıme všechny potřebné, v obecném př́ıpadě platné vlastnosti uvedené

1Je to patrné např́ıklad z obrázku, kterým budeme ilustrovat Harveẙuv d̊ukaz z druhé části této
kapitoly.
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skupiny kolineárńıch bod̊u. Prvńı část z nich zaṕı̌seme užit́ım běžného symbolu pro
střed dané dvojice bod̊u:

C0 =
1
2
(H +X), Z = 1

2
(V +H), V = 1

2
(C +X).

Prvńı rovnost plat́ı d́ıky souměrnosti dvojice bod̊u H, X zmı́něné výše. Druhá rovnost
plyne z toho, že trojice (V, Z,H) je kolmým pr̊umětem trojice (O,N,H), ve které je
N = 1

2
(O +H). Konečně třet́ı rovnost je d̊usledkem rovnosti |OC| = |OX|.

Druhá část obecných vlastnost́ı se bude týkat trojice bod̊u S, Z, S ′ na př́ımce v
a také trojiceO,K, E na pr̊uměruDE opsané kružnice. Tato zjǐstěńı budeme potřebovat
i v následném Harveyově d̊ukazu. Odvod́ıme je nyńı podle obrázk̊u z obou d̊ukaz̊u
a na výsledné vztahy se pak v druhém d̊ukazu jen odvoláme. K odvozeńı rozlǐśıme dva
př́ıpady.

� Lež́ı-li bodN v polorovině ABI (jako na obrázku k tomuto d̊ukazu), plat́ı rovnosti

|SZ| = |r − |NJ ||, |S ′Z| = rc + |NJ |, |EK|+ |OK| = |EO| = R.

Prvńı dva vztahy jsou zřejmé. Třet́ı vztah plyne z toho, že úhel OCC0 je tehdy
(jak obrázek napov́ıdá) ostrý nebo pravý.2 Obdobně v druhém př́ıpadě využijeme
toho, že úhel OCC0 je naopak tupý nebo pravý.

� Lež́ı-li bod N naopak v polorovině ABEc (jako na obrázku k Harveyově d̊ukazu),
plat́ı pozměněné rovnosti

|SZ| = r + |NJ |, |S ′Z| = |rc − |NJ ||, |EK| − |OK| = |EO| = R.

Výsledky obou př́ıpad̊u můžeme shrnout do jedné trojice obecně platných vztah̊u
(ve kterých je vždy třeba vźıt současně bud’ horńı, nebo dolńı ze znak̊u ± a ∓):

|SZ|2 = (r ± |NJ |)2, |S ′Z|2 = (rc ∓ |NJ |)2, R = |EK| ∓ |OK|.

Přejdeme k jiným úvahám. Z konstrukce plyne, že IT ∥ CK a |<) DCE| = 90◦. Úhly
DIT a CEK (na obr. vyznačené r̊užově) jsou tedy shodné. Pravoúhlé trojúhelńıky IDT
a ECK jsou proto podobné, a tud́ıž pro délky jejich stran plat́ı

|TI|
|ID|

=
|EK|
|EC|

.

Podobně d́ıky shodným (zeleně vyznačeným) úhl̊um v trojúhelńıćıch ISC a ECD plat́ı

|IS|
|CI|

=
|EC|
|DE|

.

2Plat́ı totiž, že úhel OCC0 je vždy shodný s úhlem C1NL z Harveyova d̊ukazu. Zd̊uvodńıme to tam
v odstavci za vztahem (3.6).
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Vynásob́ıme-li nalezené rovnosti, dostaneme

|TI| · |IS|
|ID| · |CI|

=
|EK| · |EC|
|EC| · |DE|

=
|EK|
|DE|

.

Podle Lemmatu 14.5 plat́ı |CI| · |ID| = 2Rr. Zřejmě také |DE| = 2R, |TI| = |C1Q|
a |IS| = |QC0|. Dosazeńım všech těchto rovnost́ı do předchoźıho vztahu źıskáme rov-
nost

|C1Q| · |QC0|
2Rr

=
|EK|
2R

, odkud |C1Q| · |QC0| = r|EK|. (3.1)

Nyńı už zaṕı̌seme sĺıbenou Pythagorovu větu k potřebnému určeńı délky úsečky NI
(kterou jsme kv̊uli přehlednosti do obrázku nezakreslili), a to pomoćı pr̊umět̊u J , Z
bodu N a pr̊umět̊u Q, S bodu I:

|NI|2 = |JQ|2 + |SZ|2 = |JQ|2 + (r ± |NJ |)2.

Zabývejme se proto určeńım délek z pravé strany vypsané rovnosti. Odvod́ıme pro ně
vzorce, které ńıže označ́ıme (3.2) a (3.3).

Jelikož bod N je střed úsečky OH, z kolmého promı́táńı na př́ımku AB plyne, že
bod J je střed úsečky C1C0, a proto z mocnosti bodu Q ke kružnici (J, 1

2
|C1C0|) plyne

rovnost
|C1Q| · |QC0| = 1

4
|C1C0|2 − |JQ|2.

Odtud dostáváme

|JQ|2 = 1
4
|C1C0|2 − |C1Q| · |QC0|

(3.1)
= 1

4
|C1C0|2 − r|EK|.

S ohledem na |C1C0| = |OV | lze rovnost upravit na výsledný tvar

|JQ|2 = 1
4
|C1C0|2 − r|EK| = 1

4
|OV |2 − r|EK|. (3.2)

K určeńı hodnoty |NJ | rovné |ZC0| využijeme výše uvedené rovnosti pro trojice
bod̊u př́ımky v. Z C0 =

1
2
(H +X) a Z = 1

2
(V +H) plyne C0 − Z = 1

2
(X − V ), odkud

|ZC0| = 1
2
|V X|. Dı́ky V = 1

2
(C + X) ovšem plat́ı |V X| = |CV |, takže dohromady

vycháźı
|NJ | = |ZC0| = 1

2
|V X| = 1

2
|CV |. (3.3)

Vrát́ıme-li se nyńı k hledané vzdálenosti bod̊u N a I, můžeme užit́ım vztah̊u (3.2)
a (3.3) sestavit sérii rovnost́ı

|NI|2 = |JQ|2 + (r ± |NJ |)2 (3.2)
= 1

4
|OV |2 − r|EK|+ (r ± |NJ |)2 (3.3)

=

(3.3)
= 1

4
|OV |2 − r|EK|+

(
r ± 1

2
|CV |

)2
= 1

4
|OV |2 − r|EK|+ r2 ± r|CV |+ 1

4
|CV |2 =

= 1
4
(|OV |2 + |CV |2)− r(|EK| ∓ |CV |) + r2.

Zjednodušme ještě obě závorky v nalezeném vztahu užit́ım dvou pozorováńı:
▷ V pravoúhlém trojúhelńıku OV C plat́ı |OV |2 + |CV |2 = |OC|2 = R2.
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▷ Dı́ky |CV | = |OK| je |EK| ∓ |CV | = |EK| ∓ |OK| = R, jak jsme odvodili výše.
Celkově tedy źıskáváme pro hodnotu |NI|2 vyjádřeńı:

|NI|2 = 1
4
(|OV |2 + |CV |2)− r(|EK| ∓ |CV |) + r2 = 1

4
R2 − rR + r2 =

(
1
2
R− r

)2
,

což můžeme d́ıky Eulerově nerovnosti (Lemma 14.6) odmocnit na tvar |NI| = 1
2
R− r,

jenž dokazuje vnitřńı dotyk kružnic (N, 1
2
R) a (I, r).

Jako většina jiných autor̊u, ani J. K. Sanjana ve svém př́ıspěvku neuvád́ı d̊ukaz
tvrzeńı Feuerbachovy věty pro kružnice připsané. My jej však doplńıme, jak jsme
sĺıbili, pro kružnici (Ec, rc) připsanou straně AB dř́ıve uvažovaného trojúhelńıku ABC.
Využijeme k tomu náš obrázek k Sanjanovu postupu, na němž je také r̊užově vyznačen
úhel T ′EcD shodný s úhlem DIT . Proto jsou podobné jak trojúhelńıky EcDT ′ a ECK,
tak trojúhelńıky EcS

′C a ECD. Odtud plynou rovnosti

|EcT
′|

|DEc|
=
|EK|
|CE|

a
|S ′Ec|
|EcC|

=
|CE|
|ED|

.

Jejich vynásobeńım dostáváme

|EcT
′| · |S ′Ec|

|DEc| · |EcC|
=
|EK| · |CE|
|CE| · |ED|

=
|EK|
|ED|

.

Podle Lemmatu 14.5 plat́ı |DEc| · |EcC| = 2Rrc. Vı́me také, že |ED| = 2R. Dosazeńım
do předchoźıho vztahu źıskáme rovnost

|EcT
′| · |S ′Ec|
2Rrc

=
|EK|
2R

, odtud |EcT
′| · |S ′Ec| = rc|EK|. (3.4)

Uplatněme nyńı Pythagorovu větu k určeńı délky úsečky EcN (která na obrázku
zakreslena neńı), a to pomoćı pr̊umět̊u Q′, S ′ bodu Ec a pr̊umět̊u J , Z bodu N :

|EcN |2 = |Q′J |2 + |S ′Z|2 = |Q′J |2 + (rc ∓ |NJ |)2.

Pro určeńı pravé strany odvod́ıme ke vztahu (3.3) pro |NJ | ještě vzorec (3.5) pro |Q′J |.

Jelikož bod J je střed úsečky C1C0, z mocnosti bodu Q′ ke kružnici (J, 1
2
|C1C0|)

plyne

|Q′C1| · |Q′C0| = |Q′J |2 − 1
4
|C1C0|2 neboli |Q′J |2 = 1

4
|C1C0|2 + |Q′C1| · |Q′C0|.

Odtud užit́ım zřejmých rovnost́ı |Q′C1| = |EcT
′|, |Q′C0| = |S ′Ec| a vztahu (3.4)

obdrž́ıme

|Q′J |2 = 1
4
|C1C0|2 + |Q′C1| · |Q′C0| = 1

4
|C1C0|2 + |EcT

′| · |S ′Ec|
(3.4)
= 1

4
|C1C0|2 + rc|EK|.
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Protože |C1C0| = |OV |, posledńı rovnost přeṕı̌seme jako sĺıbený vzorec

|Q′J |2 = 1
4
|OV |2 + rc|EK|. (3.5)

Po návratu k vyjádřeńı hodnoty |EcN |2 sestav́ıme užit́ım vztah̊u (3.3) a (3.5) sérii
rovnost́ı

|EcN |2 = |Q′J |2 + (rc ∓ |NJ |)2 (3.5)
= 1

4
|OV |2 + rc|EK|+ (rc ∓ |NJ |)2 (3.3)

=

(3.3)
= 1

4
|OV |2 + rc|EK|+

(
rc ∓ 1

2
|CV |

)2
= 1

4
|OV |2 + rc|EK|+ r2c ∓ rc|CV |+ 1

4
|CV |2 =

= 1
4
(|OV |2 + |CV |2) + rc(|EK| ∓ |CV |) + r2c .

Obě závorky v nalezeném vztahu ještě zjednoduš́ıme stejně jako v prvńı části d̊ukazu:

|EcN |2 = 1
4
(|OV |2 + |CV |2) + rc(|EK| ∓ |OK|) + r2c =

1
4
R2 + rcR + r2c =

(
1
2
R + rc

)2
,

což po odmocněńı dává konečný vztah |EcN | = 1
2
R + rc, jenž dokazuje vněǰśı dotyk

kružnic (N, 1
2
R) a (Ec, rc), jak jsme chtěli ukázat.

Harveẙuv d̊ukaz

Stejně jako při výkladu Sanjanova postupu budeme předpokládat, že v daném
trojúhelńıku ABC plat́ı |AC| > |BC|, a dokážeme dotyk jeho kružnice dev́ıti bod̊u
(N, 1

2
R) s kružnićı vepsanou (I, r) a s kružnićı připsanou (Ec, rc). Výklad doprovod́ıme

obrázkem, ve kterém je většina prvk̊u vykreslena a dohodnutým zp̊usobem označena
jako na obrázku k Sanjanovu d̊ukazu. Jejich výčet nyńı proto opakovat nebudeme,
i když jsme záměrně zvolili jiný tvar výchoźıho trojúhelńıku ABC. Nově vykresĺıme
jen část kružnice dev́ıti bod̊u a ten jej́ı poloměr NL, který je souhlasně rovnoběžný
s poloměrem IQ kružnice vepsané.
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A
B

C

I

Ec

C1

N

L

Q′
Q

rc

r
J

C0

O

R

T ′ S ′

T S

D

Z

1
2
R

Nejdř́ıve uvedeme potřebnou vlastnost kolmých pr̊umět̊u S, Z a S ′. Vzorce pro
|SZ|2 a |S ′Z|2 převezmeme ze Sanjanova d̊ukazu, kde jsme je odvodili spolu se vztahem
R = |EK|∓|OK|. Ten nyńı zaměńıme analogickým vztahem pro délky úseček LJ aNJ :

|SZ|2 = (r ± |NJ |)2, |S ′Z|2 = (rc ∓ |NJ |)2, 1
2
R = |LJ | ∓ |NJ |. (3.6)

(Zopakujme, že ve všech třech rovnostech je vždy třeba vźıt současně bud’ horńı, nebo
dolńı ze znak̊u ± a ∓.)

Přejděme nyńı k úhl̊um barevně vyznačeným na obrázku. Shodnost dvojic úhl̊u
u vrcholu C je d̊usledkem Lemmatu 14.1(iii), podle kterého úhly ACB a OCC0 maj́ı
společnou osu. Zeleně vyznačené úhly u vrcholu C jsou dále shodné s těmi u vrcholu D
a nav́ıc úhel C1NL je jejich dvojnásobkem: Úhly OCC0 a C1NL jsou totiž shodné,
nebot’ maj́ı souhlasně rovnoběžná jak prvńı ramena (Lemma 14.1(ii)), tak druhá ra-
mena (ze zp̊usobu určeńı poloměru NL). Posouzený úhel C1NL je ovšem středový úhel
v kružnici dev́ıti bod̊u, který př́ısluš́ı oblouku C1L shodnému s obloukem C0L. Podle
věty o obvodovém a středovém úhlu tak jsou rovněž zeleně vyznačené úhly u vrchol̊u
C1, C0 shodné s těmi u vrchol̊u C a D.
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Podle provedené analýzy vyznačených úhl̊u vid́ıme, že pravoúhlé trojúhelńıky DIT ,
C1LJ a CIS jsou navzájem podobné. Dı́ky tomu plat́ı rovnosti (pořad́ı krajńıch bod̊u
úseček zvoĺıme vhodně pro daľśı úvahy)

|IT |
|DI|

=
|LJ |
|LC1|

=
|IS|
|IC|

. (3.7)

Zapǐsme, že součin prvńıho zlomku se třet́ım se rovná kvadrátu druhého zlomku:

|IT | · |IS|
|DI| · |IC|

=
|LJ |2

|LC1|2
. (3.8)

Dosad’me sem zřejmé rovnosti |IS| = |QC0| a |IT | = |C1Q|, rovnost |DI| · |IC| = 2Rr
z Lemmatu 14.5 a konečně rovnost |LC1|2 = R · |LJ | z Eukleidovy věty o odvěsně LC1

pravoúhlého trojúhelńıku vepsaného do kružnice dev́ıti bod̊u (jež má pr̊uměr délky R).
Po těchto dosazeńıch dostaneme

|QC0| · |C1Q|
2Rr

=
|LJ |2

R · |LJ |
, odkud |C1Q| · |QC0| = 2r|LJ |. (3.9)

Na druhou stranu, podle mocnosti bodu Q ke kružnici nad pr̊uměrem C0C1, která má
střed v bodě J , plat́ı

|C1Q| · |QC0| = |JC1|2 − |JQ|2.
Porovnáńım s (3.9) tak źıskáme

|JC1|2 − |JQ|2 = 2r|LJ | neboli |JQ|2 = |JC1|2 − 2r|LJ |.

Kromě posledńı rovnosti a vztah̊u (3.6) budeme k dokončeńı celého d̊ukazu už jen
potřebovat Pythagorovu větu pro trojúhelńık NC1J , podle které plat́ı

|JC1|2 + |NJ |2 = |NC1|2 = 1
4
R2. (3.10)

Nyńı už jsme připraveni k užit́ı Pythagorovy věty pro výpočet vzdálenosti |NI| pomoćı
pr̊umět̊u J , Z bodu N a pr̊umět̊u Q, S bodu I:

|NI|2 = |JQ|2 + |SZ|2 = (|JC1|2 − 2r|LJ |) + (r ± |NJ |)2 =
= (|JC1|2 + |NJ |2)− 2r(|LJ | ∓ |NJ |) + r2 =

= 1
4
R2 − rR + r2 =

(
1
2
R− r

)2
, a proto |NI| = 1

2
R− r.

(Opět jsme uplatnili Eulerovu nerovnost.) T́ım je náš výklad Harveyova d̊ukazu ukončen.
Obohatili jsme ho o unifikovaný zápis vzorc̊u (3.6) pro dva možné typy trojúhelńık̊u
ABC, ze kterých Harvey (stejně jako Sanjana) uvažoval pouze jeden (typ, u kterého
bod N lež́ı v polorovině ABC).

Název Harveyova př́ıspěvku Geometrical Proof of the Tangency of the Inscribed and
Nine-Point Circles dosvědčuje, že autor se v textu v̊ubec nezmiňuje o Feuerbachově
větě pro kružnice připsané. Jak bylo již z našeho výkladu a obrázku k Harveyovu po-
stupu patrné, pojali jsme ho tak, aby mohl být využit i pro náš vlastńı d̊ukaz dotyku
kružnice (N, 1

2
R) s kružnićı (Ec, rc), ke kterému nyńı přistouṕıme.
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Dı́ky shodnosti zeleně vyznačených úhl̊u na našem posledńım obrázku můžeme ten-
tokrát uvážit trojici navzájem podobných trojúhelńık̊u DEcT

′, C1LJ , CEcS
′ a zapsat

obměnu rovnost́ı (3.7), které budou mı́t tvar

|EcT
′|

|DEc|
=
|LJ |
|LC1|

=
|EcS

′|
|EcC|

.

Důsledek (3.8) pak źıská tvar

|EcT
′| · |EcS

′|
|DEc| · |EcC|

=
|LJ |2

|LC1|2
.

Dosad’me sem |EcT
′| = |Q′C1|, |EcS

′| = |Q′C0| a také rovnost |DEc| · |EcC| = 2Rrc
(z Lemmatu 14.5) spolu s rovnost́ı |LC1|2 = R·|LJ | (z p̊uvodńıho postupu). Dostaneme

|Q′C1| · |Q′C0|
2Rrc

=
|LJ |2

R · |LJ |
, odkud |Q′C1| · |Q′C0| = 2rc|LJ |. (3.11)

Užit́ım mocnosti bodu Q′ ke kružnici se středem J a pr̊uměrem C0C1 obdrž́ıme

|Q′C1| · |Q′C0| = |JQ′|2 − |JC1|2.

Porovnáńım s (3.11) tak přicháźıme k rovnosti

|JQ′|2 − |JC1|2 = 2rc|LJ | neboli |JQ′|2 = |JC1|2 + 2rc|LJ |.

Nyńı můžeme již přej́ıt k Pythagorově větě pro výpočet vzdálenosti |EcN | pomoćı
pr̊umět̊u J , Z bodu N a pr̊umět̊u Q′, S ′ bodu Ec. Kromě posledńı rovnosti využijeme
vztahy (3.6) a rovnost (3.10):

|EcN |2 = |JQ′|2 + |S ′Z|2 = (|JC1|2 + 2rc|LJ |) + (rc ∓ |NJ |)2 =
= (|JC1|2 + |NJ |2) + 2rc(|LJ | ∓ |NJ |) + r2c =

= 1
4
R2 + rcR + r2c =

(
1
2
R + rc

)2
, a proto |EcN | = 1

2
R + rc.

T́ım je celý náš d̊ukaz pro kružnici připsanou hotov.

Poznámka. Jak jsme úvodem této kapitoly sĺıbili, jej́ı závěr věnujeme srovnáńı
postup̊u K. J. Sanjany a W. Harveye z hlediska užitých geometrických poznatk̊u. Po-
chopitelně se přitom omeźıme na prvńı části obou výklad̊u, věnované vepsané kružnici.
Ty sice využ́ıvaj́ı odlǐsných pomocných trojúhelńık̊u CKE (Sanjana) a C1JL (Harvey),
avšak sd́ılej́ı nejen týž ćıl, ale i hlavńı směřováńı: Užit́ım vztahu |DI|·|IC| = 2Rr z Lem-
matu 14.5 odvodit vzorec pro součin |C1Q| · |QC0|, a to ve tvaru |C1Q| · |QC0| = r|EK|
(vzorec (3.1) u Sanjany), respektive |C1Q| · |QC0| = 2r|LJ | (vzorec (3.9) u Harveye).

Připomenutý kĺıčový vzorec (3.1), resp. (3.9) pak každému z obou autor̊u umožnil
využ́ıt mocnost bodu Q ke kružnici nad pr̊uměrem C1C0, jej́ıž střed J je (pro uplatněńı
d̊ukazové metody potřebným) kolmým pr̊umětem středu N kružnice dev́ıti bod̊u. Jak
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dosvědčuje konstrukce pomocných bod̊u E a K zastoupených ve vzorci (3.1), Sanjana
při odvozeńı svého vzorce (3.1) s kružnićı dev́ıti bod̊u v̊ubec nepracuje. Proto je poté
nucen ještě uvážit daľśı pomocný bod X a využ́ıt jeho sdruženost s ortocentrem H
v osové souměrnosti podle př́ımky AB, aby źıskal pro hodnotu |NJ | dále potřebný
vztah (3.3). Oproti tomu dokončeńı Harveyova d̊ukazu ze vzorce (3.9) je už vcelku
triviálńı.
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Kapitola 4

Peacock̊uv výpočet vzdálenost́ı
střed̊u

I tato (v pořad́ı již třet́ı) kapitola bude věnována d̊ukazu Feuerbachovy věty cestou
odvozeńı vzorc̊u

|NI| = 1
2
R− r, |NEa| = 1

2
R + ra, |NEb| = 1

2
R + rb, |NEc| = 1

2
R + rc

pro vzdálenosti středu N kružnice n dev́ıti bod̊u trojúhelńıku ABC od jednotlivých
střed̊u I, Ea, Eb, Ec kružnice i jemu vepsané a kružnic ea, eb, ec připsaných jeho
stranám.1 Elementárńı geometrický d̊ukaz, který nyńı vylož́ıme, publikoval roku 1927
J. Peacock v časopise The Mathematical Gazette. Jeho př́ıspěvek [Pea] bezesporu patř́ı
k nejelegantněǰśım z těch d̊ukaz̊u Feuerbachova tvrzeńı, které využ́ıvaj́ı minimum vý-
choźıch teoretických poznatk̊u. Zrekapitulujeme je všechny pro zaj́ımavost až po výkladu
d̊ukazu v závěrečné Poznámce. Předcházet j́ı bude ještě Dodatek, který věnujeme otázce
univerzálnosti právě vyložené Peacockovy metody.

Úvodem vlastńıho výkladu konstatujme, že nám jistě postač́ı odvodit jen vzorce pro
vzdálenosti |NI| a |NEc|, a to pouze v netriviálńım př́ıpadě, kdy v trojúhelńıku ABC
plat́ı |AC| ≠ |BC|. Tehdy je střed C1 strany AB r̊uzný od pr̊useč́ıku D opsané kružnice
o = (O,R) s osou vnitřńıho úhlu BCA. Na této ose pak lež́ı úsečka IEc a bod D je
nav́ıc jej́ım středem, nebot’ podle známé části Lemmatu 14.4 jsou shodné dokonce
čtyři úsečky DI, DEc, DA a DB. Posledńı dvě z nich jsou odvěsnami dvou shodných
pravoúhlých trojúhelńık̊u DAD′ a DBD′, kde DD′ je pr̊uměr kružnice o kolmý k jej́ı
tětivě AB.

1Posledńı d̊ukaz tohoto druhu, který uvedeme až v kapitole 13, bude založen na užit́ı vektorové
algebry.
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O
C

o

BA

D′

D

C1

Ec

I

R

d

Při označeńı d = |C1D| pak podle Eukleidovy věty o odvěsně plat́ı rovnosti |DA|2 =
= |DB|2 = 2Rd, a proto rovněž plat́ı

|DI|2 = |DEc|2 = 2Rd. (4.1)

Vztahy (4.1), které Peacock ve svém př́ıspěvku uvedl jako zřejmé, jsme odvodili předem,
abychom nenarušili hlavńı směřováńı výkladu. Zaháj́ıme ho popisem potřebné kon-
strukce, která je provedena na daľśım obrázku.

A B

C

C1

I

Ec T ′

D

O

T

N

rc

d

R

r

M

1
2
R

L

X

o

Z prvńıho obrázku jsme zachovali úsečku C1D označené délky d, kružnici o s po-
loměrem OC délky R a osu CD, na ńıž lež́ı středy kružnic i = (I, r) a ec = (Ec, rc).
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Nově jsme vyznačili jejich poloměry r, rc ve směru kolmém k AB a kolmé pr̊uměty
střed̊u I, Ec na př́ımku OD jsme označili po řadě T , T ′. Z kružnice n jsme vykres-
lili jen jej́ı poloměr NC1, který má délku 1

2
R a je podle Lemmatu 14.1(ii) nesou-

hlasně rovnoběžný s poloměrem OC kružnice o. Zbývá popsat trojici pomocných, avšak
rozhoduj́ıćıch bod̊u (X,L,M): X je pr̊useč́ık př́ımek CD a NC1 (r̊uznoběžných d́ıky
|AC| ≠ |BC|), zat́ımco L a M jsou pr̊useč́ıky kolmice z bodu N k př́ımce CD po řadě
s př́ımkami CD a OD.

Nyńı zd̊uvodńıme shodnosti touž barvou na obrázku vyznačených úhl̊u. Z |OC| =
= |OD| = R a OC ∥ C1X plyne, že oba trojúhelńıky OCD a C1XD jsou rovnora-
menné. Plat́ı tak shodnost všech zeleně vyznačených úhl̊u (s vrcholy C, X, D). Dı́ky
tomu ze čtveřice pravoúhlých trojúhelńık̊u MDL, NXL, IDT , a EcDT ′ plyne, že
rovněž všechny červeně vyznačené úhly (u vrchol̊u M , N , I a Ec) jsou shodné.

Dokázané shodnosti úhl̊u předně vedou k rovnostem

|C1X| = |C1D| = d a |C1M | = |C1N | = 1
2
R, (4.2)

z nichž pro situaci z našeho obrázku máme

|DM | = |C1M |+ |C1D| = 1
2
R + d,

|XN | = |C1N | − |C1X| = 1
2
R− d,

|MT | = |C1M | − |C1T | = 1
2
R− r, (4.3)

|MT ′| = |C1M |+ |C1T
′| = 1

2
R + rc.

Druhým d̊usledkem jsou podobnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u

△MDL ∼ △NXL ∼ △IDT ∼ △EcDT. (4.4)

Výpočty potřebných hodnot |NI| a |NEc| provedeme dále už odděleně. S ohledem na
posledńı dvě rovnosti z (4.3) budeme hotovi, když odvod́ıme rovnosti |NI| = |MT |
a |NEc| = |MT ′|.

• Z podobnost́ı △MDL ∼ △NXL ∼ △IDT plyne

|ML| : |DM | = |NL| : |XN | = |IT | : |DI|,
odkud podle jednoho starš́ıho početńıho pravidla2 dostáváme rovnost

|ML|2 − |NL|2

|DM |2 − |XN |2
=
|IT |2

|DI|2
.

Podle (4.1) a (4.3) se však jmenovatelé posledńıch dvou zlomk̊u rovnaj́ı:

|DM |2 − |XN |2 =
(
1
2
R + d

)2 − (
1
2
R− d

)2
= 2Rd = |DI|2.

2Plat́ı-li x : y = u : v, pak plat́ı i x : y = (x − u) : (y − v), pokud ovšem y ̸= v. Použit́ı
tohoto pravidla je v dané situaci korektńı, nebot’ vzápět́ı př́ımo v textu ukážeme, že skutečně plat́ı
|DM |2 − |XN |2 ̸= 0.
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Proto plat́ı i rovnost čitatel̊u obou sestavených zlomk̊u, kterou rovnou ještě uprav́ıme
troj́ım užit́ım Pythagorovy věty:

|ML|2 − |NL|2 = |IT |2,
(|ML|2 + |LI|2)− (|NL|2 + |LI|2) = |IT |2,

|MI|2 − |NI|2 = |IT |2,
|NI|2 = |MI|2 − |IT |2,
|NI|2 = |MT |2.

Odtud už máme |NI| = |MT |, jak jsme potřebovali dokázat.

• Peacockovo pouhé konstatováńı, že rovnost |NEc| = |MT ′| se dokáže podobně
jako rovnost |NI| = |MT |, nyńı vysvětĺıme. Skutečně, stač́ı k tomu v celém textu
d̊ukazu |NI| = |MT | jen formálně změnit značeńı bod̊u I a T po řadě na Ec a T ′,
nebot’:
▷ hodnota |DI|2 je podle (4.1) rovna 2Rd stejně jako hodnota |DEc|2,
▷ trojúhelńık IDT přejde v jemu podobný trojúhelńık EcDT ′,
▷ při uplatněńıch Pythagorovy věty přejdou pravoúhlé trojúhelńıky MLI, NLI a MTI
po řadě v pravoúhlé trojúhelńıky MLEc, NLEc a MT ′Ec.

T́ım je náš výklad Peacockova d̊ukazu ukončen.

Dodatek. V podaném d̊ukazu jsme – stejně jako Peacock – využili jediný obrá-
zek trojúhelńıku ABC pro př́ıpad, kdy plat́ı |AC| > |BC|. Př́ıpadem |AC| < |BC|
se s ohledem na symetrii sice zabývat nemuśıme, avšak i v př́ıpadě |AC| > |BC| exis-
tuj́ı odlǐsné konfigurace zastoupených bod̊u, které je třeba k úplnosti d̊ukazu Feuerba-
chovy věty posoudit. Jsou vykresleny na posledńı stránce této kapitoly.3 Zd̊urazněme
předem, že při rozlǐsováńı konfiguraćı jsme nebrali v potaz polohu střed̊u I a Ec na po-
lopř́ımce CD. Vystač́ıme totiž s obecným poznatkem, že střed I lež́ı v polorovině ABC
a střed Ec na polopř́ımce opačné k polopř́ımce DC. Proto pravoúhlé trojúhelńıky IDT
a EcDT , které potřebujeme do podobnost́ı (4.4) a které v nových obrázćıch chyb́ı, maj́ı
u společného vrcholu D shodné ostré (vrcholové) úhly, přitom prvńı z nich (totiž úhel
IDT neboli CDO) je na každém z obrázk̊u vyznačen zeleně, což k zastoupeńı obou
pravoúhlých trojúhelńık̊u v (4.4) jistě stač́ı.

Podobně snadno jako při p̊uvodńım d̊ukazu lze v každé ze čtyř nových konfigu-
raćı odvodit shodnosti všech úhl̊u vyznačených touž barvou. Plyne z nich, že rov-
nosti (4.2) i podobnosti (4.4) maj́ı obecnou platnost. Tu budou mı́t podle nových
obrázk̊u i rovnosti (4.3), když jedinou z nich, totiž rovnost |XN | = 1

2
R − d, změńıme

3Alespoň stručně naznač́ıme, jak snadný je d̊ukaz v situaci, která proto ani na nových obrázćıch
neńı, kdy totiž bod N lež́ı na př́ımce CD (a kdy tak body L, X, N splývaj́ı): Úsečka NC1 je
tehdy středńı př́ıčka rovnoramenného trojúhelńıku OCD, proto bod M splývá se středem O a nav́ıc
d = |C1D| = 1

2R, takže máme |DI| = |DEc| = R podle (4.1); potřebné rovnosti |NI| = |OT |
a |NEc| = |OT ′| tud́ıž okamžitě plynou ze shodnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u ODN , IDT a EcDT ′.

37
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na |XN | = |1
2
R− d|.4 Tato změna však neovlivńı hodnotu |XN |2 potřebnou k daľśımu

výpočtu. T́ım je naše potvrzeńı univerzálnosti Peacockovy metody hotovo.

Poznámka. J. Peacock ve svém d̊ukazu využil pouze poměry délek stran čtyř
navzájem podobných pravoúhlých trojúhelńık̊u, Pythagorovu větu, známou shodnost
čtyř úseček DI, DEc, DA a DB, Eukleidovu větu o odvěsně a konečně vztah mezi
poloměrem OC kružnice opsané a poloměrem NC1 kružnice dev́ıti bod̊u; tento vztah
je však dán známou stejnolehlost́ı oněch kružnic, která má koeficient −1

2
. Nezbývá nic

jiného, nežli ocitovat posledńı větu z Peacockova př́ıspěvku:
”
It is scarcely possible that

such an elementary proof is new, but I am not aware of any proof on these lines.“

A B

C

O

C1

D

X

N L

M
A B

C

o

O

D

C1

N

L

M

X
o

A
B

C
O

D

C1 N

M

A B
C

O

C1

D

X

N

L

M

L
X

o o

4Podobná změna rovnosti |MT | = 1
2R − r na tvar |MT | = | 12R − r| neńı nutná d́ıky Eulerově

nerovnosti 1
2R ≥ r z Lemmatu 14.6.
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Kapitola 5

Důkaz konstrukcemi vzdálenost́ı
střed̊u

Tuto kapitolu věnujeme elegantńı konstrukci, kterou zveřejnil W. S. McCay roku 1889
ve svém př́ıspěvku [MCa] v rubrice časopisu The Educational Times.1 Za jistých před-
poklad̊u na výchoźı trojúhelńık ABC s kružnićı vepsanou (I, r) a kružnićı dev́ıti bod̊u
(N, 1

2
R) sestrojil McCay pomocnou kružnici s dvěma významnými tětivami. Prvńı

z nich má podle své konstrukce délku R − 2r. O druhé tětivě pak McCay dokázal,
že je s tou prvńı shodná a že má oproti úsečce NI dvojnásobnou délku. T́ım bez ob-
vyklé nutnosti náročných výpočt̊u źıskal vyjádřeńı |NI| = 1

2
(R − 2r) = 1

2
R − r, které

prokazuje, že kružnice (I, r) a (N, 1
2
R) maj́ı skutečně vnitřńı dotyk.

Pro lepš́ı přehlednost odděĺıme d̊ukaz obou zmı́něných tvrzeńı od výkladu samotné
konstrukce, ke kterému za okamžik přistouṕıme. Předt́ım však v jednom odstavci uve-
deme, o jaké úpravy a rozš́ı̌reńı p̊uvodńı McCayovo sděleńı obohat́ıme. Nep̊ujde jen
o výklad podrobnost́ı, na které McCay ve svém stručném textu nenašel mı́sto.

1Celé McCayovo sděleńı jsme zařadili jako ilustraci uzav́ıraj́ıćı tuto kapitolu.
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McCayovu konstrukci pomocné kružnice poṕı̌seme tak, aby sloužila k d̊ukazu vnitř-
ńıho dotyku výše zmı́něných kružnic (I, r) a (N, 1

2
R) pro každý trojúhelńık ABC

s vlastnost́ı |AC| ̸= |BC|.2 Jak uvid́ıme z ilustraćı této konstrukce pro r̊uzné typy
trojúhelńık̊u ABC, McCayovy úvahy o dvou sestrojených tětivách jsou korektńı pouze
za určitých předpoklad̊u na velikost úhlu ACB (viz Poznámku 3 pod čarou). Na nut-
nost provedeńı analogických d̊ukaz̊u pro daľśı př́ıpady v textu alespoň upozorńıme.
V daľśı části kapitoly pak sami ukážeme, že vhodnou obdobu McCayovy konstrukce
lze využ́ıt i k d̊ukazu Feuerbachovy věty pro kružnice připsané (o kterých neńı v [MCa]
žádná zmı́nka).

Pomocná kružnice a jej́ı dvě tětivy

Jistě můžeme předpokládat, že v uvažovaném trojúhelńıku ABC plat́ı |AC| > |BC|.
Ke konstrukci (ilustrovanou dále obrázkem v troj́ım provedeńı) využijeme střed O kruž-
nice opsané o = (O,R), jej́ı pr̊useč́ıkD s osou úhlu ACB, střed I kružnice vepsané (I, r)
a jeho obraz I ′ v osové souměrnosti podle př́ımky AB.

Orientované úsečky OD, II ′ jsou zřejmě souhlasně rovnoběžné a druhá z nich d́ıky
předpokladu |AC| > |BC| lež́ı uvnitř stejné poloroviny s hraničńı př́ımkou OD jako
vrcholy B a C. Nav́ıc podle Eulerovy nerovnosti (viz Lemma 14.6) plat́ı |II ′| = 2r < R,
takže úsečku II ′ můžeme prodloužit za bod I ′ do úsečky IP délky R, jakou má deľśı
úsečka OD. Dostaneme tak rovnoběžńık ODPI, pro jehož bod I ′ na straně IP plat́ı
|I ′P | = R − 2r. Pomocnou kružnićı (navrženou McCayem) budeme rozumět kružnici
opsanou trojúhelńıku DPI ′ (na obrázćıch ji budeme vykreslovat modře). Jej́ı druhý
pr̊useč́ık s př́ımkou CD (r̊uzný od bodu D) budeme značit V . V následuj́ıćım odstavci
dokážeme, že na této kružnici lež́ı rovněž obraz O′ středu O v osové souměrnosti podle
př́ımky AB. T́ım už bude určena dvojice tětiv I ′P a O′V , o kterých jsme psali úvodem
(a které na obrázćıch vykreslujeme zeleně).

Poznatek, že čtyři body D, P , I ′ a O′ lež́ı na jedné kružnici, dokážeme snadnou
úvahou o úhlech spojených s rovnoběžńıkem ODPI a rovnoramenným lichoběžńıkem
o základnáchOO′ a II ′ (který v př́ıpaděO′ = O degeneruje v rovnoramenný trojúhelńık
OI ′I). K tomu je však zapotřeb́ı rozlǐsit tři možná pořad́ı kolineárńıch bod̊u O, D a O′.
Pro každé z nich jsme na př́ıslušném obrázku na daľśı straně vyznačili modrými ob-
loučky trojici úhl̊u. Dokazovaný poznatek vždy prokazuj́ı vyznačené úhly s vrcholy P
a O′ – každý z nich je totiž shodný s třet́ım vyznačeným úhlem.

2V př́ıpadě |AC| = |BC| je tvrzeńı o dotyku těchto dvou kružnic triviálńı.
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Potřebné vlastnosti druhé tětivy

Jak jsme popsali v úvodu k této kapitole, stoj́ıme nyńı před úkolem dokázat, že se-
strojená tětiva O′V splňuje rovnosti |O′V | = |I ′P | a |O′V | = 2 · |NI|. K provedeńı obou
d̊ukaz̊u si vybereme ten ze tř́ı výše rozlǐsených př́ıpad̊u, kdy bod O′ lež́ı na úsečce OD,
d̊ukazy pro zbylé dva př́ıpady jsou analogické.3 Př́ıslušný obrázek doplńıme o střed N
kružnice dev́ıti bod̊u, střed C1 strany AB, o výšku z vrcholu C z vyznačeným ortocen-
trem H a středem C2 úsečky HC.

3Vybraný př́ıpad (jediný, který McCay uvažoval) nastane, pokud velikost úhlu ACB lež́ı mezi
hodnotami 60◦ a 90◦. Existuj́ı však trojúhelńıky, u kterých žádný ze tř́ı vnitřńıch úhl̊u tuto podmı́nku
nesplňuje. Př́ıkladem je trojúhelńık s vnitřńımi úhly velikosti 120◦, 40◦ a 20◦.
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K d̊ukazu rovnosti |O′V | = |I ′P | využijeme trojici úhl̊u, které jsou na obrázku vy-
značeny zeleně a o kterých ukážeme, že jsou shodné. Pro dva z nich, totiž stř́ıdavé úhly
PID a ODI, to plyne z rovnoběžńıku ODPI. Jeho konstrukce ve spojeńı s Eulerovým
vzorcem pro vzdálenost střed̊u O, I (viz Lemma 14.6) vede k rovnostem

|DP |2 = |OI|2 = R(R− 2r) = |IP | · |I ′P |,

odkud plyne |IP |/|DP | = |DP |/|I ′P |. To znamená, že trojúhelńıky IDP a DI ′P
se společným úhlem u vrcholu P jsou podobné podle věty sus. Proto také úhly PID
a PDI ′ jsou shodné. Dohromady je shodnost tř́ı vyznačených úhl̊u dokázána, tud́ıž
kýžená shodnost tětiv O′V a I ′P pomocné kružnice plyne ze shodnosti obvodových
úhl̊u O′DV a I ′DP .

Rovnost |O′V | = 2 · |NI| źıskáme zjǐstěńım, že úsečka NI je středńı př́ıčkou
trojúhelńıku CO′V . Stač́ı tak ověřit, že N je střed úsečky CO′ a I střed úsečky CV .

▷ Tvrzeńı o středu úsečky CO′ dokážeme užit́ım Lemmatu 14.1(ii) o tom, že bod N
je společným středem úsečekOH a C1C2. Tud́ıžOC1HC2 je rovnoběžńık, takže |OC1| =
= |HC2| = 1

2
|HC|, odkud porovnáńım s |OC1| = 1

2
|OO′| dostáváme |HC| = |OO′|.

Proto takéOO′HC je rovnoběžńık, tud́ıž středN jeho úhlopř́ıčkyOH je rovněž středem
druhé úhlopř́ıčky CO′, jak jsme měli ukázat.

▷ K d̊ukazu tvrzeńı o středu úsečky CV využijeme mocnosti bodu I k pomocné
kružnici zavedené v předchoźı části textu. Ta nás spolu s rovnostmi |II ′| = 2r, |IP | = R
a Lemmatem 14.5 přivád́ı k rovnostem

|IV | · |ID| = |II ′| · |IP | = 2Rr = |IC| · |ID|.
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Z rovnosti krajńıch součin̊u plyne |IV | = |IC|, tud́ıž bod I je skutečně středem
úsečky CV .
T́ım je celý výklad McCayova d̊ukazu hotov.

Postup pro kružnici připsanou

Jak jsme sĺıbili úvodem, přejdeme nyńı k d̊ukazu vněǰśıho dotyku kružnice dev́ıti
bod̊u (N, 1

2
R) s kružnićı (Ec, rc) připsanou straně AB daného trojúhelńıku ABC. Bu-

deme jako dř́ıve předpokládat, že plat́ı |AC| > |BC|, a navrhneme nejdř́ıve konstrukci
pomocné kružnice, která bude analogíı McCayovy konstrukce pro kružnici vepsanou.
Tentokrát ji však ilustrujeme pouze pro jeden ze tř́ı možných př́ıpad̊u, ke kterému pak
podáme i patřičný d̊ukaz.

Ke konstrukci využijeme střed O kružnice opsané o = (O,R), jej́ı pr̊useč́ık D s osou
úhlu ACB, střed Ec kružnice (Ec, rc) připsané straně AB a jeho obraz E ′

c v osové
souměrnosti podle př́ımky AB.

A

B
C

D

O

R

O′

N

Ec

E ′
c

V ′

P ′

2rc

R

o

Orientované úsečky OD, EcE
′
c jsou zřejmě nesouhlasně rovnoběžné a druhá z nich

d́ıky předpokladu |AC| > |BC| lež́ı v opačné polorovině s hraničńı př́ımkou OD než
vrcholy B a C. Úsečku E ′

cEc můžeme prodloužit za bod Ec do úsečky EcP
′ délky R.

Dostaneme tak rovnoběžńık ODP ′Ec. Pro bod E ′
c na prodloužeńı strany P ′Ec plat́ı

|E ′
cP

′| = R + 2rc. Pomocnou kružnićı budeme rozumět kružnici opsanou trojúhel-
ńıkuDP ′E ′

c (na obrázku vykreslenou modře). Jej́ı druhý pr̊useč́ık s př́ımkou CD (r̊uzný
od bodu D) budeme značit V ′. V následuj́ıćım odstavci ještě ukážeme, že na této
kružnici lež́ı rovněž obraz O′ středu O v osové souměrnosti podle př́ımky AB. T́ım už
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bude určena dvojice tětiv E ′
cP

′ a O′V ′, na obrázku vykreslených zeleně.

Poznatek, že čtyři body D, P ′, E ′
c a O′ lež́ı na jedné kružnici, dokážeme snadnou

úvahou o úhlech spojených s rovnoběžńıkem ODP ′Ec a rovnoramenným lichoběžńıkem
o základnách OO′ a E ′

cEc. Jak už jsme dř́ıve předeslali, tentokráte z trojice možných
pořad́ı kolineárńıch bod̊u O, D a O′ jsme poř́ıdili obrázek jen pro př́ıpad, kdy bod O′

lež́ı na prodloužeńı úsečky OD za bod D. Ze shodnosti tř́ı úhl̊u vyznačených modrými
obloučky plyne, že bod O′ skutečně lež́ı na pomocné kružnici.

Jelikož vněǰśı dotyk uvažovaných kružnic (N, 1
2
R) a (Ec, rc) je ekvivalentńı s rov-

nost́ı |NEc| = 1
2
R+ rc, s ohledem na |E ′

cP
′| = R+2rc stač́ı nyńı dokázat, že sestrojená

tětiva O′V ′ splňuje rovnosti |O′V ′| = |E ′
cP

′| a |O′V ′| = 2 · |NEc|.

• Důkaz rovnosti |O′V ′| = |E ′
cP

′| provedeme pomoćı trojice úhl̊u, které jsou na ob-
rázku vyznačeny zeleně a o kterých ukážeme, že jsou shodné. Úhly P ′EcD a ODEc

jsou stř́ıdavé úhly v rovnoběžńıku ODP ′Ec, jsou tedy shodné. Konstrukce tohoto rov-
noběžńıku ve spojeńı se vzorcem pro vzdálenost střed̊u O, Ec (viz Lemma 14.6) vede
k rovnostem

|DP ′|2 = |OEc|2 = R(R + 2rc) = |EcP
′| · |E ′

cP
′|.

Plat́ı tedy |EcP
′|/|DP ′| = |DP ′|/|E ′

cP
′|, což ukazuje, že trojúhelńıky EcDP ′ a DE ′

cP
′

se společným úhlem u vrcholu P ′ jsou podle věty sus podobné. Tud́ıž rovněž zeleně
vyznačené úhly P ′EcD a P ′DE ′

c jsou shodné. Dohromady dostáváme:

|<) O′DV ′| = |<) O′DEc| = 180◦ − |<) ODEc| = 180◦ − |<) P ′DE ′
c| = |<) E ′

cV
′P ′|,

tedy tětivy O′V ′ a E ′
cP

′ pomocné kružnice jsou skutečně shodné.

• Rovnost |O′V ′| = 2 · |NEc| plyne z trojúhelńıku CV ′O′, protože úsečka NEc je
jeho středńı př́ıčkou. Jak již z této kapitoly v́ıme, bod N je střed úsečky CO′ a to, že
bod Ec je střed úsečky CV ′, nyńı odvod́ıme z mocnosti bodu Ec k pomocné kružnici
a z Lemmatu 14.5:

|EcV
′| · |EcD| = |EcE

′
c| · |EcP

′| = 2rcR = |EcC| · |EcD|, odkud |EcV
′| = |EcC|.

T́ım je celý výklad našeho d̊ukazu hotov. Na daľśı stránce připojujeme sĺıbený sken
p̊uvodńıho McCayova př́ıspěvku [MCa].
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Kapitola 6

Důkazy konstrukcemi bod̊u dotyku 1

Metodu, které se budeme věnovat v této a následuj́ıćı kapitole, lze charakterizovat
následovně. Pro obecný trojúhelńık maj́ı čtyři body dotyku, o jejichž existenci po-
jednává Feuerbachova věta, takovou polohu, že je lze lokalizovat vhodnými nepř́ımými
konstrukcemi.1 V této kapitole poṕı̌seme nejznáměǰśı a přitom na prvńı pohled do-
sti překvapivou konstrukci a jej́ı správnost dolož́ıme dvěma r̊uznými d̊ukazy. Daľśım
dvěma konstrukćım se pak budeme věnovat v následuj́ıćı kapitole 7.

Podle nám dostupných zdroj̊u se domńıváme, že zmı́něná prvńı konstrukce byla po-
prvé zveřejněna J. Youngem, a to v zadáńı úlohy, která pod č́ıslem 9728 vyšla roku 1888
v rubrice časopisu The Educational Times.2 Pro zaj́ımavost vysáźıme jej́ı prezentaci
v p̊uvodńı podobě.

9728. (J. Young, M. A.) – Prove that the nine-point circle and the in-circle
touch each other and that the point of contact is in the production of the line
joining the mid-point of the base with the point of contact of the tangent to the
in-circle drawn from the point where the internal bisector of the vertical angle
cuts the base.

Dodejme, že autor Young uzav́ırá stručný nástin svého řešeńı této úlohy (o kružnici
vepsané) konstatováńım, že obdobná konstrukce funguje také pro kružnici připsanou.
Podrobněǰśı verze tohoto d̊ukazu lze naj́ıt jak ve starš́ıch knihách [M’Cl, str. 225–226]
z roku 1891 a [Lac, str. 74] z roku 1893, tak v nověǰśı proslulé knize Modern Geo-
metry autora Rogera A. Johnsona z roku 1929.3 Odlǐsný d̊ukaz správnosti Youngovy

1Př́ıvlastkem
”
nepř́ımými“ vyjadřujeme ten fakt, že jsme v literatuře nenašli žádný d̊ukaz Feuer-

bachovy věty, ve kterém by pro dvě uvažované kružnice se středy na př́ımce p byl za kandidáta na bod
jejich dotyku vybrán pr̊useč́ık jedné z obou kružnic právě s př́ımkou p. Ve všech třech nám známých
konstrukćıch je tato

”
středová“ př́ımka p nahrazena jinou.

2Přetisk zadáńı úlohy spolu s řešeńım jej́ıho navrhovatele J. Younga jsme nalezli ve sborńıku
Mathematical Questions nad Solutions, from the E. T., roč. 51, Londýn, 1889, str. 58–59.

3V seznamu užité literatury ji uvád́ıme jako knihu [Joh] v nezměněném vydáńı z roku 1960 s novým
výstižněǰśım názvem Advanced Euclidean Geometry. Zmı́něný d̊ukaz je v této dodnes už́ıvané a často
citované knize uveden na str. 201–202.
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konstrukce je podán v uznávané učebnici College Geometry, prvně vydané roku 1952
(viz [Alt, str. 105–107]4). Protože jsme žádnou informaci o p̊uvodu tohoto alterna-
tivńıho postupu nenašli, nazveme ho ńıže Altshillerovým d̊ukazem.

Daľśı výklad v této kapitole zaháj́ıme ilustrovaným popisem samotné Youngovy
konstrukce, doplněným Poznámkou 1 o tom, jak na tuto konstrukci můžeme v dnešńı
době pohĺıžet. Následovat bude rozhoduj́ıćı část textu této kapitoly – nejprve Young̊uv
a poté Alshiller̊uv d̊ukaz kýženého tvrzeńı, že výsledné body konstrukce jsou skutečně
body dotyku kružnic z Feuerbachovy věty. Oba d̊ukazy pak v závěrečné Poznámce 2
stručně porovnáme.

Youngova konstrukce

V této části textu poṕı̌seme pouze (dle zadáńı Youngovy úlohy) konstrukci jistého
bodu U na kružnici i vepsané danému trojúhelńıku ABC, společně s analogickou kon-
strukćı jistého bodu U ′ na kružnici ec připsané straně AB. Obě konstrukce přitom
zakresĺıme do jednoho obrázku i s kružnićı n dev́ıti bod̊u, kterou však k sestrojeńı
bod̊u U , U ′ v̊ubec nevyužijeme. Protože tyto body budou kandidáty na body dotyku
kružnic i, ec s kružnićı n, stač́ı se jejich konstrukćı zabývat v netriviálńım př́ıpadě, kdy
|AC| ≠ |BC|.

A

B

C

C1

Y

U

T

T ′

U ′

i

n

ec

t

Provedená konstrukce vycháźı z toho, že př́ımka AB je v př́ıpadě |AC| ̸= |BC|
jednou ze dvou společných vnitřńıch tečen kružnice i a ec, přitom obě z nich procházej́ı

4Autorem tohoto d́ıla je americký matematik polského p̊uvodu Nathan Altshiller-Court (1881–
1968). V našem textu se odkazujeme na druhé revidované a rozš́ı̌rené vydáńı, které v roce 1980
připravil syn Arnold Court.
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pr̊useč́ıkem Y strany AB s osou vnitřńıho úhlu ACB. Ved’me tedy bodem Y druhou
z těchto tečen. Označme ji t a T , T ′ body jej́ıho dotyku s kružnicemi i, resp. ec. Celou
konstrukci dokonč́ıme tak, že sestroj́ıme střed C1 strany AB a poté urč́ıme bod U jako
druhý pr̊useč́ık polopř́ımky C1T s kružnićı i (U ̸= T ); obdobně za bod U ′ prohláśıme
druhý pr̊useč́ık polopř́ımky C1T

′ s kružnićı ec (U
′ ̸= T ′).

Poznámka 1. Smysl a správnost Youngových konstrukćı plynou bezprostředně
z d̊ukazu Feuerbachovy věty užit́ım kruhové inverze, který patrně nebyl Youngovi znám
a kterému se budeme věnovat v kapitole 12. Dokážeme tam, že pokud v trojúhelńıku
ABC plat́ı |AC| ≠ |BC|, pak bod C1 je středem takové kruhové inverze, ve které jsou
samodružné obě kružnice i a ec a ve které se jejich (vedle př́ımka AB druhá) vnitřńı
společná tečna t zobraźı na kružnici n. Tato kružnice se proto obou zmı́něných sa-
modružných kružnic skutečně dotýká, jak se tvrd́ı ve Feuerbachově větě. Nyńı je jasné,
že body obou těchto dotyk̊u (o kterých se v kapitole 12 v̊ubec zmiňovat nebudeme)
muśı být obrazy bod̊u T a T ′ v užité kruhové inverzi. Aniž o ńı máme ponět́ı, můžeme
pomoćı polopř́ımek C1T , C1T

′ tyto body dotyku U , U ′ snadno sestrojit, jak se zřejmě
jinou cestou dovt́ıpil J. Young.

Jak jsme sĺıbili úvodem kapitoly, doplněným o odkazy na literaturu, podáme nyńı
dva d̊ukazy správnosti Youngovy konstrukce: Dvěma odlǐsnými postupy ověř́ıme, že
oba body U a U ′ z Youngovy konstrukce lež́ı na kružnici n (jak obrázek ke konstrukci
napov́ıdá) a že to jsou body jej́ıho dotyku po řadě s kružnicemi i a ec. Feuerbachova
věta tak bude dokázána daľśımi dvěma zp̊usoby. S ohledem na symetrii budeme v obou
d̊ukazech předpokládat, že výchoźı podmı́nka |AC| ̸= |BC|, kterou jsme při popisu
Youngovy konstrukce předpokládali, je splněna jako |AC| > |BC|. S výkladem prvńıho
d̊ukazu bude výhodné započ́ıt na nové stránce.
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Young̊uv d̊ukaz

V prvńı části podáme d̊ukaz očekávaných vlastnost́ı bodu U na kružnici i. Jeho
konstrukci užit́ım tečny t = Y T a polopř́ımky C1T doplńıme na novém obrázku ńıže
nejprve o výšku CC0 s patou C0 na kružnici n a poloměr IQ kružnice i s bodem Q
na straně AB. Kromě toho standardně označ́ıme úhly α, β a 1

2
γ u vrchol̊u A, B, resp. C.

Zd̊urazněme, že z předpokladu |AC| > |BC| plyne β > α a že (A,C1, Y,Q,C0) je pořad́ı
bod̊u na polopř́ımce AB.

A

B

C

C0C1

A1
B1

α β

Y

γ
2

I

Q

U

T

R

t n

i

Z trojúhelńıku ACY máme |<) CY Q| = α+ 1
2
γ, takže d́ıky souměrnosti dvojice úseček

Y T a Y Q plat́ı |<) TY Q| = 2|<) CY Q| = 2α + γ, odkud

|<) TYA| = 180◦ − |<) TY Q| = (α + β + γ)− (2α + γ) = β − α.

Z mocnosti bodu C1 ke kružnici i a Lemmatu 14.3 plyne

|C1T | · |C1U | = |C1Q|2 = |C1Y | · |C1C0|.

Rovnost krajńıch součin̊u s ohledem na pořad́ı (C1, T, U) a (C1, Y, C0) kolineárńıch tro-
jic bod̊u znamená, že na obrázku podbarvený čtyřúhelńık UTY C0 je tětivový. To spolu
s výše určeným úhlem TY A znamená, že

|<) C0UC1| = |<) C0UT | = 180◦ − |<) TY C0| = |<) TY A| = β − α.

Konečně uváž́ıme, že kružnice n procháźı nejen body C1 a C0, ale také středy A1,
B1 po řadě stran BC, CA. Pr̊useč́ık jej́ı tečny v bodě C1 s př́ımkou AC je na obrázku
označen R. Z vlastnost́ı př́ıčkového trojúhelńıku A1B1C1 plynou rovnosti |<) B1C1A| =
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= β a |<) C1A1B1| = α. Druhá z nich podle věty o úsekovém úhlu znamená, že také
|<) B1C1R| = α. Nerovnost β > α zapsaná |<) B1C1A| > |<) B1C1R| proto vede k závěru,
že bod R lež́ı mezi body A, B1 a plat́ı

|<) RC1A| = |<) B1C1A| − |<) B1C1R| = β − α.

Zjistili jsme, že všechny tři úhly RC1A, C0UC1 a TY A maj́ı stejnou velikost (rovnu
β − α). To předně znamená, že tečny Y T a C1R jsou rovnoběžné. Nav́ıc ze shodnosti
úhl̊u RC1A a C0UC1 podle věty o úsekovém úhlu plyne, že bod U na kružnici i je
rovněž bodem kružnice n.

Nakonec uváž́ıme stejnolehlost se středem U a koeficientem větš́ım než 1, při které
se bod T zobraźı do bodu C1. Obrazem kružnice i pak bude kružnice, která procháźı
body U , C1 a která má v bodě C1 za tečnu př́ımku rovnoběžnou s př́ımkou Y T , tj. př́ım-
ku C1R. Kružnice, která tyto podmı́nky splňuje, je ovšem jediná – jej́ı střed totiž muśı
ležet jak na ose úsečky C1U , tak na kolmici k př́ımce C1R vedené bodem C1. Podle
předchoźıho odstavce je touto kružnićı kružnice n, která má proto s kružnićı i vnitřńı
dotyk právě v bodě U . Prvńı část d̊ukazu je hotova.

V druhé části podáme d̊ukaz očekávaných vlastnost́ı bodu U ′ na kružnici ec.
Konstrukci bodu U ′ užit́ım tečny t = Y T ′ (na ńıž vyznač́ıme i bod T jej́ıho dotyku
s kružnićı i) a polopř́ımky C1T

′ doplńıme na novém obrázku o výšku CC0, poloměr EcQ
′

kružnice ec s bodem Q′ na straně AB, kružnici n procházej́ıćı body C1, C0 a jej́ı
tečnu RC1 v bodě C1, pro kterou podle prvńı části d̊ukazu plat́ı RC1 ∥ t.

A B

C

C0

C1 Y

T

R

Ec

Q′

T ′

U ′

n

ec

t
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Lemma 14.3 spolu s mocnost́ı bodu C1 vzhledem ke kružnici ec vedou k rovnostem

|C1U
′| · |C1T

′| = |C1Q
′|2 = |C1Y | · |C1C0|,

z nichž s ohledem na pořad́ı (C1, U
′, T ′) a (C1, Y, C0) kolineárńıch trojic bod̊u plyne,

že na obrázku podbarvený čtyřúhelńık Y U ′T ′C0 je tětivový. Spolu s relaćı RC1 ∥ t
tak pro úsekový úhel RC1A kružnice n dostáváme

|<) RC1A| = |<) TY C1| = |<) C0Y T ′| = |<) C0U
′T ′| = 180◦ − |<) C0U

′C1|,

a proto bod U ′ lež́ı na obou kružnićıch ec a n. K dokončeńı d̊ukazu tak stač́ı uvážit
stejnolehlost se středem U ′ a záporným koeficientem, při které se bod T ′ zobraźı na C1,
a tud́ıž tečna t kružnice ec se zobraźı na tečnu RC1 kružnice n. (Úvahy obdobné
těm z prvńı části d̊ukazu opakovat nebudeme.) Docháźıme tak k potřebnému závěru
o vněǰśım dotyku kružnic n, ec právě v bodě U ′. T́ım je druhá část, a tedy i celý
Young̊uv d̊ukaz ukončen.

Altshiller̊uv d̊ukaz

Jako v Youngově d̊ukazu odvod́ıme za předpokladu |AC| > |BC| správnost jeho
konstrukce bod̊u U a U ′, ve kterých se kružnice n dotýká po řadě kružnic i a ec.

V prvńı části d̊ukazu se budeme věnovat bodu U na kružnici i. K jeho Youngově
konstrukci užit́ım tečny t = Y T a polopř́ımky C1T do nového obrázku přikresĺıme po-
loměr OC kružnice opsané, poloměr IQ kružnice i s bodem Q na straně AB, výšku CC0

s patou C0 a Eulerovým bodem C2 na kružnici n se středem N , pr̊useč́ık V př́ımek Y T ,
C1C2 a prvńı pr̊useč́ık K polopř́ımky C2U s kružnićı i (druhý pr̊useč́ık je bod U).

A B

C

C0

I

C1 Q

O

Y
T

U

C2

K

V

N

n

i

t

Nejprve zd̊uvodńıme oba vztahy C1C2 ∥ OC a |<) TV C1| = 90◦ vyznačené na obráz-
ku.5 Prvńı z nich je d̊usledkem Lemmatu 14.1(ii), podle kterého C1C2 je pr̊uměrem

5Na obrázku je ještě barevně vyznačeno, že také |<) C2UT | = 90◦. K tomuto kĺıčovému závěru bude
náš daľśı postup směřovat.
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kružnice n a pro jej́ı poloměr NC1 plat́ı NC1 ∥ OC1. Podle Lemmatu 14.1(iii) je
osa úhlu OCC0 totožná s osou úhlu ACB, která zřejmě p̊uĺı i úhel QY T . Podle této
osy je souměrná jak dvojice př́ımek Y Q a Y T , tak dvojice př́ımek C0C a OC. Dı́ky
Y Q ⊥ C0C proto plat́ı rovněž Y T ⊥ OC, což spolu s již ověřeným vztahem C1C2 ∥ OC
vede k Y T ⊥ C1C2. T́ım je i druhý vztah |<) TV C1| = 90◦ dokázán.

Nyńı už můžeme využ́ıt podobnost pravoúhlých trojúhelńık̊u C1C0C2 a C1V Y , d́ıky
které plat́ı

|C1C2|
|C1C0|

=
|C1Y |
|C1V |

, odkud |C1V | · |C1C2| = |C1Y | · |C1C0|. (6.1)

Pravá strana rovnosti (6.1) je podle Lemmatu 14.3 rovna hodnotě |C1Q|2. Z mocnosti
bodu C1 ke kružnici i plyne, že stejnou hodnotu |C1Q|2 má i součin |C1T | · |C1U |. Proto
v d̊usledku (6.1) plat́ı rovnost |C1V | · |C1C2| = |C1T | · |C1U |, která s ohledem na pořad́ı
(C1, V, C2) a (C1, T, U) kolineárńıch trojic bod̊u znamená, že na obrázku podbarvený
čtyřúhelńık C2V TU je tětivový. V něm jak v́ıme je úhel C2V T je pravý, proto je pravý
i protěǰśı úhel C2UT neboli úhel C2UC1 (vyznačený barevně). Dı́ky němu tak bod U
lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem C1C2, tj. na kružnici n. Je tedy společným bodem obou
kružnic i a n. Zbývá vysvětlit, proč je to bod jejich vnitřńıho dotyku.

Jelikož bod T lež́ı na úsečce C1U a bod K na úsečce C2U , máme |<) TUK| = 90◦,
což ukazuje, že bod U lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem TK. Body T , U , K však lež́ı
na kružnici i, tud́ıž úsečka TK je jej́ım pr̊uměrem, kolmým k jej́ı tečně t s bodem
dotyku T . Nyńı z C1C2 ⊥ t a TK ⊥ t plyne, že pr̊uměr C1C2 kružnice n je rovnoběžný
s pr̊uměrem TK kružnice i, takže obě kružnice jsou stejnolehlé podle středu U a maj́ı
v něm vnitřńı dotyk. T́ım je prvńı část Altshillerova d̊ukazu ukončena. Celou jej́ı dru-
hou část i s obrázkem uvedeme na daľśı straně.
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V druhé části d̊ukazu se budeme věnovat bodu U ′ na kružnici ec připsané stra-
ně AB. K jeho Youngově konstrukci užit́ım bod̊u Y , T ′ a C1 do nového obrázku
přikresĺıme poloměr EcQ

′ kružnice ec s bodem Q′ na straně AB, kružnici n s body C0,
C2 a druhý pr̊useč́ık K ′ př́ımky C2U

′ s kružnićı ec. Využijeme rovněž pr̊useč́ık V
př́ımek Y T ′ a C1C2, které jsou podle prvńı části d̊ukazu navzájem kolmé.

A B

C

C0C1

Y

C2

V
Q′

Ec

U ′

T ′

K ′

t n

ec

Bod V jak v́ıme splňuje rovnost |C1V | · |C1C2| = |C1Y | · |C1C0|, označenou výše
jako (6.1). Jej́ı pravá strana je podle Lemmatu 14.3 rovna hodnotě |C1Q

′|2. Z mocnosti
bodu C1 ke kružnici ec plyne, že stejnou hodnotu |C1Q

′|2 má i součin |C1T
′| · |C1U

′|.
Dohromady dostáváme rovnost |C1V | · |C1C2| = |C1T

′| · |C1U
′|, která s ohledem na

pořad́ı (C1, V, C2) a (C1, U
′, T ′) kolineárńıch trojic bod̊u znamená, že na obrázku pod-

barvený čtyřúhelńık C2V U ′T ′ je tětivový. V něm je jak v́ıme úhel C2V T ′ pravý, takže je
pravý i úhel C2U

′T ′, a proto bod U ′ je pr̊useč́ıkem dvou navzájem kolmých úseček C1T
′

a C2K
′ (jak je na obrázku barevně vyznačeno). Tento poznatek má dva d̊usledky:

▷ Dı́ky pravému úhlu C2U
′C1 bod U ′ lež́ı na kružnici nad pr̊uměrem C1C2, kterou je

jak v́ıme kružnice n. Bod U ′ je tedy společným bodem obou kružnic ec a n.

▷ Dı́ky pravému úhlu T ′U ′K ′ lež́ı bod U ′ na kružnici nad pr̊uměrem T ′K ′. Ovšem
body T ′, U ′, K ′ lež́ı na kružnici ec, tud́ıž úsečka T ′K ′ je jej́ım pr̊uměrem, kolmým
k jej́ı tečně t s bodem dotyku T ′.

Nyńı z C1C2 ⊥ t a T ′K ′ ⊥ t plyne, že pr̊uměr C1C2 kružnice n je rovnoběžný
s pr̊uměrem T ′K ′ kružnice ec. Zároveň však bod T ′ lež́ı na polopř́ımce opačné k U ′C1

a bod K ′ na polopř́ımce opačné k U ′C2, takže obě kružnice jsou stejnolehlé podle
středu U ′ a maj́ı v něm vněǰśı dotyk. T́ım je druhá část, a tedy i celý Altshiller̊uv
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d̊ukaz dokončen.

Poznámka 2. Srovnejme nyńı dva podané d̊ukazy správnosti Youngovy konstrukce.
Je zaj́ımavé, že oba postupy využ́ıvaj́ı stejný metrický vztah z Lemmatu 14.3 k nalezeńı
dvou r̊uzných tětivových čtyřúhelńık̊u (jak s vrcholem U , tak s vrcholem U ′). Ty pak
slouž́ı v obou postupech k ověřeńı, že zkoumané dvojice kružnic maj́ı společný bod. Ten
je pak nav́ıc bodem jejich dotyku, nebot’ jde o střed jejich stejnolehlosti, a to na základě
úvahy bud’ o stejnolehlých tečnách (Young̊uv d̊ukaz) nebo o stejnolehlých pr̊uměrech
(Altshiller̊uv d̊ukaz). Dodejme ještě, že daľśı dvě konstrukce bod̊u dotyku z kapitoly 7
budou založeny na úvaze o stejnolehlých poloměrech zkoumaných kružnic. Kromě toho
v kapitole 10 uvedeme d̊ukaz Feuerbachovy věty užit́ım jiných dvojic rovnoběžných
pr̊uměr̊u, při kterém nebudeme vycházet z lokalizace střed̊u jejich stejnolehlosti.
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Kapitola 7

Důkazy konstrukcemi bod̊u dotyku 2

Jak jsme sĺıbili v úvodńım odstavci předchoźı kapitoly, vylož́ıme nyńı daľśı dvě kon-
strukce, které nás přivedou ke dvěma novým d̊ukaz̊um Feuerbachovy věty. Obě kon-
strukce jsou založeny na stejné myšlence, která je jednodušš́ı nežli u Youngovy kon-
strukce z kapitoly 6: Dvě kružnice mohou mı́t dotyk pouze v bodě, který je jedńım
ze střed̊u jejich stejnolehlosti. Tyto středy lze konstrukčně určit známým postupem,
totǐz užit́ım navzájem rovnoběžných poloměr̊u daných kružnic.

Prvńı z obou d̊ukaz̊u, které v této kapitole uvedeme, lze naj́ıt v učebnici Die Ele-
mente der Mathematik z roku 1883 ([Bal, str. 92–93]). Jak tam jej́ı autor Richard Balt-
zer poznamenává, dozvěděl se o tomto d̊ukazu z dopisu, který mu zaslal v roce 1872
pan Binder z německé obce Schöntal (region Hohenlohe).1 Druhou část této kapi-
toly věnujeme d̊ukazu, který roku 1939 publikoval W. J. Dobbs v př́ıspěvku [Dob]
pro časopis The Mathematical Gazette. I když jsou (podle úvodńıho odstavce této
kapitoly) Binderova a Dobbsova konstrukce velmi bĺızké, jednu významnou odlǐsnost
zd̊urazńıme již nyńı: Jak je patrné z ilustraćı k oběma konstrukćım2, Binder lokalizuje
body dotyku na kružnici vepsané, resp. kružnici připsané, zat́ımco Dobbs je oba určuje
na kružnici dev́ıti bod̊u.

Ve výkladech obou konstrukćı a jejich d̊ukaz̊u se jistě stač́ı věnovat dotykovým
bod̊um kružnice n dev́ıti bod̊u s kružnićı i vepsanou a s kružnićı ec připsanou straněAB,
a to jen pro takové trojúhelńıky ABC, ve kterých plat́ı |AC| ≠ |BC|. Při obou d̊ukazech
pak ze dvou navzájem symetrických situaćı posoud́ıme jen tu, kdy plat́ı |AC| > |BC|.

Binderova konstrukce

Nejprve sestroj́ıme poloměr NC1 kružnice n určený středem C1 strany AB. K němu
pak sestroj́ıte souhlasně rovnoběžný poloměr IP kružnice i a nesouhlasně rovnoběžný
poloměr EcP

′ kružnice ec. Nakonec urč́ıme body U , U ′ kružnic i, resp. ec jako jejich

1Informaci o tomto dopisu s Binderovým d̊ukazem jsme p̊uvodně źıskali z historického článku [Mac,
str. 27].

2Doporučujeme čtenáři porovnat oba obrázky už nyńı.
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pr̊useč́ıky po řadě s polopř́ımkami C1P , C1P
′ (r̊uzné od bod̊u P , P ′).
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Binder̊uv d̊ukaz

Nejprve poṕı̌seme obrázek, kterým budeme celý výklad doprovázet.
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Vyšli jsme z naš́ı ilustrace k Binderově konstrukci bod̊u U a U ′, doplnili ji o daľśı
potřebné úsečky a vyznačili jejich rovnoběžnost. K novým úsečkám patř́ı výška CC0

s patou C0 na kružnici n a poloměr OC kružnice opsané, který je nesouhlasně rov-
noběžný s poloměrem NC1 (Lemma 14.1(ii)). Dále to jsou s výškou CC0 rovnoběžné
poloměry IQ a EcQ

′ kružnic i a ec, kde Q a Q′ znač́ı body jejich dotyku se stranou
AB, a také ten poloměr NL kružnice n, který je souhlasně rovnoběžný s poloměrem
IQ. Vykresĺıme i osu vnitřńıho úhlu ACB, jej́ıž úsek mezi body I a Ec protne stranu
AB v bodě, který je označen Y . Zd̊urazněme ještě, že d́ıky předpokladu |AC| > |BC|
lež́ı body Q′, C1, Y , Q, C0 v tomto pořad́ı na př́ımce AB; shodnost úhl̊u vyznačených
na obrázku modrými obloučky zd̊uvodńıme v daľśım výkladu.

Dı́ky trojićım rovnoběžných poloměr̊u kružnic n, i, ec plat́ı

|<) C1NL| = |<) PIQ| = |<) P ′EcQ
′|.

Kromě toho úhly PIQ a P ′EcQ
′ maj́ı ramena rovnoběžná s úhlem OCC0, jehož osa

ovšem splývá s osou CY úhlu ACB (Lemmma 14.1(iii)). Proto tato osa p̊uĺı rovněž
oba úhly PIQ a P ′EcQ

′, jak je na obrázku vyznačeno modrými obloučky. Odtud plyne,
čtyřúhelńıky PY QI a P ′Y Q′Ec jsou deltoidy souměrné podle př́ımky CY , tud́ıž pravé
jsou nejen úhly IQY a EcQ

′Y , ale i IPY a EcP
′Y .3 Pro zbylé vnitřńı úhly obou

deltoid̊u tak plat́ı

|<) PIQ| = 180◦ − |<) PY Q| a |<) P ′Y Q′| = 180◦ − |<) P ′EcQ
′|.

Zbylý výklad rozděĺıme na dvě části věnované každé z kružnic i a ec.

� Z mocnosti bodu C1 ke kružnici vepsané a Lemmatu 14.3 dostáváme

|C1P | · |C1U | = |C1Q|2 = |C1Y | · |C1C0|.

Z rovnosti krajńıch součin̊u plyne, že na obrázku podbarvený čtyřúhelńık PY C0U
je tětivový, odkud

|<) C1UC0| = |<) PUC0| = 180◦ − |<) PY C0| = 180◦ − |<) PY Q| = |<) PIQ| = |<) C1NL|.

Uvažme nyńı oblouk C1LC0 kružnice n. Jemu př́ısluš́ı středový úhel, který má zřejmě
velikost 2 · |<) C1NL|, takže jemu př́ıslušné obvodové úhly maj́ı velikost |<) C1NL|.
Je to, jak už v́ıme, i velikost úhlu C1UC0, jehož vrchol U přitom lež́ı v polorovině
opačné k C1C0L. Znamená to, že bod U , p̊uvodně určený na kružnici i, lež́ı rovněž
na kružnici n. Protože nav́ıc poloměry NC1, IP jsou podle konstrukce souhlasně rov-
noběžné, je společný bod U kružnic i, n (jakožto střed jejich vněǰśı stejnolehlosti)
bodem vnitřńıho dotyku těchto dvou kružnic.

3Zjistili jsme tak, že body P , P ′ z Binderovy konstrukce splývaj́ı s body T , T ′ z Youngovy kon-
strukce v kapitole 6. Př́ımka PP ′ je tak společnou vnitřńı tečnou kružnic i, ec procházej́ıćı bodem Y
(stejně jako př́ımka AB).
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� Z mocnosti bodu C1 ke kružnici připsané a z Lemmatu 14.3 dostáváme

|C1U
′| · |C1P

′| = |C1Q
′|2 = |C1Y | · |C1C0|.

Z rovnosti krajńıch součin̊u plyne, že na obrázku podbarvený čtyřúhelńık P ′U ′Y C0

je tětivový, z čehož plyne

|<) C1U
′C0| = 180◦ − |<) P ′U ′C0| = 180◦ − |<) P ′Y C0| = |<) P ′Y Q′| =

= 180◦ − |<) P ′EcQ
′| = 180◦ − |<) C1NL|.

Využijme nyńı výhodně i bod U a všimněme si, že plat́ı

|<) C1UC0|+ |<) C1U
′C0| = |<) C1NL|+ (180◦ − |<) C1NL|) = 180◦.

Odtud plyne, že čtyřúhelńık C1U
′C0U je tětivový. Kružnice n je, jak už v́ıme, opsána

trojúhelńıku C1C0U , tud́ıž na ńı lež́ı i bod U ′, který je tak společným bodem kruž-
nic ec a n. V něm maj́ı tyto kružnice vněǰśı dotyk d́ıky opačné orientaci poloměr̊u NC1

a EcP
′ stejnolehlých podle středu U ′.

T́ım je celý výklad Binderova d̊ukazu ukončen.

Dobbsova konstrukce

Nejprve k uvažovaným třem kružnićım i, ec, n se středy I, Ec, N sestroj́ıme jejich
poloměry IQ, EcQ

′, NL kolmé k př́ımce AB určené tak, že Q a Q′ jsou body dotyku
prvńıch dvou kružnic se stranou AB a třet́ı poloměr NL je souhlasně rovnoběžný s po-
loměrem IQ. Nyńı už urč́ıme body U a U ′ na kružnici dev́ıti bod̊u (r̊uzné od bodu L)
následovně: bod U je jej́ı pr̊useč́ık s polopř́ımkou LQ a bod U ′ je jej́ı pr̊useč́ık s po-
lopř́ımkou LQ′.
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Dobbs̊uv d̊ukaz

Pro přehlednost celého postupu nejprve dokážeme jednoduché pomocné tvrzeńı,
které je samo o sobě zaj́ımavé. Označeńı bod̊u a kružnice voĺıme v Lemmatu takové,
jaké budeme dále potřebovat.

Lemma. Na kružnici n je dán oblouk C1C0 se středem L. Pro každý bod U kružni-
ce n, který je r̊uzný od bod̊u C1, C0 a L, označ́ıme Q pr̊useč́ık př́ımek C1C0 a LU . Pak
hodnota součinu |LU | · |LQ| je nezávisle na výběru bodu U rovna |LC1|2.

Důkaz: Rozlǐśıme, na kterém z obou oblouk̊u s krajńımi body C1, C0 bod U lež́ı.

C1 C0

Un

L

Q C0
C1

U

n

L

Q

Ze shodnosti oblouk̊u LC1 a LC0 plyne, že na každém z obrázk̊u jsou vyznačeny tři
shodné úhly. Vid́ıme, že v obou př́ıpadech jsou trojúhelńıky LC1Q a LUC1 podobné
podle věty uu: maj́ı totiž společný úhel u vrcholu L a shodné úhly u vrchol̊u C1, U .
Odtud plyne |LQ|/|LC1| = |LC1|/|LU | neboli |LU | · |LQ| = |LC1|2 a d̊ukaz je hotov.4

Před vlastńım d̊ukazem správnosti Dobbsovy konstrukce odvod́ıme ještě jednu dvo-
jici vztah̊u, kterou ńıže označ́ıme (7.1). Využijeme k tomu daľśı obrázek pro týž troj-
úhelńık ABC z naš́ı ilustrace k Dobbsově konstrukci, který splňuje dohodnutou pod-
mı́nku |AC| > |BC|. Na obrázku jsou kromě p̊uvodńıch poloměr̊u IQ a EcQ

′ vykresleny
tyto nové prvky: střed C1 strany AB, výška CC0, oblouk opsané kružnice o = (O,R)
a jej́ı poloměry s koncovými body A, D, C. Vyznačena je rovněž osa úhlu ACB, na
které lež́ı po řadě body C, I, D a Ec. Stejnou osu má d́ıky Lemmatu 14.1(iii) rovněž
úhel OCC0, tud́ıž pět zeleně na obrázku vyznačených úhl̊u má tutéž velikost, která
je označena θ.

Jelikož úsečky C1Q, QC0 jsou kolmými pr̊uměty po řadě úseček DI, IC na př́ım-
ku AB, plat́ı rovnosti

|C1Q| = |DI| sin θ a |QC0| = |IC| sin θ.
4Pro situaci z levého obrázku, kdy polopř́ımka UL je osou vnitřńıho úhlu trojúhelńıku C1C0U ,

je dokázané tvrzeńı součást́ı Lemmatu 14.4.

59



Kapitola 7: D̊ukazy konstrukcemi bod̊u dotyku 2

Obdobně plat́ı
|C1Q

′| = |DEc| sin θ a |Q′C0| = |EcC| sin θ.
Vynásob́ıme-li mezi sebou dvě rovnosti z téhož řádku, pak s ohledem na vzorce |DI|·
·|IC| = 2Rr a |DEc| · |EcC| = 2Rrc (Lemma 14.5) dojdeme ke vztah̊um

|C1Q| · |QC0| = 2Rr sin2 θ a |C1Q
′| · |Q′C0| = 2Rrc sin

2 θ. (7.1)

o

A
B

C

I

Ec

Q′
Q

rc

r

C1

D

O

R

R

C0

θ

θ

θ

θ
θ

Na daľśım obrázku už je samotná Dobbsova konstrukce. Přikresleny jsou i některé
prvky z předchoźıho obrázku a nově je vyznačena velikost 2θ p̊uvodńıho úhlu OCC0.
Stejnou velikost má i úhel C1NL, nebot’ oba úhly OCC0 a C1NL maj́ı souhlasně
rovnoběžná jak prvńı ramena (Lemma 14.1(ii)), tak druhá ramena (podle konstrukce
bodu L). Základna LC1 rovnoramenného trojúhelńıku LC1N má proto délku R sin θ.
Dı́ky tomu Lemma z úvodu našeho výkladu Dobbsova d̊ukazu vede k rovnostem

|LU | · |LQ| = |LU ′| · |LQ′| = |LC1|2 = R2 sin2 θ.

Nyńı využijeme dvoj́ı vyjádřeńı mocnost́ı bod̊u Q, Q′ ke kružnici n. Dosad́ıme-li do
rovnost́ı |LQ| · |QU | = |C1Q| · |QC0| a |LQ′| · |Q′U | = |C1Q

′| · |Q′C0| dř́ıve odvozené
hodnoty z (7.1), dostaneme

|LQ| · |QU | = 2Rr sin2 θ a |LQ′| · |Q′U | = 2Rrc sin
2 θ.

Dáme–li tyto rovnosti do poměru s rovnostmi ze závěru předchoźıho odstavce, obdrž́ıme

|QU |
|LU |

=
2Rr sin2 θ

R2 sin2 θ
=

r
1
2
R

a
|Q′U ′|
|LU ′|

=
2Rrc sin

2 θ

R2 sin2 θ
=

rc
1
2
R
.

60
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A
B

C

I

Ec

C1

N

n

L

Q′

Q

rc

r

1
2
R

U

U ′

i

C0

O
R

2θ

ec
2θ

1
2
R

Plat́ı tedy |QU |/|LU | = |IQ|/|NL| a |Q′U ′|/|LU ′| = |EcQ
′|/|NL|. To už spolu

s červeně a modře na obrázku vyznačenými úhly znamená, že jak trojúhelńıky IQU
a NLU , tak i trojúhelńıky EcQ

′U ′ a NLU ′ jsou podobné (podle věty sus). Proto
jsou trojice bod̊u (N, I, U) a (N,U ′, Ec) v uvedených pořad́ıch kolineárńı. Nav́ıc z rov-
nosti |NL| = |NU | plyne |IQ| = |IU | (neboli U ∈ i), takže kružnice n, i jsou podle
společného bodu U stejnolehlé. Obdobně z |NL| = |NU ′| plyne |EcQ

′| = |EcU
′| (neboli

U ′ ∈ ec), takže kružnice n, ec jsou podle společného bodu U ′ stejnolehlé. T́ım je náš
výklad Dobbsova d̊ukazu (rozš́ı̌reného o úvahy pro připsanou kružnici) ukončen.
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Kapitola 8

Důkaz užit́ım Pappových úloh

E. H. Neville1 ve svém článku [Nev] z roku 1928 dokázal Feuerbachovu větu zp̊usobem,
při kterém pro obecný trojúhelńık ABC vedle kružnic, jež ve Feuerbachově větě vy-
stupuj́ı a z nichž budeme dále pracovat s vepsanou kružnićı i, kružnićı ec připsanou
straně AB a kružnićı n dev́ıti bod̊u, zavedl ještě dvě daľśı pomocné kružnice. Prvńı
(resp. druhá) z nich se dotýká př́ımky AB ve stejném bodě jako kružnice i (resp. jako
kružnice ec) a má rovněž vnitřńı (resp. vněǰśı) dotyk s kružnićı n. T́ımto obratem Ne-
ville vcelku přirozeně a jednoduše převedl d̊ukaz Feuerbachovy věty na úlohu dokázat,
že ony dvě pomocné kružnice splývaj́ı s kružnicemi i a ec. To se mu povedlo, jak v této
kapitole detailně poṕı̌seme, na základě hlubš́ıho rozboru těch úloh, kterým pomocné
kružnice (podle zp̊usobu svého určeńı) vyhovuj́ı. Jedná se o jeden druh úloh, které
běžně nazýváme Pappovy. Zadáńı tohoto druhu a snadnou konstrukci vyhovuj́ıćıch
kružnic nejprve stručně připomeneme.

Pappova úloha: Je dána př́ımka c, jej́ı bod Q a kružnice n, která neprocháźı bo-
dem Q, ani se nedotýká př́ımky c. Sestrojte kružnici, která se dotýká př́ımky c v bodě Q
a má rovněž (vnitřńı nebo vněǰśı) dotyk s kružnićı n.

Tato úloha, kterou budeme dále značit (c,Q, n), má vždy dvě řešeńı. Plyne to z úvah
o stejnolehlosti dvou dotýkaj́ıćıch se kružnic a jejich rovnoběžných tečnách. Ty vedou
ke známé konstrukci obou vyhovuj́ıćıch kružnic, ilustrované následuj́ıćı dvojićı obrázk̊u.
Neńı přitom podstatné, že jsme pro přehlednost zvolili situaci, kdy zadaná př́ımka c
zadanou kružnici n neprot́ıná.

1Eric Harold Neville (1889–1961), anglický matematik, profesor Univerzity v Readingu, autor
významných text̊u a článk̊u, který se aktivně zapojoval do řešeńı aktuálńıch otázek matematického
vzděláváńı.
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Kapitola 8: D̊ukaz užit́ım Pappových úloh

c

n

Q cQ

n

V hlavńım výsledku Nevilleova článku [Nev], který nyńı uvedeme a dokážeme, jsou
popsány daľśı vlastnosti řešeńı Pappovy úlohy (c,Q, n) pro situaci, kdy př́ımka c prot́ıná
kružnici n ve dvou bodech. Rozlǐseny budou dva př́ıpady a) a b) podle toho, zda Q je
bodem vnitřńı či vněǰśı oblasti kružnice n.2

Věta. Daná kružnice n a daná př́ımka c se prot́ınaj́ı ve dvou bodech C1 a C0. Necht’

KL je pr̊uměr kružnice n kolmý k př́ımce c.

a) Pro libovolný vnitřńı bod Q úsečky C1C0 uvažme kružnici, která se v bodě Q
dotýká př́ımky c a která má vnitřńı dotyk s obloukem C1KC0 kružnice n. Pak střed S
této kružnice lež́ı na rovnoběžce s př́ımkou C1K vedené takovým bodem Y úsečky C1C0,
jehož poloha je určena rovnost́ı |C1Y | · |C1C0| = |C1Q|2.

b) Pro libovolný vnitřńı bod Q′ polopř́ımky opačné k polopř́ımce C1C0 uvažme kruž-
nici, která se v bodě Q′ dotýká př́ımky c a která má vněǰśı dotyk s obloukem C1LC0

kružnice n. Pak střed S ′ této kružnice lež́ı na rovnoběžce s př́ımkou C1K vedené takovým
bodem Y ′ polopř́ımky C1C0, jehož poloha je určena rovnost́ı |C1Y

′| · |C1C0| = |C1Q
′|2.

Důkaz: Věnujme se nejprve př́ıpadu a) podle prvńıho obrázku ńıže. V něm N
znač́ı střed kružnice n a J pr̊useč́ık tětivy C1C0 s pr̊uměrem KL. Provedena je rovněž
známá (výše připomenutá) konstrukce středu S jediné vyhovuj́ıćı kružnice: Bod U
jej́ıho vnitřńıho dotyku s obloukem C1KC0 lež́ı na spojnici bod̊u dotyku Q, L rov-
noběžných tečen obou kružnic.

2Ilustrace k oběma př́ıpad̊um jsou zařazeny do následného textu d̊ukazu Věty.
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L

N

n

K

JC1 C0Q

P2

US

P1

Y c

Ke středu S jsou ještě sestrojeny jeho kolmé pr̊uměty P1, P2 po řadě na př́ımku LU
a na tečnu ke kružnici n v bodě L. Konečně bod Y je na obrázku zaveden jako pr̊useč́ık
úsečky C1C0 s kolmićı k př́ımce C1L vedenou kolem S.3 Naš́ım ćılem je dokázat rovnost
|C1Y | · |C1C0| = |C1Q|2.

Jelikož body P1, P2 lež́ı na Thaletově kružnici nad pr̊uměrem SL, z mocnosti boduQ
k této kružnici plyne

|SQ| · |QP2| = |P1Q| · |QL|.
Dosad́ıme-li sem |QP2| = |JL|, |P1Q| = 1

2
|UQ| a poté užijeme mocnost bodu Q

ke kružnici n, dostaneme

|SQ| · |JL| = 1
2
|UQ| · |QL| = 1

2
|C1Q| · |QC0|. (8.1)

Všimněme si, že C1K ⊥ C1L ⊥ SY podle Thaletovy věty a podle konstrukce
bodu Y , tud́ıž SY ∥ C1K, jak je na obrázku vyznačeno. Spolu s KL ∥ SQ ⊥ c to
dokazuje shodnost tř́ı vyznačených ostrých úhl̊u v pravoúhlých trojúhelńıćıch C1KL,
JC1L a QSY . Z podobnosti posledńıch dvou z nich s přihlédnut́ım k rovnosti |C1J | =
= 1

2
|C1C0| obdrž́ıme

|JL|
|C1J |

=
|QY |
|SQ|

neboli |SQ| · |JL| = |C1J | · |QY | = 1
2
|C1C0| · |QY |.

Porovnáńım s (8.1) tak docháźıme k rovnosti součin̊u

|C1Q| · |QC0| = |C1C0| · |QY |. (8.2)

3Ve formulaci Věty je určeńı bodu Y pochopitelně odlǐsné, aby naopak posloužilo k určeńı středu S.
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Vystupuj́ı v ńı čtyři body C1, Y , Q, C0 lež́ıćı v tomto pořad́ı na př́ımce c. Proto plat́ı
vztahy

|QC0| = |C1C0| − |C1Q| a |QY | = |C1Q| − |C1Y |,

které do rovnosti (8.2) dosad́ıme a pak ji dále uprav́ıme:

|C1Q| · (|C1C0| − |C1Q|) = |C1C0| · (|C1Q| − |C1Y |),
|C1Q| · |C1C0| − |C1Q|2 = |C1C0| · |C1Q| − |C1C0| · |C1Y |,

|C1Q|2 = |C1C0| · |C1Y |.

T́ım je d̊ukaz Věty pro př́ıpad a) hotov.

Analogický d̊ukaz pro př́ıpad b) zaṕı̌seme stručněji. Využijeme při něm stejné
označeńı a obdobné konstrukce jako v př́ıpadě a). Jsou zachyceny na následuj́ıćım
obrázku.

L

N

n

J
C0

C1Q′

P2

U ′

S ′

Y ′

P1

K

c

Úvahy z d̊ukazu pro př́ıpad a) z̊ustávaj́ı v platnosti beze změn od počátku až po po-
dobnost trojúhelńık̊u C1KL, JC1L a Q′S ′Y ′. Přivedou nás k rovnoběžnosti S ′Y ′ ∥ C1K
(opět vyznačené na obrázku) a k rovnosti obdobné (8.2), která je tvaru

|C1Q
′| · |Q′C0| = |C1C0| · |Q′Y ′|. (8.3)

Tentokrát sem dosad́ıme vztahy

|Q′C0| = |C1C0|+ |C1Q
′| a |Q′Y ′| = |C1Q

′|+ |C1Y
′|.
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Daľśı úpravou dostaneme:

|C1Q
′| · (|C1C0|+ |C1Q

′|) = |C1C0| · (|C1Q
′|+ |C1Y

′|),
|C1Q

′| · |C1C0|+ |C1Q
′|2 = |C1C0| · |C1Q

′|+ |C1C0| · |C1Y
′|,

|C1Q
′|2 = |C1C0| · |C1Y

′|.

T́ım je d̊ukaz Věty i pro př́ıpad b) hotov.

Důkaz Feuerbachovy věty

Ukážeme, jak Feuerbachovo tvrzeńı plyne z dokázané Věty. Jistě se stač́ı zabývat
trojúhelńıkem ABC, ve kterém plat́ı |AC| > |BC|, a při dohodnutém označeńı dokázat
vnitřńı dotyk kružnic i, n a vněǰśı dotyk kružnic ec, n. Využijeme k tomu body dotyku
Q a Q′ kružnic i, resp. ec s př́ımkou c strany AB. Dı́ky předpokladu |AC| > |BC|
lež́ı body Q′, C1, Q, C0 v tomto pořad́ı na př́ımce c, přitom bod C1 je jak známo
(viz Lemma 14.2) středem úsečky Q′Q.

Našim ćılem je dokázat, že kružnice i a ec jsou totožné s kružnicemi, které jsou
řešeńımi Pappových úloh (c,Q, n), resp. (c,Q′, n) upřesněnými v dokázané Větě. Tato
řešeńı jsou červeně vykreslena jako kružnice se středy S, S ′ na následuj́ıćım obrázku.

A
B

C

c

A1

C1

B1

Y = Y ′

n

C0

S

Q
Q′

S ′

K

L

Připomeňme, že podle zněńı Věty je KL pr̊uměr kružnice n kolmý k př́ımce c a že
body Y a Y ′ lež́ıćı na polopř́ımce C1C0 jsou určeny rovnostmi

|C1Y | · |C1C0| = |C1Q|2 a |C1Y
′| · |C1C0| = |C1Q

′|2.
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Z nich d́ıky |C1Q| = |C1Q
′| tak skutečně máme Y = Y ′, jak je na obrázku vyzna-

čeno. Stejné ṕısmeno Y už́ıváme v jiných kapitolách práce k označeńı toho bodu
na straně AB, který je jej́ım pr̊useč́ıkem s osou vnitřńıho úhlu ACB daného trojúhel-
ńıku ABC. Podle Lemmatu 14.3 pro tento pr̊useč́ık Y však plat́ı

|C1Y | · |C1C0| = |C1Q|2 = |C1Q
′|2,

takže porovnáńım s předchoźı dvojićı rovnost́ı zjǐst’ujeme, že rovněž v naš́ı situaci
”
zdvo-

jený“ bod Y = Y ′ lež́ı na ose úhlu ACB.

Samotné tvrzeńı Věty, které teprve nyńı uplatńıme, je na obrázku zd̊urazněno
červeně vykreslenou př́ımkou: V př́ıpadě Y = Y ′ lež́ı středy S a S ′ s bodem Y na
jedné př́ımce, která je rovnoběžná s př́ımkou C1K. Zároveň však středy S a S ′ lež́ı,
stejně jako středy I a Ec kružnic i a ec, na kolmićıch k př́ımce c vedených body Q a Q′.
Proto našeho ćıle, totiž rovnost́ı I = S a Ec = S ′, bude dosaženo, pokud ověř́ıme, že
př́ımka C1K je rovnoběžná s osou úhlu ACB (která tak bude skutečně červeně vykresle-
nou, k vrcholu C nedotaženou polopř́ımkou). K potřebnému ověřeńı využijeme středńı
př́ıčku A1B1 trojúhelńıku ABC: Jelikož K je středem oblouku C1C0 kružnice n, a tedy
rovněž středem jej́ıho oblouku B1A1, je polopř́ımka C1K osou úhlu A1C1B1, takže
je skutečně rovnoběžná s osou úhlu ACB, který je totiž s úhlem A1C1B1 stejnolehlý
podle těžǐstě trojúhelńıku ABC. T́ım je celý výklad Nevilleova d̊ukazu Feuerbachovy
věty ukončen.
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Kapitola 9

Důkaz pomoćı rozš́ı̌reńı
Ptolemaiovy věty

Důkaz, kterým se budeme v této kapitole zabývat, uvedl v roce 1944 v časopise The Ma-
thematical Gazette matematik W. J. Hodgetts jako stručný př́ıspěvek [Hod] se značně
problematickou poznámkou, že je to patrně nejkratš́ı možný d̊ukaz Feuerbachovy věty.
Podrobněǰśı výklad této metody je však podán již ve starš́ı a námi i jinde zmiňované
knize Modern Geometry autora Rogera A. Johnsona z roku 1929. V seznamu užité lite-
ratury ji uvád́ıme jako knihu [Joh] v nezměněném vydáńı z roku 1960, kde je dotyčný
d̊ukaz vyložen na stranách 89–90 a 200–201. Jak tam Johnson uvád́ı, s myšlenkou
r̊uzných rozšǐrováńı Ptolemaiovy věty přǐsel John Casey.1 Lze se o tom přesvědčit v jeho
knize [Cas, str. 103 a dále], nazvané A Sequel to the First Six Books of the Elements of
Euclids z roku 1886, která je autorským přepracováńım a doplněńım dř́ıvěǰśıho vydáńı
s kratš́ım názvem The First Six Books of the Elements of Euclids z roku 1882.

Výklad d̊ukazu z knihy [Joh] bude v našem podáńı elementárněǰśı. Vyhneme se
zcela odkaz̊um na teorii svazk̊u kružnic a teprve v úplném závěru d̊ukazu hlavńıho Lem-
matu využijeme pouze základńı poznatek o př́ımce zvané chordála dvou nesoustředných
kružnic.

Je logické, že náš výklad započneme připomenut́ım klasické Ptolemaiovy věty o tě-
tivovém čtyřúhelńıku.2 Uvedeme ji však v pro nás potřebné méně běžné

”
oboustranné“

variantě, tj. ve formě ekvivalence, která je d̊usledkem obecněǰśıho tvrzeńı o Ptole-
maiově nerovnosti. Tuto ekvivalenci i s jej́ım syntetickým d̊ukazem lze nalézt v českém
článku [Lei].

1O tomto irském matematikovi se zmiňujeme rovněž v závěrečné Poznámce kapitoly 11.
2Klaudios Ptolemaios (90–165) byl významný matematik a fyzik p̊usob́ıćı v Alexandrii. Zmı́něná

věta byla poprvé dokázána v jeho d́ıle Megalé syntaxis tés astronomás (Velká skladba astronomie),
známěǰśım později pod názvem Almagest.
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Ptolemaiova věta: Daný čtyřúhelńık (at’ už konvexńı či nekonvexńı) je tětivový,
právě když součin délek jeho úhlopř́ıček je roven součtu obou součin̊u délek jeho pro-
těǰśıch stran.

Jisté rozš́ı̌reńı takto pojaté Ptolemaiovy věty bude t́ım d̊ukazovým prostředkem,
který uplatńıme v této kapitole. Před formulaćı a d̊ukazem tohoto hlavńıho Lemmatu
bude vhodné zmı́nit následuj́ıćı. Má-li zkoumaný čtyřúhelńık za vrcholy body X, Y ,
Z, U v předem neznámém pořad́ı na své hranici, můžeme rovnost z Ptolemaiovy věty
zapsat unifikovaným zp̊usobem jako

|XY | · |ZU | ± |XZ| · |Y U | ± |Y Z| · |XU | = 0 (9.1)

s vhodnou kombinaćı znak̊u + a –. Skutečně, př́ıpad dvou znak̊u + je zřejmě vyloučen,
v ostatńıch třech př́ıpadech rovnost (9.1) vyjadřuje, že jeden ze zastoupených součin̊u
je roven součtu zbývaj́ıćıch dvou součin̊u. Souvislost rovnosti (9.1) s obdobnou rov-
nost́ı (9.2) z následuj́ıćıho Lemmatu upřesńıme hned za jeho formulaćı, tedy dř́ıve než
přistouṕıme k jeho vlastńımu d̊ukazu.

Lemma. Na kružnici k jsou dány tři r̊uzné body X, Y , Z a na kružnici l tři body
K, L, M takové, že př́ımky XK, Y L, ZM jsou tečny kružnice l (s body dotyku K, L,
resp. M). Pak kružnice k a l se navzájem dotýkaj́ı, právě když plat́ı rovnost

|XY | · |ZM | ± |XZ| · |Y L| ± |Y Z| · |XK| = 0 (9.2)

při vhodném výběru znak̊u + a −.

Poznamenejme, co jsme výše sĺıbili: V př́ıpadě, kdy kružnice l degeneruje v jediný
bod U (tj. v

”
kružnici“ s nulovým poloměrem), plat́ı rovnosti K = L = M = U a rov-

nost (9.2) tak přejde v rovnost (9.1), která je jak v́ıme podmı́nkou nutnou i postačuj́ıćı
k tomu, aby dotyčný bod U ležel (stejně jako body A, B, C) na kružnici k. V tomto
smyslu je Lemma rozš́ı̌reńım uvedené Ptolemaiovy věty. Bez ńı samotné se ovšem při
následuj́ıćım d̊ukazu neobejdeme.

Důkaz: V prvńı části budeme předpokládat, že kružnice k a l maj́ı dotyk v bodě U .
Bez újmy na obecnosti uvažujme situaci, kdy bod U lež́ı na tom obloukuXZ kružnice k,
který neobsahuje bod Y . Podle Ptolemaiovy věty pak plat́ı

|XZ| · |Y U | = |XY | · |ZU |+ |Y Z| · |XU |. (9.3)

Dokážeme, že rovnost (9.2) je tehdy splněna v obdobné formě

|XZ| · |Y L| = |XY | · |ZM |+ |Y Z| · |XK|. (9.4)

Výklad doprovod́ıme dvojićı obrázk̊u, na kterých je rozlǐseno, zda kružnice k a l
maj́ı v bodě U vnitřńı, resp. vněǰśı dotyk.
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X

Y

Z

k

U

l

K

L
M

X

Z

Y

k

U

l
K

M

L

Y ′

Y ′

V obou př́ıpadech je kružnice l obrazem kružnice k ve stejnolehlosti se středem U
a vhodným koeficientem λ. Pro něj v př́ıpadě vnitřńıho dotyku plat́ı 0 < λ < 1 (d́ıky
předpokladu Lemmatu totiž body X, Y , Z lež́ı ve vněǰśı oblasti kružnice l), zat́ımco
v př́ıpadě vněǰśıho dotyku plat́ı λ < 0. Ukážeme-li, že v obou př́ıpadech jsou s kon-
stantou t =

√
1− λ splněny rovnosti

|XK| = t|XU |, |Y L| = t|Y U |, |ZM | = t|ZU |, (9.5)

pak jejich dosazeńım do t-násobku rovnosti (9.3) obdrž́ıme kýženou rovnost (9.4)
a prvńı část d̊ukazu pak bude hotova.

Ze tř́ı analogických rovnost́ı (9.5) jistě stač́ı dokázat jen tu prostředńı. K tomu ozna-
č́ıme Y ′ druhý pr̊useč́ık polopř́ımky Y U s kružnićı l. V př́ıpadě 0 < λ < 1 (obrázek
vlevo) máme |Y ′U | = λ|Y U |, odkud |Y Y ′| = |Y U | − |Y ′U | = (1 − λ)|Y U |. V př́ıpadě
λ < 0 (obrázek vpravo) máme |Y ′U | = −λ|Y U |, odkud |Y Y ′| = |Y U | + |Y ′U | =
= (1− λ)|Y U |. V obou př́ıpadech vyšel stejný vzorec |Y Y ′| = (1− λ)|Y U |. Dosad’me
ho do dvoj́ıho vyjádřeńı mocnosti bodu Y ke kružnici l:

|Y L|2 = |Y Y ′| · |Y U | = (1− λ)|Y U | · |Y U | = (1− λ)|Y U |2.

Odtud po odmocněńı už dostáváme prostředńı vzorec (9.5).

Ve druhé části celého d̊ukazu budeme naopak předpokládat, že plat́ı rovnost (9.2),
bez újmy na obecnosti v podobě (9.4), kterou jsme dokazovali v prvńı části. Dokážeme,
že pak kružnice k a l se navzájem dotýkaj́ı, a to v některém bodě U toho oblouku XZ
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kružnice k, který neobsahuje bod Y .

K určeńı zmı́něného bodu U využijeme základńı informaci o kružnićıch, kterým
běžně ř́ıkáme Apolloniovy.3 Vše potřebné shrneme do této poučky4: Je-li v rovině ϱ
dána úsečka AB, pak množina všech těch bod̊u V ∈ ϱ, pro které má poměr |AV | : |BV |
danou hodnotu p > 0, je v př́ıpadě p ̸= 1 kružnice se středem na př́ımce AB, která
prot́ıná úsečku AB v jediném bodě V0; v př́ıpadě p = 1 je touto množinou osa úsečky AB
(a přitom bod V0 je jej́ı střed).

Uplatněme uvedenou poučku v naš́ı situaci, a to pro body A = X, B = Z a hodnotu
p = |XK|/|ZM |. Dostaneme Apolloniovu kružnici (př́ıpadně osu úsečky XZ) tvořenou
právě těmi body V , které splňuj́ı úměru

|XV | : |ZV | = |XK| : |ZM |. (9.6)

Tato kružnice, která je zčásti červeně vykreslena v daľśı dvojici obrázk̊u5, protne vždy
oba obloukyXZ kružnice k (d́ıky jedinečnosti bodu V0 popsaného v poučce). Za bod U ,
který bude kandidátem na mı́sto dotyku kružnic k a l, vybereme pr̊useč́ık sestrojené
Apolloniovy kružnice s t́ım obloukem XZ kružnice k, který neobsahuje bod Y .

X

Y

Z

k

U

l

K

L
M

X

Z

Y

k

U

l
K

L

M

V0

V0

3Pojmenovány jsou po matematikovi Apollóniovi z Pergy (262 př. n. l.–190 př. n. l.). Tyto kružnice
mohl Apollonius objevit při svém řešeńı tzv. úlohy o pronásledováńı, o ńıž se lze doč́ıst na stránce
https://mathworld.wolfram.com/ApolloniusPursuitProblem.html.

4Podrobněǰśı výklad o Apollonivých kružnićıch lze nalézt v [B-Z, str. 11–13].
5K tomuto rozlǐseńı dvou možných situaćı se vyjádř́ıme později.
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Pro tětivový čtyřúhelńık XY ZU podle Ptolemaiovy věty plat́ı

|XZ| · |Y U | = |XY | · |ZU |+ |Y Z| · |XU |.

Nav́ıc z úměry (9.6) pro náš vybraný bod V = U plynou vyjádřeńı |XK| = t|XU |
a |ZM | = t|ZU | pro vhodné t > 0. Dosad́ıme-li tyto vztahy do t-násobku předchoźı
rovnosti, dostaneme

t · |XZ| · |Y U | = |XY | · |ZM |+ |Y Z| · |XK|.

Vyšla nám stejná pravá strana jako v předpokládané rovnosti (9.4). Z rovnosti levých
stran |XZ| · |Y L| = t · |XZ| · |Y U | proto plyne |Y L| = t|Y U |, nebot’ |XZ| ̸= 0. Plat́ı
tud́ıž trojice rovnost́ı

|XK| = t|XU |, |Y L| = t|Y U |, |ZM | = t|ZU |. (9.7)

Povšimněme si, že obrázek vlevo, resp. vpravo odpov́ıdá př́ıpadu t < 1, resp. t > 1.6

Uvažme na závěr vedle kružnice l také kružnici l′ , která je obrazem kružnice k
ve stejnolehlosti se středem U a koeficientem λ daným vzorcem λ = 1 − t2.7 Stejným
rozborem př́ıpad̊u 0 < λ < 1 a λ < 0 jako v prvńı části d̊ukazu, což zde opakovat
nebudeme, lze zjistit, že mocnost každého bodu W ∈ k ke kružnici l′ má kladnou hod-
notu (1 − λ)|WU |2 neboli t2|WU |2. To s ohledem na (9.7) znamená, že každý ze tř́ı
bod̊u X, Y , Z má ke dvěma kružnićım l a l′ stejnou mocnost. Kdyby tyto dvě kružnice
nebyly totožné, nemohly by být (kv̊uli předchoźı větě) soustředné. Pro každé dvě ne-
soustředné kružnice je však známo, že množina těch bod̊u, které k nim maj́ı stejnou
mocnost, tvoř́ı př́ımku (zvanou chordála daných dvou kružnic)8. V př́ıpadě l ̸= l′ by
proto body X, Y , Z musely být kolineárńı, což odporuje tomu, že jde o tři r̊uzné body
na téže kružnici k. Plat́ı tedy l = l′, a proto se kružnice k a l v bodě U navzájem
dotýkaj́ı. T́ım je i druhá část d̊ukazu ukončena.

Poznámka 1. Z provedeného d̊ukazu plyne zaj́ımavá informace o poloze bodu U
dotyku posuzovaných kružnic k a l. Je podle (9.7) určena rovnost́ı

|XU | : |Y U | : |ZU | = |XK| : |Y L| : |ZM |.

Důkaz Feuerbachovy věty

Ukážeme, jak Feuerbachovo tvrzeńı snadno plyne z dokázaného Lemmatu. Jak po-
znamenává R. A. Johnson na str. 200 své knihy [Joh], dotyčné Lemma bylo zřejmě

”
vymyšleno“ (v angl. originále

”
deviced“) předevš́ım za t́ımto účelem.

6Dále zjist́ıme, že hodnota t = 1 možná neńı – při takovém t by kružnice l měla nulový poloměr.
7Výběr hodnoty λ je motivován vzorcem t =

√
1− λ z prvńı části našeho d̊ukazu.

8Důkaz je uveden v [B-Z, str. 90–91].
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V prvńı části dokážeme pro libovolný trojúhelńık, který neńı rovnostranný, do-
tyk jeho kružnice n (dev́ıti bod̊u) s jemu vepsanou kružnićı i. Jistě se stač́ı omezit
na r̊uznostranný trojúhelńık, pojmenovaný ABC tak, aby pro délky a, b, c jeho stran
platilo b > c > a. Body dotyku těchto stran s kružnićı i (r̊uzné od jejich střed̊u A1, B1,
C1) jsou označeny Q, Qa, Qb podle obrázku.

A B

C

C1

A1B1

Q

Qb

Qa

n
i

Kružnice n je opsána př́ıčkovému trojúhelńıku A1B1C1, jehož strany maj́ı délky

|B1C1| = 1
2
a, |A1C1| = 1

2
b, |B1A1| = 1

2
c (9.8)

Zabývejme se nyńı délkami tečen ke kružnici i ze střed̊u A1, B1 a C1. Urč́ıme je
snadno z délek takových tečen z vrchol̊u A a B, které jsou dány Lemmatem 14.2
následovně:

|AQ| = |AQb| = 1
2
(b+ c− a) a |BQa| =

1

2
(a+ c− b).

Odtud s ohledem na předpoklad b > c > a z našeho obrázku vyčteme vztahy

|A1Qa| = 1
2
(b− c), |B1Qb| = 1

2
(c− a), |C1Q| = 1

2
(b− a). (9.9)

Rovnosti (9.8) a (9.9) jsou vš́ım, co potřebujeme k uplatněńı Lemmatu.9 Podle něho
se kružnice n a i dotýkaj́ı, plat́ı-li rovnost

|B1C1| · |A1Qa|+ |A1C1| · |B1Qb| − |A1B1| · |C1Q| = 0.

Jej́ı levá strana má ovšem po dosazeńı (9.8) a (9.9) hodnotu

1
2
a · 1

2
(b− c) + 1

2
b · 1

2
(c− a)− 1

2
c · 1

2
(b− a) = 1

4
(ab− ac+ bc− ab− bc+ ac) = 0.

T́ım je prvńı část d̊ukazu hotova.

V druhé části d̊ukazu uváž́ıme opět kružnici n opsanou př́ıčkovému trojúhelńıku
A1B1C1 a dokážeme jej́ı dotyk s kružnićı ec připsanou straně AB výchoźıho trojúhelńı-
ku ABC. Jistě se stač́ı omezit na př́ıpad, kdy plat́ı |AC| < |BC| neboli b < a. Potřebné
body dotyku kružnice ec jsou pojmenovány Q′, Q′

a, Q
′
b podle obrázku.

9Tvrzeńı Lemmatu má tvar ekvivalence, je proto zapotřeb́ı jen podle vzorc̊u (9.8) a (9.9) otestovat,
který výběr znak̊u + a – v dotyčné rovnosti (9.2) bude ten správný.
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A B

C

Q′
b

Q′

ec Q′
a

B1
A1

C1

n

Délky tečen ze střed̊u A1, B1, C1 ke kružnici ec znovu źıskáme z délek tečen z vrcho-
l̊u A, B. Ty maj́ı podle Lemmatu 14.2 vyjádřeńı

|AQ′| = |AQ′
b| = 1

2
(a+ c− b) a |BQ′

a| =
1

2
(b+ c− a),

odkud s ohledem na předpoklad b < a z našeho obrázku vyčteme vztahy

|A1Q
′
a| = 1

2
(b+ c), |B1Q

′
b| = 1

2
(a+ c), |C1Q

′| = 1
2
(a− b). (9.10)

Dotyk kružnic n a ec vyplyne z Lemmatu, pokud ověř́ıme rovnost

|B1C1| · |A1Q
′
a| − |A1C1| · |B1Q

′
b| − |A1B1| · |C1Q

′| = 0.

Jej́ı levá strana má d́ıky rovnostem (9.8) a (9.10) hodnotu

1
2
a · 1

2
(b+ c)− 1

2
b · 1

2
(a+ c)− 1

2
c · 1

2
(a− b) = 1

4
(ab+ ac− ab− bc− ac+ bc) = 0.

T́ım je celý d̊ukaz Feuerbachovy věty ukončen.

Poznámka 2. Malým nedostatkem provedeného d̊ukazu Feuerbachovy věty je, že
užité rozš́ı̌reńı Ptolemaiovy věty nedává př́ımou odpověd’ na otázku, jaký je druh do-
tyku jednotlivých dvojic kružnic n, i a n, ec (vnitřńı či vněǰśı?). Na druhou stranu
použitá metoda nám přinesla cennou doplňuj́ıćı informaci: Poloha bodu dotyku F
kružnic n, i (který je nazýván Feuerbachovým bodem trojúhelńıku ABC) je určena
poměrem

|A1F | : |B1F | : |C1F | = |b− c| : |a− c| : |a− b|

a poloha bodu dotyku Fc kružnic n, ec poměrem

|A1Fc| : |B1Fc| : |C1Fc| = (b+ c) : (a+ c) : |a− b|.
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Důkaz užit́ım stejnolehlých
pr̊uměr̊u

Zaj́ımavý př́ıstup k d̊ukazu Feuerbachovy věty popsal A. E. Elder ve svém př́ıspěvku
[Eld] z roku 1960, zveřejněném v rubrice Classroom Notes časopisu Amer. Math. Mon-
thly. Založil ho na zřejmém poznatku o tom, že máme-li ve dvou kružnićıch dánu dvojici
navzájem rovnoběžných pr̊uměr̊u, pak tyto kružnice maj́ı vnitřńı, resp. vněǰśı dotyk,
pokud spojnice krajńıch bod̊u těchto pr̊uměr̊u (sestrojené jedńım ze dvou r̊uzných
zp̊usob̊u, jaké vid́ıme na obrázku) jsou navzájem kolmé př́ımky. Jejich pr̊useč́ık je tehdy
totiž jednak společným bodem obou kružnic (d́ıky Thaletově větě), jednak je to střed
vnitřńı, resp. vněǰśı stejnolehlosti dotyčných pr̊uměr̊u, v ńıž si tud́ıž odpov́ıdaj́ı i dané
kružnice, takže skutečně maj́ı vnitřńı, resp. vněǰśı dotyk.

I když je hlavńı myšlenka Elderova d̊ukazu, kterou jsme právě uvedli, velmi jed-
noduchá, při jej́ım uplatněńı se ve dvoustránkovém sděleńı [Eld] uváděj́ı bez d̊ukazu
určité nadstandardńı poznatky z geometrie rovinného trojúhelńıku, konkrétně obecné
vlastnosti Simsonových př́ımek a některé speciálńı vzorce pro středy a poloměry výz-
namných kružnic, jež s daným trojúhelńıkem spojujeme. Abychom učinili náš výklad
Elderova postupu přehledněǰśı a pojmově př́ıstupný i čtenář̊um s běžnou znalost́ı pla-
nimetrie, potřebné méně známé poznatky nejdř́ıve shrneme a dokážeme v pomocném
tvrzeńı.
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Lemma. Necht’ ABC je libovolný trojúhelńık, ve kterém plat́ı |AC| ≠ |BC|. Ozna-
čme H jeho ortocentrum a D střed toho oblouku AB kružnice o opsané trojúhel-
ńıku ABC, na kterém nelež́ı vrchol C. Pak pro bod D′ souměrně sdružený s bodem D
podle př́ımky AB plat́ı D′H ⊥ CD.

Důkaz: Jako obvykle označme α = |<) BAC|, β = |<) CBA| a γ = |<) ACB|. Jistě
stač́ı rozebrat př́ıpad, kdy |AC| > |BC|. Tehdy body C a H lež́ı v polorovině DD′B
a plat́ı β > α, takže α < 90◦. Věnujme se nejprve př́ıpadu γ < 90◦, při kterém
rozlǐśıme dvěma obrázky situace, kdy β < 90◦ a kdy β > 90◦ (pro β = 90◦ je zjed-
nodušeńı výkladu zřejmé). Našim ćılem je ukázat, že součet barevně vyznačených úhl̊u
DD′H a CDD′ je v obou situaćıch roven 90◦.

β < 90◦ β > 90◦

A
B

C

A B

D

D′

H

Co
o

D

D′

H ′

H

H ′

Na obou obrázćıch je vykreslen bod H ′ ∈ o, který je podle Lemmatu 14.1(i) obra-
zem ortocentra H v souměrnosti podle př́ımky AB. Pomůže nám k odvozeńı poznatku,
že v obou situaćıch plat́ı rovnost |<) AD′H| = 90◦ + α.
▷ Je-li β < 90◦, je tětivový čtyřúhelńık ADH ′B, a tedy i souměrně sdružený čtyřúhelńık
AD′HB. V něm proto plat́ı |<) AD′H| = 180◦ − |<) ABH|. Po dosazeńı zřejmé hodnoty
|<) ABH| = 90◦ − α už dostáváme |<) AD′H| = 90◦ + α.
▷ Je-li β > 90◦, stač́ı provést tyto změny: Tětivové jsou sdružené čtyřúhelńıky ADBH ′

a AD′BH. Do odtud plynoućı rovnosti |<) AD′H| = |<) ABH| tentokrát dosad́ıme hod-
notu |<) ABH| = 90◦ + α.

Vybaveni odvozenou rovnost́ı |<) AD′H| = 90◦ + α, dokonč́ıme celý d̊ukaz už pro
obě situace β < 90◦ a β > 90◦ společně. V kosočtverci ADBD′ máme |<) AD′B| =
= |<) ADB| = 180◦−γ, takže oba úhly AD′D a BDD′ maj́ı polovičńı velikost 90◦− 1

2
γ.

Pro prvńı vyznačený úhel DD′H tak dostáváme

|<) DD′H| = |<) AD′H| − |<) AD′D| = (90◦ + α)−
(
90◦ − 1

2
γ
)
= α + 1

2
γ.
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Velikost druhého vyznačeného úhlu CDD′ urč́ıme takto:

|<) CDD′| = |<) BDD′| − |<) BDC| =
(
90◦ − 1

2
γ
)
− α = 90◦ − α− 1

2
γ.

Sečteńım obou velikost́ı obdrž́ıme |<) DD′H| + |<) CDD′| = 90◦, jak jsme měli ukázat.
T́ım je d̊ukaz Lemmatu pro př́ıpad γ < 90◦ hotov.

Zbývaj́ıćı př́ıpady γ = 90◦ a γ > 90◦ jsou ilustrovány daľśı dvojićı obrázk̊u. Opět
jsou na nich vyznačeny rozhoduj́ıćı úhly DD′H a CDD′. Vid́ıme, že př́ıpad γ = 90◦

je d́ıky Thaletově větě triviálńı. Je také vcelku zřejmé, že př́ıpad γ > 90◦ se posoud́ı
obdobně jako př́ıpad ostrých úhl̊u α, β, γ výše, a proto podrobnosti zde uvádět nebu-
deme.

γ = 90◦ γ > 90◦

H ′

A B

C

A B
O

C = H

D′

D

O

D

D′
H

o

o

Důkaz Feuerbachovy věty

Nyńı jsme připraveni přej́ıt k samotnému Elderově d̊ukazu. Objasněme nejdř́ıve
podmı́nky, za jakých bude veden. Jistě stač́ı dokázat tvrzeńı o dotyku kružnice n dev́ıti
bod̊u s kružnićı i vepsanou a s kružnićı ec připsanou straně AB daného trojúhel-
ńıku ABC, a to v netriviálńım př́ıpadě, kdy |AC| ≠ |BC|, tedy např́ıklad |AC| > |BC|
bez újmy na obecnosti.1 Ke zmı́něným třem kružnićım uplatńıme kĺıčový poznatek
z úvodu této kapitoly, když přitom za směr jejich navzájem rovnoběžných pr̊uměr̊u
vybereme směr kolmý ke straně AB. Nejdř́ıve se zaměř́ıme na takový pr̊uměr KL pro
kružnici n.

1Celý d̊ukaz doprovod́ıme postupně třemi obrázky. Poř́ıd́ıme je z rozsahových d̊uvod̊u pouze pro
ostroúhlý trojúhelńık ABC, i když text podaného výkladu má ve zvoleném př́ıpadě |AC| > |BC|
obecnou platnost (stejně jako dř́ıve odvozené Lemma). Zat́ımco v p̊uvodńım zdroji [Eld] je d̊ukaz
podán jen pro kružnici vepsanou a k variantě pro kružnici připsanou je pouze uvedeno latinské spojeńı
mutatis mutandis (česky: po nezbytných úpravách), v našem výkladu provedeme d̊ukaz pro obě tyto
kružnice současně.
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Krajńı body K, L zmı́něného pr̊uměru KL kružnice n urč́ıme zp̊usobem, který
ilustrujeme následuj́ıćım obrázkem. Ten nám poslouž́ı rovněž k tomu, abychom z dř́ıve
dokázaného Lemmatu źıskali poznatky o pr̊uměru KL, které budeme dále potřebovat
a které jsou v obrázku vyznačeny červeně. Shrneme je po jejich odvozeńı v závěru
odstavce pod obrázkem.

C

A B

o

D

E

O

H
N

L

K

C1

D′

n

Na obrázku předně vid́ıme trojúhelńık ABC s ortocentrem H, kružnici o(O,R)
jemu opsanou a jej́ı pr̊uměr DE ⊥ AB. Jak v́ıme z kapitoly 1, kružnice n(N, 1

2
R)

je obrazem kružnice o ve stejnolehlosti (H, 1
2
). Zeleně vykreslená středńı př́ıčka KL

trojúhelńıku DHE je tak právě t́ım pr̊uměrem kružnice n, který splňuje kýženou
podmı́nku KL ⊥ AB. Protože jedńım z 9 významných bod̊u kružnice n je střed C1

strany AB, je podle Thaletovy věty úhel KC1L pravý. K d̊ukazu daľśı vyznačené kol-
mosti C1L ⊥ CD využijeme Lemma. Podle něho totiž plat́ı D′H ⊥ CD, kde D′ je ten
bod př́ımky DE, který je obrazem D v souměrnosti podle př́ımky AB, a tedy i podle
středu C1. Úsečka C1L je tud́ıž středńı př́ıčka trojúhelńıku DHD′, takže C1L ∥ D′H,
a proto kromě D′H ⊥ CD skutečně plat́ı i C1L ⊥ CD. Zd̊urazněme, že z dokázaných
kolmost́ı KC1 ⊥ C1L a C1L ⊥ CD budeme dále potřebovat už jen tu prvńı, zat́ımco
namı́sto druhé kolmosti využijeme jej́ı d̊usledek KC1 ∥ CD.

Odvozené vlastnosti pr̊uměru KL jsme vyznačili i v daľśım obrázku, rozš́ı̌reném
o nové body, úsečky a úhly, na které budeme v následném textu po etapách upozorňovat
a přitom pro ně odvozovat vztahy potřebné k završeńı celého d̊ukazu.
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B
A

C

D

E

C1
C0

H

K

L

I

QJ

Ec

Q′

o

rc

R

r

δ

δ

δ

δ

δ

Jak jsme sĺıbili, výklad k tomuto obrázku rozděĺıme pro přehlednost do tř́ı etap.

1. Na obrázku jsou vykresleny (kroměDE aKL) daľśı tři úsečky kolmé ke straněAB.
Dı́ky našemu předpokladu |AC| > |BC| to zprava doleva jsou: výška z vrcholu C s pa-
tou C0, poloměr IQ kružnice i a poloměr EcQ

′ kružnice ec, přitom body C, I, D,
Ec lež́ı v tomto pořad́ı na ose úhlu ACB. (Poloměry IQ a EcQ

′ obou kružnic teprve
na závěrečném obrázku prodlouž́ıme na jejich kýžené pr̊uměry XQ a X ′Q′ stejnolehlé
s pr̊uměrem KL kružnice n.)

2. Bod J na obrázku znač́ı patu výšky z vrcholu C1 pravoúhlého trojúhelńıkuKLC1.
Podle Eukleidovy věty tak plat́ı

|JC1|2 = |KJ | · |LJ |. (10.1)

Jelikož bod K je střed úsečky EH, z kolmého promı́táńı na př́ımku AB plyne, že bod J
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je střed úsečky C1C0, a proto jak známo plat́ı rovnosti2

|C1Q| · |QC0| = |JC1|2 − |JQ|2,
|Q′C1| · |Q′C0| = |JQ′|2 − |JC1|2.

(10.2)

3. Konečně je na obrázku rovněž vyznačeno pět úhl̊u s připsanou velikost́ı δ (jejich
shodnost je zřejmá z vyznačených kolmost́ı a rovnoběžnost́ı). Z pravoúhlého trojúhel-
ńıku LKC1 s výškou C1J tak máme

|LJ | = |LC1| · sin δ = (|KL| · sin δ) sin δ = |KL| · sin2 δ = R · sin2 δ. (10.3)

Úhel δ rovněž využijeme k určeńı velikost́ı kolmých pr̊umět̊u na př́ımku AB r̊uzných
úseček př́ımky CD. Tak pro kolmé pr̊uměty C1Q a QC0 úseček DI, resp. IC plat́ı
rovnosti |C1Q| = |DI| · sin δ a |QC0| = |IC| · sin δ. Jejich vynásobeńım a užit́ım
Lemmatu 14.5 obdrž́ıme

|C1Q| · |QC0| = |DI| · |IC| · sin2 δ = 2Rr · sin2 δ. (10.4)

Podobně pro kolmé pr̊uměty C1Q
′ aQ′C0 úsečekDEc, resp. EcC plat́ı rovnosti |C1Q

′| =
= |DEc| · sin δ a |Q′C0| = |EcC| · sin δ, ze kterých užit́ım Lemmatu 14.5 źıskáme

|C1Q
′| · |Q′C0| = |DEc| · |EcC| · sin2 δ = 2Rrc · sin2 δ. (10.5)

T́ım je celý výklad k předchoźımu obrázku ukončen.

V tuto chv́ıli již přejdeme k závěrečnému obrázku a namalujeme do něho naše tři
uvažované kružnice s pr̊uměry kolmými ke straně AB: kružnici n s pr̊uměrem KL,
kružnici i s pr̊uměrem XQ a kružnici ec s pr̊uměrem X ′Q′. Podle poznatku o stej-
nolehlých pr̊uměrech, který jsme popsali úvodem této kapitoly, je naš́ım ćılem nyńı
ukázat, že jak spojnice KX a LQ, tak spojnice KX ′ a LQ′ jsou navzájem kolmé.
Pr̊useč́ık prvńıch (resp. druhých) dvou spojnic je na obrázku označen U (resp. U ′);
kĺıčové úhly KUL a KU ′L (hypoteticky pravé) jsou na obrázku barevně vyznačeny.

A

BC

C1

I

Ec

C0

LK

Q′
X ′

M ′QX

M

U

J

U ′n i

ec

2Plynou z mocnosti bod̊u Q a Q′ ke kružnici se středem J a pr̊uměrem C1C0.
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K d̊ukazu rovnosti |<) KUL| = 90◦ uváž́ıme kolmý pr̊umětMJ pr̊uměru XQ na pr̊u-
měrKL (s bodem J jakožto středem úsečky C0C1 jsme už pracovali dř́ıve). Zřejmě plat́ı

|JQ| = |MX|, |MJ | = |XQ| = 2r (10.6)

a MJXQ je pravoúhelńık vepsaný do trojúhelńıku LUK, takže jeho úhel u vrcholu U
bude pravý, pokud ověř́ıme rovnost

|<) MKX|+ |<) JLQ| = 90◦. (10.7)

Za t́ım účelem z dř́ıve odvozených vztah̊u sestav́ıme sérii rovnost́ı

|JQ|2 + |C1Q| · |QC0|
(10.2)
= |JC1|2

(10.1)
= |KJ | · |LJ | =

= (|KM |+ |MJ |) · |LJ | = |KM | · |LJ |+ |MJ | · |LJ | (10.6),(10.3)=

= |KM | · |LJ |+ 2r ·R sin2 α
(10.4)
= |KM | · |LJ |+ |C1Q| · |QC0|.

Porovnáńım obou krajńıch výraz̊u (se zcela shodnými druhými sč́ıtanci) obdrž́ıme vztah
|JQ|2 = |KM | · |LJ |. Z něho s přihlédnut́ım k prvńı rovnosti |JQ| = |MX| z (10.6)
plyne |JQ| · |MX| = |KM | · |LJ | neboli

|MX|
|KM |

=
|LJ |
|JQ|

, tj. tg |<) MKX| = cotg |<) JLQ|.

T́ım je rovnost (10.7) dokázána.

Podobně k d̊ukazu druhé rovnosti |<) KU ′L| = 90◦ uváž́ıme kolmý pr̊umět M ′J
pr̊uměru X ′Q′ na př́ımku KL. Zřejmě plat́ı

|JQ′| = |M ′X ′|, |M ′J | = |X ′Q′| = 2rc (10.8)

a M ′JQ′X ′ je pravoúhelńık s bodem L na straně M ′J a bodem K na jej́ım prodloužeńı
za bod J . Proto úhel KU ′L bude pravý, pokud ověř́ıme rovnost

|<) M ′KX ′|+ |<) JLQ′| = 90◦. (10.9)

Proto z dř́ıve odvozených vztah̊u sestav́ıme sérii rovnost́ı

|JQ′|2 − |C1Q
′| · |Q′C0|

(10.2)
= |JC1|2

(10.1)
= |KJ | · |LJ | =

= (|KM ′| − |JM ′|) · |LJ | = |KM ′| · |LJ | − |JM ′| · |LJ | (10.6),(10.3)=

= |KM ′| · |LJ | − 2rc ·R sin2 α
(10.5)
= |KM ′| · |LJ | − |C1Q

′| · |Q′C0|.
Porovnáńım obou krajńıch výraz̊u obdrž́ıme vztah |JQ′|2 = |KM ′| · |LJ |. Z něho
s přihlédnut́ım k rovnosti |JQ′| = |M ′X ′| z (10.8) plyne |JQ′| · |M ′X ′| = |KM ′| · |LJ |
neboli |M ′X ′|

|KM ′|
=
|LJ |
|JQ′|

, tj. tg |<) M ′KX ′| = cotg |<) JLQ′|.

T́ım je d̊ukaz rovnosti (10.9), a tedy i celý d̊ukaz Feuerbachovy věty, hotov.
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Kapitola 11

Důkaz užit́ım kolmost́ı kružnic

V této kapitole uvedeme poměrně nedávný syntetický d̊ukaz Feuerbachovy věty. Po-
dal ho Jean-Louis Ayme v článku [Aym] z roku 2010. Jeho d̊ukaz je sice poněkud
deľśı, stoj́ı však za pozornost t́ım, že využ́ıvá několik pomocných tvrzeńı, která jsou
zaj́ımavá i sama o sobě. Okruh běžné školské planimetrie je přitom mı́rně překročen
pouze v Lemmatech 4 a 5. Ani tyto výsledky však neuvád́ıme bez d̊ukazu a objasněńı
zahrnutých pojmů chordály dvou kružnic a jejich vzájemné kolmosti.

Náš výklad bude prakticky totožný s obsahem zmı́něného článku, z něhož uvád́ıme
bez citaćı i některé historické zaj́ımavosti. Drobným doplněńım jsme pouze vylepšili
formulaci Lemmatu 1, abychom mohli zkrátit p̊uvodńı d̊ukaz Lemmatu 2.

Stejně jako Jean-Louis Ayme úvodem zmı́ńıme jeden pozoruhodný hluboký výsle-
dek, jehož (neelementárńı) d̊ukaz prostředky projektivńı geometrie lze nalézt např́ıklad
v [R-G, str. 339].

Miquelova věta o šesti kružnićıch: Nad stranami tětivového čtyřúhelńıku
ABCD jako nad tětivami jsou sestrojeny čtyři kružnice. Každé dvě sousedńı z nich
maj́ı kromě vrcholu čtyřúhelńıku ABCD společný ještě jeden bod. Pak tyto čtyři body
(označené na obr. jako E, F , G, H) lež́ı na jedné kružnici.

A
B

C

D

E F

H G
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V našem d̊ukazu budeme potřebovat pouze speciálńı př́ıpad Miquelovy věty, při
kterém jsou čtyři kružnice nad stranami čtyřúhelńıku sestrojeny jako nad pr̊uměry.
Pr̊useč́ıky těchto čtyř Thaletových kružnic pak můžeme popsat jako kolmé pr̊uměty
vrchol̊u čtyřúhelńıku na jeho úhlopř́ıčky. Jak dokážeme, tvrzeńı o těchto čtyřech pr̊u-
mětech lze ześılit do následuj́ıćı podoby.

Lemma 1. V tětivovém čtyřúhelńıku ABCD, ve kterém neplat́ı AC ⊥ BD, označme
E, F , G, H kolmé pr̊uměty vrchol̊u na druhou úhlopř́ıčku čtyřúhelńıku podle obrázku.
Pak tyto body E, F , G, H nejenže lež́ı v tomto pořad́ı na jedné kružnici, ale nav́ıc
čtyřúhelńık EFGH je podobný se čtyřúhelńıkem ABCD. (Odpov́ıdaj́ıćı si vrcholy jsou
zapsány v obou čtveřićıch na stejném mı́stě.)

Důkaz: Dı́ky tomu, že neplat́ı AC ⊥ BD, jsou E, F , G, H čtyři navzájem r̊uzné
body. Dokážeme pouze, že čtyřúhelńıky ABCD a EFGH se shoduj́ı v úhlech BAC
a FEG, tedy v úhlech sevřených jednou stranou a jednou úhlopř́ıčkou (se společným
krajńım bodem A, resp. E). S ohledem na symetrii celé situace to pak bude znamenat,
že ve čtyřúhelńıćıch ABCD a EFGH budou shodné všechny daľśı odpov́ıdaj́ıćı si úhly
mezi stranami a úhlopř́ıčkami, a tedy p̊ujde o dva navzájem podobné čtyřúhelńıky.
V d̊usledku toho bude čtyřúhelńık EFGH stejně jako ABCD tětivový.

A

B

C

D

E

F

G

H

Naš́ım jediným úkolem je tedy dokázat shodnost úhl̊u BAC a FEG. V situaci
z prvńıho obrázku potřebná rovnost ihned plyne z tětivového čtyřúhelńıku ABEF :

|<) BAC| = |<) BAF | = 180◦ − |<) BEF | = |<) FEG|.

Takto snadno (prostřednictv́ım úhl̊u BAF a BEF ) se d̊ukaz provede i v ostatńıch
možných situaćıch. Jak na žádnou nezapomenout? Je třeba uvážit, v jakém pořad́ı
lež́ı trojice bod̊u (A, F , C) a (B, E, G) na př́ımkách a čtveřice bod̊u (A, B, F , E)
na kružnici, abychom mohli rozhodnout, zda úhly, které jsou ve hře, tedy úhly ve dvo-
jićıch (BAC, BAF ), (BAF , BEF ) a (BEF , FEG) se rovnaj́ı, nebo doplňuj́ı do 180◦.
Úsporný rozbor velkého počtu př́ıpad̊u provedeme tak, že je rozděĺıme do tř́ı skupin,
podle toho zda tětivovým čtyřúhelńıkem je ABEF , nebo ABFE, či AEBF . Podle
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daľśıch tř́ı obrázk̊u (body A, B, F , E považujme za pevné) už můžeme sami snadno
vysvětlit, že bez ohledu na polohu př́ıčky CG př́ımek AF a BE (CG ∥ AE) jsou úhly
BAC a FEG vždy shodné; stač́ı jen rozlǐsit dvě možnosti, totiž zda bod C lež́ı na
polopř́ımce AF , či na polopř́ımce k ńı opačné; stejný závěr pak zřejmě plat́ı o po-
loze bodu G v̊uči polopř́ımce EB (zástupci obou možnost́ı jsou př́ıčky C1G1 a C2G2,
na všech třech obrázćıch vybarvené úhly BAC a FEG odpov́ıdaj́ı vždy př́ıčce C1G1).
T́ım je úplný d̊ukaz Lemmatu 1 hotov.

A

F

E
BG2

G1

C1

C2

A

E

F

B

G2

G1

C1

C2

A
F

E

B
G1

C1

G2

C2

Pro tětivové čtyřúhelńıky spojené s obecným trojúhelńıkem ABC využijeme doká-
zané Lemma 1 dvakrát, totiž při d̊ukazech Lemmat 2 a 3. Prvńı z těchto poznatk̊u
připisuje německý historik matematiky Max Simon dělostřeleckému poruč́ıku Victoru
Calabrovi a profesoru Raphaëlu Malloizelovi ze školy Sv. Barbory v Pař́ıži.
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Lemma 2. V trojúhelńıku ABC, ve kterém |AC| ̸= |BC|, označme A′, B′ paty
kolmic po řadě z vrchol̊u A, B na osu úhlu při vrcholu C. Pak body A′, B′ lež́ı s body
C0, C1 na jedné kružnici a střed L této kružnice je středem toho oblouku C1C0 kružnice
dev́ıti bod̊u, na kterém nelež́ı body A1, B1.

1

Důkaz: Označme D pr̊useč́ık kružnice o opsané trojúhelńıku ABC s osou úhlu
u vrcholu C. Z rovnosti obvodových úhl̊u BCD a ACD plyne, že bod D je středem ob-
louku AB, a tud́ıž C1 je kolmý pr̊umět D na AB. Dı́ky |AC| ≠ |BC| neplat́ı AB ⊥ CD.
Proto je možné k tětivovému čtyřúhelńıku ADBC uplatnit Lemma 1. Podle něho jsou
čtyřúhelńıky ADBC a A′C1B

′C0 podobné, takže i druhému z nich lze opsat kružnici,
kterou označ́ıme l (obr.). Zbývá dokázat, že středem kružnice l je právě bod L z for-
mulace Lemmatu. Tento bod L jakož to střed oblouku C0C1 kružnice n jistě lež́ı na ose
úsečky C0C1, proto stač́ı ukázat, že lež́ı také na ose úsečky A′B′.

C

A
BA′

B′

C1C0

B1

n

L

D

A1

K

l
o

OznačmeK střed druhého oblouku C0A1C1 kružnice n. Protože tětivy C1C0 a B1A1

kružnice n jsou rovnoběžné, maj́ı společnou osu, takže bod K je středem jej́ıho oblouku
B1A1, a proto jeho spojnice s třet́ım vrcholem C1 trojúhelńıku A1B1C1 tvoř́ı osu úhlu
A1C1B1. Jelikož čtyřúhelńık A1CB1C1 je rovnoběžńık, jsou osy C1K a CD dvou jeho
protěǰśıch úhl̊u u vrchol̊u C1, C rovnoběžné, tj. C1K ∥ CD. Z Thaletovy věty pro
kružnici n s pr̊uměrem KL plyne C1L ⊥ C1K, takže podle předchoźıho závěru také
plat́ı C1L ⊥ CD neboli C1L ⊥ A′B′.

Podobnost čtyřúhelńık̊u ADBC a A′C1B
′C0 zaručuje, že spolu s zřejmou rovnost́ı

|DA| = |DB| plat́ı také |C1A
′| = |C1B

′|, tud́ıž bod C1 lež́ı a ose úsečky A′B′. Dı́ky
C1L ⊥ A′B′ lež́ı na této ose i bod L, jak jsme potřebovali dokázat.

1V této rozsáhleǰśı kapitole využ́ıváme dohodnutá značeńı významných bod̊u a kružnic obecného
trojúhelńıku ABC bez jejich úvodńıch připomenut́ı. Jejich zavedeńı lze naj́ıt v kapitole 1 a význam
ověřit v Seznamu užitých značeńı.
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Lemma 3. V trojúhelńıku ABC, ve kterém |AC| ≠ |BC|, označme A′, B′ paty kol-
mic po řadě z vrchol̊u A, B na osu úhlu při vrcholu C a Q, Q′ body dotyku strany AB
po řadě s kružnićı vepsanou a kružnićı připsanou ke straně AB. Pak body A′, B′ lež́ı
na kružnici s pr̊uměrem QQ′ a středem C1 .

Důkaz:

A

B

C

I

Q
A′

B′ C1

Q′

Ec

τ

τ ′

Na obrázku jsou vykresleny kromě bod̊u A′, B′, Q a Q′ také úsečky IQ a EcQ
′ kolmé

ke straně AB, které jsou poloměry zmı́něných kružnic i, resp. ec. Vrcholy A, B lež́ı
na Thaletově kružnici τ nad pr̊uměrem IEc, nebot’ jak polopř́ımky AI a AEc, tak po-
lopř́ımky BI a BEc, jsou osami dvou vedleǰśıch úhl̊u – osami, které jsou vždy navzájem
kolmé (pravé úhly na obrázku znač́ıme modře). Čtyřúhelńık AEcBI je tak tětivový,
nav́ıc d́ıky |AC| ≠ |BC| neplat́ı AB ⊥ IEc. Aplikaćı Lemmatu 1 dostáváme podobnost
čtyřúhelńık̊u AEcBI a A′Q′B′Q, takže i v druhém z nich vrcholy A′, B′ lež́ı na Tha-
letově kružnici τ ′ nad pr̊uměrem QQ′. Jej́ım středem je skutečně střed C1 strany AB,
nebot’ body dotyku Q a Q′ jsou (viz Lemma 14.2) podle bodu C1 souměrně sdružené.
T́ım je d̊ukaz hotov.

Roku 1813 francouzský geometr Louis Gaultier, během svého studia na École Po-
lytechnique v Pař́ıži, napsal monografii nazvanou Les contacts des cercles, ve které
poukázal na jednu pozoruhodnou vlastnost chordály dvou kružnic. Připomeňme, že
jde o př́ımku tvořenou právě těmi body, které maj́ı k daným dvěma nesoustředným
kružnićım stejnou mocnost; v př́ıpadě prot́ınaj́ıćıch se kružnic tato př́ımka procháźı
oběma jejich pr̊useč́ıky.2 Vysvětleme ještě, že dvě prot́ınaj́ıćı kružnice se nazývaj́ı nav-

2Větu o chordále i s d̊ukazem lze naj́ıt v české brožuře [Hor, str. 53–57].
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zájem kolmé, maj́ı-li ve svém pr̊useč́ıku navzájem kolmé tečny.

Lemma 4. a) Každá kružnice kolmá ke dvěma daných kružnićım má střed na chor-
dále těchto kružnic.
b) Pokud na chordále dvou kružnic má střed třet́ı kružnice a je kolmá k jedné z nich,
pak je kolmá i ke druhé z nich.

Důkaz: Dané kružnice označme k1(S1, r1), k2(S2, r2) a libovolnou daľśı k(S, r).

S1

k1

S2

k2

S

k

r

r1
r2

a) Z kolmost́ı k ⊥ k1, k ⊥ k2 dostáváme |SS1|2 = r21 + r2 a |SS2|2 = r22 + r2. Odtud
vyloučeńım hodnoty r2 vycháźı |SS1|2 − r21 = |SS2|2 − r22. Bod S tak má stejnou
mocnost ke kružnićım k1 a k2, lež́ı tedy na jejich chordále.

b) Lež́ı-li bod S na chordále kružnic k1 a k2, má k nim stejnou mocnost, tedy
|SS1|2− r21 = |SS2|2− r22. Z k ⊥ k1 plyne |SS1|2 = r21+ r2 . Vyloučeńım r21 z obou
rovnost́ı dostaneme |SS2|2 = r2 + r22, tedy k ⊥ k2.

V závěrečném Lemmatu 5 nebude řeč o trojúhelńıku ABC, ale označeńı jeho
některých prvk̊u ponesou zastoupené body a kružnice, ke kterým při d̊ukazu Feuer-
bachovy věty dotyčný výsledek uplatńıme.

Lemma 5. Je dána kružnice n a jej́ı tětiva C0C1. Střed jednoho oblouku C0C1

kružnice n označme L. Necht’ l je kružnice se středem L procházej́ıćı body C0, C1.
a) Uvnitř úsečky C0C1 je dán bod Q. Označme U druhý pr̊useč́ık př́ımky LQ s kružnićı n.
Předpokládejme, že i je taková kružnice, která se dotýká úsečky C0C1 v bodě Q a která
je kolmá ke kružnici l.3 Pak kružnice i má vnitřńı dotyk s kružnićı n v bodě U .
b) Na polopř́ımce opačné k polopř́ımce C1C0 je dán bod Q′. Označme U ′ druhý pr̊useč́ık
př́ımky LQ′ s kružnićı n a předpokládejme, že ec je taková kružnice, která se dotýká
př́ımky C0C1 v bodě Q′ a která je kolmá ke kružnici l. Pak kružnice ec má vněǰśı dotyk

3Existenci a jednoznačnost kružnice i zat́ım neposuzujeme. Totéž se týká kružnice ec z části b).
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s kružnićı n v bodě U ′.

Důkaz: a) Označme s kružnici procházej́ıćı body C0, Q, U . V prvńı části d̊ukazu
ukážeme, že kružnice s a i maj́ı kromě bodu Q také společný bod U , vedle bodu C0

druhý pr̊useč́ık kružnic s a n.

C0 C1

L

nU

Q

s

l

i

V kružnici n je pro tětivu C0L vyznačený úsekový úhel s vrcholem L shodný s ob-
vodovým úhlem LUC0. S nimi je shodný i třet́ı vyznačený úhel C1C0L, a to d́ıky
rovnoběžnosti př́ımky C0C1 s tečnou v bodě L. Nyńı z rovnosti |<) QUC0| = |<) QC0L|
vyplývá, že př́ımka C0L je tečna ke kružnici s v bodě C0. Avšak úsečka C0L je po-
loměrem kružnice l, takže kružnice l, s jsou navzájem kolmé.

Podle předpokladu jsou rovněž kružnice l, i navzájem kolmé, takže podle Lemma-
tu 4a) střed L kružnice l lež́ı na chordále kružnic s a i, která procháźı jejich společným
bodem Q. Proto je touto chordálou př́ımka LQ, která ovšem obsahuje bod U kružnice s,
jenž je proto i bodem kružnice i. Bod U je tak rovněž společným bodem kružnic n a i.

Teprve nyńı využijeme předpoklad, že kružnice imá v boděQ za tečnu př́ımku C0C1

rovnoběžnou s tečnou ke kružnici l v bodě L. Proto ve stejnolehlosti se středem U
a kladným koeficientem, při které se bod Q zobraźı do bodu L, přejde kružnice i
v kružnici, která procháźı body U a L a ve druhém z nich má stejnou tečnu jako
kružnice n. Protože těmito podmı́nkami je zmı́něná kružnice jednoznačně určena, muśı
to být kružnice n. Stejnolehlé kružnice i a n tak maj́ı v bodě U vnitřńı dotyk. Důkaz
části a) je hotov.

b) Uvažujme kružnici s′ procházej́ıćı body C0, U
′, Q′. Nejprve ukážeme, že bod U ′,

vedle bodu C0 druhý pr̊useč́ık kružnic s′ a n, je společným bodem kružnic s′ a ec.

Podobně jako v části a) úvahou o tětivě C0L kružnice n a jej́ı tečně v bodě L
źıskáme shodnost tř́ı červeně vyznačených úhl̊u na daľśım obrázku. K jednomu z nich,
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úhlu LU ′C0, je modře vyznačen vedleǰśı úhel C0U
′Q′, který je v kružnici s′ obvodovým

úhlem nad tětivou C0Q
′. Plat́ı tedy

|<) Q′C0L| = 180◦ − |<) C0U
′Q′|,

úhelQ′C0L je tak shodný s obvodovým úhlem, který v kružnici s′ př́ısluš́ı oblouku C0U
′Q′.

s′

C0
C1

L

n

l

U ′

Q′

ec

Př́ımka C0L je tud́ıž tečna ke kružnici s′, která nav́ıc procháźı středem L kružnice l.
Kružnice l a s′ jsou tedy kolmé. Ke kružnici l je však podle předpokladu kolmá
i kružnice ec, z čehož podle Lemmatu 4a) plyne, že střed L lež́ı na společné chordále
kružnic s′ a ec, která procháźı bodem Q′. Touto chordálou je tedy př́ımka LQ′, která
ovšem obsahuje bod U ′ kružnice s′, jenž je tud́ıž bodem kružnice ec. Vı́me, že kružnice ec
má v bodě Q′ za tečnu př́ımku C0C1 rovnoběžnou s tečnou ke kružnici l v bodě L. Proto
ve stejnolehlosti se středem U ′ a záporným koeficientem, při které se bod Q′ zobraźı
do L, přejde kružnice ec jednoznačně v kružnici n. Stejnolehlé kružnice ec a n maj́ı
tedy v bodě U ′ vněǰśı dotyk, jak jsme chtěli dokázat.

Důkaz Feuerbachovy věty

Nyńı již máme vše připraveno k tomu, abychom krátkým výkladem podali d̊ukaz
o vnitřńım dotyku kružnice n dev́ıti bod̊u s kružnićı i trojúhelńıku ABC vepsanou.
Budeme přitom předpokládat, že plat́ı |AC| ≠ |BC|, a zachováme označeńı všech
významných bod̊u z předchoźıch lemmat (viz daľśı obrázek). Podle Lemmatu 2 v́ıme,
že body B′, A′, C1, C0 lež́ı na kružnici l, jež má střed v bodě L (střed oblouku C1C0

kružnice n). V Lemmatu 3 jsme zjistili, že body Q, B′, Q′, A′ lež́ı na kružnici se
středem C1, již nazveme p. Tato kružnice je kolmá ke kružnici i, nebot’ IQ ⊥ QC1.
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A
B

C

C0

C1

I
n

Q

L

Q′

Ec

l

i

ec

U

U ′
p

A′

B′

Protože kružnice p a i jsou kolmé a střed I kružnice i lež́ı na společné chordále A′B′

kružnic l a p, jsou podle Lemmatu 4b) rovněž kružnice i a l kolmé. Kružnice i, l a n
splňuj́ı podmı́nky Lemmatu 5a), a proto kružnice n a i maj́ı skutečně vnitřńı dotyk.

Obdobný d̊ukaz pro vněǰśı dotyk kružnice n s kružnićı ec trojúhelńıku ABC připsa-
nou pouze stručně naznač́ıme. Využijeme stejnou kružnici p jako v předchoźım d̊ukazu.
Pro ni totiž plat́ı nejen p ⊥ i, ale také p ⊥ ec, nebot’ EcQ

′ ⊥ Q′C1. Jelikož kružni-
ce p a ec jsou kolmé a střed Ec kružnice ec lež́ı na společné chordále A′B′ kružnic l
a p, jsou tud́ıž kolmé i kružnice ec a l. Podle Lemmatu 5b) tak maj́ı kružnice n a ec
skutečně vněǰśı dotyk.

Poznámka. Výklad článku [Aym] doplňme o jednu historickou zaj́ımavost, která
v něm chyb́ı. Kĺıčové kolmosti l ⊥ i a l ⊥ ec z Aymeho d̊ukazu Feuerbachovy věty
dokázal odlǐsným postupem již roku 1861 J. Casey4 (viz [Cas, str. 105–106]), aby je
využil ke svému krátkému d̊ukazu Feuerbachovy věty, založenému na tehdy již exis-
tuj́ıćı teorii kruhové inverze. Casey uplatnil toto zobrazeńı s ř́ıd́ıćı kružnićı l: K ńı
kolmé kružnice i a ec jsou totiž v této inverzi samodružné, zat́ımco obrazem jejich
společné tečny AB je zřejmě kružnice n (nebot’ právě ta procháźı středem inverze L
a samodružnými body C1, C0 př́ımky AB). Tento d̊ukaz Feuerbachovy věty do naš́ı
kapitoly 12 o kruhových inverźıch ovšem nezařad́ıme, nebot’ Caseyovy d̊ukazy kolmost́ı
l ⊥ i a l ⊥ ec jsou velice náročné – pro komplikované úvahy o mocnostech bod̊u
ke kružnićım i a ec využ́ıvaj́ı mimo jiné Lemma 1 z kapitoly 10 a Lemma 14.3. Mı́sto
toho ve zmı́něné kapitole o kruhových inverźıch dáme přednost dvěma jednodušš́ım

4John Casey (1820–1891), irský geometr, profesor Katolické univerzity v Dublinu, proslul svými
články, učebnicemi a komentovaným překladem prvńıch šesti knih Eukleidových základ̊u, doplněných
rozsáhlými kolekcemi vlastńıch i převzatých př́ıklad̊u a cvičeńı.
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postup̊um, které jsou i d́ıky tomu známěǰśı z r̊uzných knižńıch publikaćı.
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Kapitola 12

Důkazy pomoćı kruhové inverze

V této kapitole se pod́ıváme na dva zaj́ımavé d̊ukazy Feuerbachovy věty využit́ım kru-
hové inverze, jež se nám podařilo v literatuře naj́ıt. Prvńı z nich je uváděn častěji
a mnoźı geometři jej považuj́ı za nejpřirozeněǰśı postup, jakým uchopit problematiku
Feuerbachovy věty. Využ́ıvá totiž (stejně jako druhý d̊ukaz, který uvedeme) pouze
základńı, běžně známé vlastnosti kruhové inverze. Ty nyńı pouze zformulujeme, aniž
bychom připomı́nali obecnou definici tohoto zobrazeńı, kterou lze nalézt v [B-Z, str. 93].
Omeźıme se přitom jen na takové kruhové inverze, jež maj́ı kružnici samodružných
bod̊u, kterou nazveme ř́ıd́ıćı kružnićı dané inverze. Prvńı vlastnost́ı je, že obrazem
každé zobecněné kružnice (tj. př́ımky nebo kružnice) v kruhové inverzi je opět zo-
becněná kružnice. Kromě toho se při zobrazováńı v kruhové inverzi zachovává od-
chylka mezi libovolnými dvěma prot́ınaj́ıćımi se zobecněnými kružnicemi (určená jako
úhel mezi jej́ımi tečnami ve společném bodě). Konečně zásadńı význam pro nás bude
mı́t následuj́ıćı třet́ı vlastnost: V dané kruhové inverzi se zobraźı sama na sebe každá
kružnice, která je k ř́ıd́ıćı kružnici této inverze kolmá (viz [Alt, str. 234], [Joh, str. 50]).

Prvńı d̊ukaz

Jedná se o známěǰśı ze dvou užit́ı kruhové inverze k tomuto účelu, které lze naj́ıt
v knihách [Jef, str. 13–14], [C-G, str. 117–119] a sb́ırce [Pra, úloha 28.29, str. 452 a 460].

Mějme tedy dán trojúhelńık ABC a uvažme jeho kružnici n dev́ıti bod̊u. Ta je jako
každá kružnice určena třemi svými body, za které vybereme středy A1, B1, C1 stran
BC, AC, resp. AB. Kružnice n tak bude kružnićı opsanou trojúhelńıku A1B1C1. Naš́ım
ćılem je ukázat, že kružnice nmá vnitřńı dotyk s kružnićı i vepsanou trojúhelńıku ABC
(neplat́ı-li n = i) a vněǰśı dotyk se všemi třemi jemu připsanými kružnicemi. Z toho
druhého (s ohledem na symetrii situace) dokážeme pouze vněǰśı dotyk kružnice n
s kružnićı ec připsanou ke straně AB.

Vytyčený ćıl je triviálńı v př́ıpadě |AC| = |BC|. Tehdy totiž d́ıky zřejmé osové
souměrnosti maj́ı kružnice n a ec vněǰśı dotyk v bodě C1, který je zároveň i bodem
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vnitřńıho dotyku kružnic n a i (neplat́ı-li n = i). Budeme proto dále bez újmy na obec-
nosti předpokládat, že plat́ı např́ıklad |BC| > |AC|, jak je tomu na následuj́ıćım
obrázku.

C

A
B

Q

i

Q′

ec

B′

S

B1
A1

C1

n

A′

X

Z

Co vše (kromě kružnice n určené středy A1, B1, C1) je na obrázku vykresleno a ozna-
čeno? Př́ımka AB je společnou vnitřńı tečnou kružnic i a ec s body dotyku označenými
po řadě Q a Q′. K vrchol̊um A, B jsou sestrojeny jejich obrazy A′, B′ v souměrnosti
podle osy úhlu ACB. Body A′, B′ tak lež́ı po řadě na polopř́ımkách CB, CA a modře
vykreslená př́ımka A′B′ je druhou společnou vnitřńı tečnou kružnic i a ec. Tato tečna
prot́ıná př́ımky C1A1 a C1B1 v bodech, které jsou označeny po řadě X a Z.

Protože podle Lemmatu 14.2 maj́ı úsečky AQ, BQ′ tutéž délku 1
2
(b + c − a), kde

a, b, c jsou obvykle značené délky stran, d́ıky našemu předpokladu a > b a rovnostem
|C1A| = |C1B| = 1

2
c plat́ı

|C1Q| = |C1Q
′| = 1

2
(a− b).

Existuje tedy kružnice červeně vykreslená na obrázku: má střed v bodě C1, který je
i středem jej́ıho pr̊uměru QQ′. Jak dále ověř́ıme, kruhová inverze s touto ř́ıd́ıćı kružnićı
má následuj́ıćı vlastnosti:

(1) Každá z kružnic i, ec se zobraźı sama na sebe.

(2) BodyA1,B1 se zobraźı po řadě na bodyX, Z (jak je vyznačeno šipkami na obrázku).
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Odložme na chv́ıli d̊ukaz vlastnost́ı (1) a (2) a ukažme, jak z nich plyne to, co máme
dokázat. Protože kružnice n procháźı středem C1 uvažované inverze a obrazy daľśıch
dvou jej́ıch bod̊u A1, B1 jsou podle (2) body X, Z př́ımky A′B′, je tato př́ımka obrazem
kružnice n. To spolu s vlastnost́ı (1) znamená, že obrazem uspořádané trojice útvar̊u

(i, ec, n) je trojice útvar̊u (i, ec,
←−→
A′B′). Protože v druhé trojici je př́ımka společnou

vnitřńı tečnou obou kružnic, má v prvńı trojici kružnice n dotyk s oběma ostatńımi
kružnicemi i a ec. K určeńı druh̊u těchto dotyk̊u si uvědomme, že obrazem poloroviny
s hraničńı př́ımkou A′B′ je v naš́ı inverzi bud’ vněǰśı, nebo vnitřńı oblast kružnice n,
a to podle toho, zda dotyčná polorovina obsahuje střed C1 uvažované inverze či nikoliv.

Protože d́ıky předpokladu a > b lež́ı střed C1 ve stejné polorovině s hranićı
←−→
A′B′ jako

kružnice ec, zat́ımco kružnice i lež́ı v polorovině opačné, lež́ı kružnice ec (resp. i) tud́ıž
ve vněǰśı (resp. vnitřńı) oblasti kružnice n, jejich dokázaný dotyk je tak vněǰśı (resp.
vnitřńı).

Zbývá tedy dokázat vlastnosti (1) a (2). Pro prvńı z nich je to snadné: ř́ıd́ıćı kružnice
je skutečně kolmá k oběma kružnićım i a ec, nebot’ krajńı body pr̊uměru QQ′ ř́ıd́ıćı
kružnice jsou kolmými pr̊uměty střed̊u kružnic i, ec na př́ımku QQ′. K d̊ukazu (2)
označme S střed úsečkyBB′. Protože C1S aA1S jsou středńı př́ıčky trojúhelńık̊uABB′,
resp. CBB′, lež́ı bod C1 na úsečce A1O tak, že plat́ı

|C1S| = 1
2
|AB′| = 1

2
(|CB′| − |CA|) = 1

2
(a− b) = |C1Q|.

(Znamená to, že bod S lež́ı na ř́ıd́ıćı kružnici naš́ı inverze.) Dı́ky tomu, že CB′ ∥ A1S
a že př́ımky AB, A′B′ a CS procházej́ı jedńım (na obrázku neoznačeným) bodem,
máme k dispozici několik dvojic podobných trojúhelńık̊u, ze kterých vyčteme, že

|C1X| : |C1S| = |AB′| : |AC| = |C1S| : |C1A1|.

Z rovnosti krajńıch poměr̊u plyne |C1X| · |C1A1| = |C1S|2 = |C1Q|2. To už znamená,
že v naš́ı kruhové inverzi se bod A1 zobraźı na bod X.
Podobně lze źıskat rovnost |C1Z| · |C1B1| = |C1Q|2, podle které se bod B1 zobraźı
na bod Z. T́ım je celý d̊ukaz ukončen.

Druhý d̊ukaz

Nyńı uvedeme d̊ukaz, který je uveden v knihách [Joh, str. 203–204], [Ped, str. 9–10]
a ve sb́ırce [D-Ž, úloha 296, str. 32 a 200–202]. Po zkušenostech s prvńım d̊ukazem
však stoj́ı za to už nyńı oba postupy porovnat. Zat́ımco kruhová inverze z prvńıho
d̊ukazu přinesla ověřeńı dotyku kružnice dev́ıti bod̊u s vepsanou kružnićı a jednou
ze tř́ı připsaných kružnic daného trojúhelńıku, kruhová inverze z druhého d̊ukazu po-
vede k potřebnému výsledku pro libovolné dvě ze tř́ı připsaných kružnic. Avšak pro
vepsanou kružnici uplatněńı nenacháźı. Hlavńı myšlenka obou d̊ukaz̊u je zato stejná:
Pro vybrané dvě kružnice, jejichž dotyk s kružnićı dev́ıti bod̊u chceme dokázat, hledáme
kruhovou inverzi, při které se každá z obou vybraných kružnic zobraźı sama na sebe
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a současně se kružnice dev́ıti bod̊u zobraźı na př́ımku, která je společnou tečnou těchto
kružnic.

V souladu s předchoźım odstavcem nyńı zaháj́ıme d̊ukaz tvrzeńı, že kružnice připsané
k libovolným dvěma stranám obecného trojúhelńıku ABC, řekněme ke stranám AB
a BC, maj́ı vněǰśı dotyk s jeho kružnićı dev́ıti bod̊u. Tu stejně jako obvykle označ́ıme n
a budeme ji i zde interpretovat jako kružnici opsanou př́ıčkovému trojúhelńıku A1B1C1.
Ve srovnáńı s prvńım d̊ukazem bude mı́t nový d̊ukaz jednu výhodu: Zvolený výběr
stran AB, BC a daľśı výklad je univerzálńı, tj. použitelný pro jakýkoliv trojúhelńık
ABC (bez ohledu na porovnáńı délek a, b, c jeho stran). K tomuto výkladu využijeme
následuj́ıćı obrázek.

C

A
B

Q′
b

Q′′
b

Ec

ec

Ea

ea

B1
A1

C1

n

Z

X

C ′

A′

Na obrázku vid́ıme kružnice ec, ea připsané stranám AB, BC trojúhelńıku ABC. Je-
jich středy Ec, Ea lež́ı na vykreslené ose vněǰśıho úhlu při vrcholu B. Dále Q′

b, Q
′′
b znač́ı

body dotyku těchto kružnic s prodloužeńım strany AC, body C ′, A′ jsou obrazy bod̊u
C, A v osové souměrnosti podle př́ımky EaEc. Protože př́ımka CA je společnou vněǰśı
tečnou kružnic ec, ea, je jejich společnou vněǰśı tečnou i modře vykreslená př́ımka A′C ′.
Tato př́ımka prot́ıná r̊uznoběžku B1C1 (resp. A1B1) v bodě X (resp. Z). Dodejme ještě
jeden d̊uležitý poznatek: Př́ımky BC, AB jakožto společné vnitřńı tečny kružnic ec, ea
si odpov́ıdaj́ı v již zmı́něné osové souměrnosti podle př́ımky EaEc, takže body A′, C ′

lež́ı po řadě na polopř́ımkách CB, AB – tud́ıž bod B je pr̊useč́ıkem úseček CA′ a AC ′.
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Podle Lemmatu 14.2 v́ıme, že obě úsečky AQ′
b a CQ′′

b maj́ı tutéž délku rovnu 1
2
(a+c−b).

Odtud plyne, že střed B1 strany CA je rovněž středem úsečky Q′
bQ

′′
b a přitom plat́ı

|B1Q
′
b| = |B1Q

′′
b | = 1

2
b+ 1

2
(a+ c− b) = 1

2
(a+ c).

Nalezli jsme tedy kružnici, jež je červeně vykreslená na obrázku: má střed B1, pr̊u-
měr Q′

bQ
′′
b a poloměr rovný 1

2
(a + c). To bude ř́ıd́ıćı kružnice naš́ı kruhové inverze,

o které ukážeme, že má vlastnosti obdobné jako inverze z prvńıho d̊ukazu:

(1) Každá z kružnic ea, ec se zobraźı sama na sebe.

(2) Body C1, A1 se zobraźı po řadě na body X, Z (jak je vyznačeno šipkami na
obrázku).

Analogicky jako v prvńım d̊ukazu tyto dvě vlastnosti vedou z závěru, že kružnice n
jakožto obraz společné tečny A′C ′ kružnic ea, ec bude mı́t s těmito kružnicemi dotyk,
v obou př́ıpadech vněǰśı, nebot’ střed inverze B1 lež́ı ve stejné polorovině s hraničńı
př́ımkou A′C ′ jako obě kružnice ea, ec, které tud́ıž lež́ı ve vněǰśı oblasti kružnice n.

Důkaz vlastnosti (1) je snadný, nebot’ B1Q
′′
b ⊥ EaQ

′′
b a B1Q

′
b ⊥ EcQ

′
b. Ř́ıd́ıćı

kružnice je tedy skutečně kolmá k oběma kružnićım ea i ec, jak jsme měli ukázat.

K d̊ukazu vlastnosti (2) pro bod C1 vyjdeme z faktu, že B1C1 ∥ BC. Odtud spolu
s t́ım, že bod B lež́ı na úsečce CA′, plyne podobnost trojúhelńık̊u C1C

′X a BC ′A′,
d́ıky které plat́ı

|C1X| : |BA′| = |C1C
′| : |BC ′|.

Protože bod B lež́ı na společné ose EaEc úseček CC ′ a AA′, plat́ı pro něj |BC| = |BC ′|
a |BA| = |BA′|, neboli |BC ′| = a a |BA′| = c. Po dosazeńı do předchoźı rovnosti
poměr̊u dostaneme pro vzdálenost bod̊u C1, X vyjádřeńı

|C1X| =
|C1C

′|
|BC ′|

· |BA′| = |C1B|+ |BC ′|
a

· c =
1
2
c+ a

a
· c.

Ted’ už pomoćı délek a, b, c urč́ıme potřebný součin

|B1C1| · |B1X| =
a

2
· (|B1C1|+ |C1X|) =

a

2
·
(
a

2
+

1
2
c+ a

a
· c
)

=
(a+ c)2

4
= |B1Q

′
b|2.

T́ım jsme dokázali, že v naš́ı kruhové inverzi (s ř́ıd́ıćı kružnićı o středu B1 a po-
loměru B1Q

′
b) se bod C1 skutečně zobraźı na bod X.

Analogicky lze odvodit i rovnost |A1B1| · |B1Z| = |B1Q
′
b|2, která potvrzuje, že se

také bod A1 skutečně zobraźı na bod Z. T́ım je i druhý d̊ukaz Feuerbachovy věty
užit́ım kruhové inverze ukončen.
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Kapitola 13

Důkaz užit́ım polohových vektor̊u

Feuerbach̊uv p̊uvodńı d̊ukaz j́ım objevené věty lze označit za ryze algebraický1. Jak jsme
totiž v kapitole 2 podrobně ukázali, Feuerbachovo odvozeńı potřebných vzdálenost́ı
střed̊u uvažovaných kružnic je založeno na poměrně náročných výpočtech s polynomy
tř́ı proměnných (délek stran daného trojúhelńıku), a to bez užit́ı souřadnic nebo výz-
namněǰśıho zapojeńı goniometrických funkćı. Z d̊ukaz̊u prezentovaných v celém našem
textu bude tomuto postupu nejbližš́ı právě d̊ukaz z této kapitoly. Potřebné vzdálenosti
však budou určovány z polohových vektor̊u pro dotyčné středy kružnic a následnými
výpočty skalárńıch součin̊u vektor̊u v rovině daného trojúhelńıku. Při nich opět výz-
namně vstouṕı do hry výše zmı́něné polynomy. Přesvědč́ıme se zároveň, že Feuerba-
chova věta patř́ı do okruhu těch planimetrických otázek, k jejichž řešeńı může zapojeńı
vektor̊u významně přispět – třeba i jen početńım zjednodušeńım p̊uvodńıch postup̊u.

Výklad nast́ıněné vektorové metody jsme nalezli v 1. d́ıle ruské učebnice Elementar-
naja geometrija z roku 2004, kterou sepsal Jakov Petrovič Ponarin, viz [Pon, str. 49–51].
Stejně jako on při d̊ukazu Feuerbachovy věty využijeme vyjádřeńı polohových vektor̊u,
odvozených v jeho učebnici na str. 37–39. V našem textu je uvedeme jako následuj́ıćı
pomocné tvrzeńı. Už v něm se rozhodneme, pro kterou ze tř́ı kružnic připsaných pro-
vedeme druhou část celého d̊ukazu.

Lemma. Necht’ O je střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC s obvykle značenými
délkami stran a, b, c. Pak poloha ortocentra H tohoto trojúhelńıku je dána vektorem

−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC, (13.1)

střed I kružnice jemu vepsané je určen vektorem

−→
OI =

a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−→
OC

a+ b+ c
(13.2)

1Viz [Ped, str. 90] . Sám Feuerbach jako podtitul dotyčného d́ıla [Feu] ovšem uvád́ı
”
Eine analytisch-

trigonometrische Abhandlung.“ Dnes však chápeme zaměřeńı obou obor̊u analytická geometrie a tri-
gonometrie odlǐsně.
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a konečně střed Ec kružnice připsané jeho straně AB zadává vektor

−−→
OEc =

a
−→
OA+ b

−−→
OB − c

−→
OC

a+ b− c
. (13.3)

Důkaz: K odvozeńı (13.1) si povšimneme, že z rovnosti |OA| = |OB| zřejmě plyne

kolmost vektorového součtu
−→
OA+

−−→
OB k vektoru

−→
AB. JelikožH je ortocentrum, k

−→
AB je

kolmý rovněž vektor
−−→
CH, který je roven

−−→
OH−

−→
OC. Dohromady dostáváme, že vektorem

kolmým k
−→
AB je také vektorový rozd́ıl(−→

OA+
−−→
OB

)
−

(−−→
OH −

−→
OC

)
=

(−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC

)
−
−−→
OH.

Ze symetrie posledńıho zápisu plyne, že jde o vektor, který je kolmý nejen k
−→
AB, ale

také k
−→
AC a k

−−→
BC. Takový vektor je ovšem nutně nulový (vždyt’ ABC je trojúhelńık),

odkud už plyne vzorec (13.1).

Namı́sto deľśıho odvozeńı vzorce (13.2) podle Ponarinova textu dáme přednost jeho
kratš́ımu ověřeńı. Použijeme tento obrat: o bodu I, který je definován polohovým
vektorem OI ze vzorce (13.2), ukážeme, že je pr̊useč́ıkem os vnitřńıch úhl̊u trojúhel-
ńıku ABC. Dı́ky symetrii pravé strany (13.2) stač́ı ukázat, že takový bod I lež́ı na
jedné ose z těchto os, řekněme na ose úhlu ACB. K tomu přeṕı̌seme (13.2) do tvaru

−→
OC +

−→
CI =

a
(−→
OC +

−→
CA

)
+ b

(−→
OC +

−−→
CB

)
+ c
−→
OC

a+ b+ c
,

odkud po odečteńı
−→
OC od obou stran obdrž́ıme

−→
CI =

a
−→
CA+ b

−−→
CB

a+ b+ c
.

Protože v čitateli posledńıho zlomku je součet dvou vektor̊u stejné velikosti ab, které

jsou nav́ıc souhlasně rovnoběžné s vektory
−→
CA, resp.

−−→
CB, má jejich součet skutečně

směr osy úhlu sevřeného posledńımi dvěma vektory, jak jsme sĺıbili ukázat.

Obdobně ukážeme, že bod Ec definovaný vzorcem (13.3) lež́ı jak na ose vnitřńıho
úhlu u vrcholu C trojúhelńıku ABC, tak na ose jeho vněǰśıho úhlu u vrcholu A. K
tomu rovnost (13.3) postupem z předchoźıho odstavce uprav́ıme dvěma zp̊usoby do
tvar̊u

−−→
CEc =

a
−→
CA+ b

−−→
CB

a+ b− c
a
−−→
AEc =

b
−→
AB − c

−→
AC

a+ b− c
.

Můžeme tedy stejně dokončit i d̊ukaz, nebot’ v čitateĺıch zlomk̊u je po řadě součet
a rozd́ıl směrových vektor̊u ramen úhlu ACB, resp. BAC, které maj́ı stejnou velikost
ab, resp. bc.
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Kromě právě dokázaného Lemmatu využijeme, stejně jako při výkladu Feuerba-
chova postupu v kapitole 2, některé základńı vzorce, které splňuj́ı délky stran a, b, c
obecného trojúhelńıku ABC, jeho obsah S a poloměry R, r, ra, rb, rc uvažovaných
kružnic. K jejich zápisu využijeme obvykle značený polovičńı obvod s = 1

2
(a + b + c)

a také délky

sa =
1
2
(−a+ b+ c), sb =

1
2
(a− b+ c), sc =

1
2
(a+ b− c). (13.4)

Poslouž́ı nám k přehledněǰśımu zapisováńı vztah̊u z Ponarinovy učebnice (ve které
značeńı hodnot sa, sb, sc zavedeno neńı) a také k detailńımu ověřováńı rovnost́ı, které
Ponarin přenechává čtenář̊um (v tomto ohledu bude náš výklad úplněǰśı). Budeme
se při tom odkazovat na následuj́ıćı zřejmé vztahy

sa = s− a, sa + sb = c, s+ sc = a+ b, sa + sb + sc = s (13.5)

(z trojice analogických rovnost́ı jsme vypsali vždy jen jednu). Potřebné trojúhelńıkové
vzorce pak stručně zaṕı̌seme do dvou řádk̊u

S =
√
ssasbsc (Heron̊uv vzorec), R =

abc

4S
,

r =
S

s
, ra =

S

sa
, rb =

S

sb
, rc =

S

sc
.

(13.6)

Přidáme k nim ještě jeden pozoruhodný, a přitom málo známý vztah

4R = ra + rb + rc − r, (13.7)

který proto hned v následuj́ıćım odstavci dokážeme. K d̊ukazu vzorce (13.7) využijeme
algebraickou identitu

ssbsc + ssasc + ssasb − sasbsc = abc, (13.8)

kterou odvod́ıme úpravami jej́ı levé strany na základě vztah̊u (13.5):

ssbsc + ssasc + ssasb − sasbsc = ssc(sb + sa︸ ︷︷ ︸
c

) + sasb(s− sc︸ ︷︷ ︸
c

) =

= (ssc + sa︸︷︷︸
s−a

· sb︸︷︷︸
s−b

)c = (ssc + s2 − sa− sb+ ab)c =

= (s(sc + s︸ ︷︷ ︸
a+b

−a− b) + ab)c = (s · 0 + ab)c = abc.

Do dokázané identity (13.8) nyńı dosad́ıme za každý ze čtyř součin̊u nalevo jeho
vyjádřeńı z Heronova vzorce, zat́ımco součin abc napravo zaměńıme za výraz 4RS.
Obdrž́ıme tak

S2

sa
+

S2

sb
+

S2

sc
− S2

s
= 4RS,

odkud po vyděleńı obou stran hodnotou S už źıskáváme – d́ıky čtyřem vzorc̊um
z druhého řádku (13.6) – dokazovaný vzorec (13.7).

99
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Nyńı jsme již připraveni přej́ıt k d̊ukaz̊um tvrzeńı o dotyćıch kružnice dev́ıti bod̊u
(N, 1

2
R) jak s kružnićı vepsanou (I, r), tak s kružnićı připsanou (Ec, rc), a to cestou

výpočt̊u délek vektor̊u
−→
NI a

−−→
NEc. Celý postup poṕı̌seme pouze pro prvńı vektor

−→
NI

a pak objasńıme, proč obměnu postupu pro druhý vektor
−−→
NEc neńı nutné provádět.

Protože N je středem úsečky OH, podle rovnosti (13.1) z úvodńıho Lemmatu plat́ı

−−→
ON = 1

2

−−→
OH = 1

2

(−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC

)
,

zat́ımco vzorec (13.2) lze d́ıky označeńı s = 1
2
(a+ b+ c) přepsat takto:

−→
OI =

a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−→
OC

2s
.

Dohromady tak pro vektor
−→
NI vycháźı:

−→
NI =

−→
OI −

−−→
ON =

a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−→
OC

2s
−
−→
OA+

−−→
OB +

−→
OC

2
=

=
(

−sa︷ ︸︸ ︷
a− s)

−→
OA+ (

−sb︷ ︸︸ ︷
b− s)

−−→
OB + (

−sc︷ ︸︸ ︷
c− s)

−→
OC

2s
=
−sa
−→
OA− sb

−−→
OB − sc

−→
OC

2s
. (13.9)

K určeńı hodnoty
−→
NI2 užit́ım vzorce (13.9) využijeme kromě zřejmých rovnost́ı

−→
OA2 =

−−→
OB2 =

−→
OC2 = R2 (13.10)

také hodnoty dvojnásobk̊u skalárńıch součin̊u

2
−→
OA ·

−−→
OB = 2R2 − c2, 2

−→
OA ·

−→
OC = 2R2 − b2, 2

−−→
OB ·

−→
OC = 2R2 − a2. (13.11)

Z rovnost́ı (13.11) jistě stač́ı ověřit prvńı z nich:

c2 =
−→
AB2 =

(−−→
OB −

−→
OA

)2

=
−−→
OB2 − 2

−−→
OB ·

−→
OA+

−→
OA2 = 2R2 − 2

−→
OA ·

−−→
OB,

odtud už plyne potřebné.

Abychom se vyhnuli zapisováńı řady zlomk̊u s jmenovatelem (2s)2, poč́ıtejme z rov-

nost́ı (13.9)–(13.11) raději 4s2-násobek hodnoty
−→
NI2:

4s2
−→
NI2 = s2a

−→
OA2 + s2b

−−→
OB2 + s2c

−→
OC2+

+2sasb
−→
OA ·

−−→
OB + 2sasc

−→
OA ·

−→
OC + 2sbsc

−−→
OB ·

−→
OC =

= (s2a + s2b + s2c)R
2 + sasb(2R

2 − c2) + sasc(2R
2 − b2) + sbsc(2R

2 − a2) =
= (s2a + s2b + s2c + 2sasb + 2sasc + 2sbsc)R

2 − (a2sbsc + b2sasc + c2sasb) =
= (sa + sb + sc)

2R2 − (a2sbsc + b2sasc + c2sasb) =
= s2R2 − (a2sbsc + b2sasc + c2sasb)

(závěrem jsme využili rovnost sa + sb + sc = s).
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Odtud a z rovnosti

a2sbsc + b2sasc + c2sasb = 4s2r(R− r), (13.12)

kterou vzápět́ı dokážeme, dostaneme (po vyděleńı hodnotou 4s2) vyjádřeńı

|NI|2 =
−→
NI2 = 1

4
R2 − r(R− r) =

(
1
2
R− r

)2
.

Z něho po odmocněńı d́ıky Eulerově nerovnosti (Lemma 14.6) vyplyne |NI| = 1
2
R− r,

takže kružnice (N, 1
2
R) a (I, r) budou skutečně mı́t vnitřńı dotyk (neńı-li ovšem výchoźı

trojúhelńık ABC rovnostranný).

Zbývá tedy dokázat rovnost (13.12). Podle rovnost́ı (13.6) plat́ı

sbsc =
S2

ssa
=

S

s
· S
sa

= rra,

analogicky sasc = rrb a sasb = rrc. Levá strana (13.12) je tak rovna a2rra+b2rrb+c2rrc,
tud́ıž namı́sto (13.12) můžeme (po vyděleńı hodnotou r) dokazovat rovnost

a2ra + b2rb + c2rc = s2(4R− 4r),

kam ještě za 4R dosad́ıme ra + rb + rc − r podle (13.6). T́ımto jsme náš úkol převedli
na d̊ukaz rovnosti

a2ra + b2rb + c2rc = s2(ra + rb + rc − 5r). (13.13)

Ukážeme, že obě strany rovnosti (13.13), označme je L respektive P , se rovnaj́ı témuž
výrazu V = s(ara + brb + crc − 2S). Skutečně, podle vztah̊u (13.5) a (13.6) plat́ı

L− V = (a2ra + b2rb + c2rc)− s(ara + brb + crc − 2S) =
= ara(a− s︸ ︷︷ ︸

−sa

) + brb(b− s︸ ︷︷ ︸
−sb

) + crc(c− s︸ ︷︷ ︸
−sc

) + (a+ b+ c)S =

= a(S − rasa︸ ︷︷ ︸
0

) + b(S − rbsb︸ ︷︷ ︸
0

) + c(S − rcsc︸ ︷︷ ︸
0

) = 0

a současně

P − V = s2(ra + rb + rc − 5r)− s(ara + brb + crc − 2S) =
= sra(s− a︸ ︷︷ ︸

sa

) + srb(s− b︸ ︷︷ ︸
sb

) + src(s− c︸ ︷︷ ︸
sc

)− 5s · rs︸︷︷︸
S

+2sS =

= s(rasa + rbsb + rcsc︸ ︷︷ ︸
3S

)− 3sS = 0.

T́ım je rovnost (13.12), a tedy i rovnost |NI| = 1
2
R− r, dokázána.

Dotyk kružnice dev́ıti bod̊u (N, 1
2
R) s kružnićı (Ec, rc) připsanou straně AB daného

trojúhelńıku ABC nyńı dokážeme podobně jako v kapitole 2 obratem, převzatým př́ımo
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z p̊uvodńıho Feuerbachova d̊ukazu v knize [Feu].2

Zachovejme označeńı bod̊u O, H, I, Ec, N trojúhelńıku ABC a pod́ıvejme se,
jak se při změně (a, b, c) → (a, b,−c) změńı ostatńı skalárńı veličiny, které s daným
trojúhelńıkem spojujeme a které nyńı zavedeme definitoricky pomoćı vztah̊u (13.4)
a (13.6). Jiné vztahy mezi nimi jsme ostatně v podaném algebraickém d̊ukazu nevyužili
– s jedinou výjimkou, kterými byly rovnosti (13.10) a (13.11). Podle (13.4) a (13.6) při
(a, b, c)→ (a, b,−c) dojde k těmto změnám:

1. (s, sa, sb, sc)→ (sc,−sb,−sa, s),

2. hodnota S =
√
ssasbsc se nezměńı d́ıky bodu 1,

3. hodnota R = abc
4S

se změńı na −R kv̊uli c→ −c a bodu 2,

4. (r, ra, rb, rc)→ (rc,−rb,−ra, r) podle bod̊u 1 a 2.

Dodejme k tomu, že změny R → −R z bodu 3 spolu s c → −c neovlivńı platnost
výše zmı́něných

”
dodatečných “vztah̊u (13.10) a (13.11), a to d́ıky zachováńı hodnot

R2 a c2. Znamená to, že celý předchoźı výklad můžeme s pozměněnými veličinami
přepsat, aniž by se změnila platnost jeho závěr̊u. Jako př́ıklad uved’me přepis dokázané
rovnosti (13.7):

4R = ra + rb + rc − r → 4(−R) = (−rb) + (−ra) + r − rc.

Vid́ıme, že tento přepis nepřináš́ı nic nového – obměněná rovnost je ekvivalentńı s tou
p̊uvodńı.

Posouzenou změnu (a, b, c) → (a, b,−c) ovšem oceńıme při úvahách o polohových

vektorech z úvodńıho Lemmatu. Zat́ımco předpis (13.1) pro vektor
−−→
OH (a tedy ani

předpis pro
−−→
ON = 1

2

−−→
OH) na hodnotách a, b, c nezáviśı, předpis (13.2) pro vektor

−→
OI

přejde při změně c→ −c v předpis (13.3) pro vektor
−−→
OEc:

a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−→
OC

a+ b+ c
→ a
−→
OA+ b

−−→
OB − c

−→
OC

a+ b− c
.

Proto náš finálńı vzorec
−→
NI2 = (1

2
R− r)2 přejde ve vzorec pro

−−→
NEc

2 , když v něm
provedeme změny R→ −R a r → rc (viz body 3 a 4 výše).
Plat́ı tedy

|NEc|2 =
−−→
NEc

2 = (1
2
(−R)− rc)

2 =
(
1
2
R + rc

)2
.

Odtud po odmocněńı už dostaneme vztah |NEc| = 1
2
R + rc, který dokazuje vněǰśı

dotyk kružnic (N, 1
2
R) a (Ec, rc). T́ım je celý d̊ukaz Feuerbachovy věty hotov.

2V Ponarinově učebnici je tato část d̊ukazu Feuerbachovy věty přenechána jako úkol pro čtenáře.

102



Kapitola 14

Pomocná tvrzeńı

Do této kapitoly jsme zařadili i s d̊ukazy ta lemmata, která byla využita při d̊ukazech
Feuerbachovy věty ve v́ıce než jedné z předchoźıch kapitol. Pro čtenářovu lepš́ı orientaci
nejprve uvedeme přehled kapitol, ve kterých se na tato jednotlivá tvrzeńı odvoláváme.

▷ Lemma 14.1.(i): kapitoly 3, 10.

▷ Lemma 14.1.(ii): kapitoly 3, 4, 5, 6, 7.

▷ Lemma 14.1.(iii): kapitoly 3, 6, 7.

▷ Lemma 14.2: kapitoly 2, 8, 9, 11, 12, 14.

▷ Lemma 14.3: kapitoly 6, 7, 8.

▷ Lemma 14.4: kapitoly 4, 7, 14.

▷ Lemma 14.5: kapitoly 3, 5, 7, 10, 14.

▷ Lemma 14.6: kapitoly 3, 4, 5, 13.

Lemma 14.1 V trojúhelńıku ABC označme o kružnici opsanou a O jej́ı střed, C1 střed
strany AB, C0 patu výšky z vrcholu C, H ortocentrum, C2 střed spojnice HC, n kružnici
dev́ıti bod̊u a N jej́ı střed. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Obrazy ortocentra H v obou souměrnostech podle střed̊u C1, C0 lež́ı na kružnici o.

(ii) Bod N je nejen středem spojnice OH, ale také středem úsečky C1C2, která je
tud́ı̌z pr̊uměrem kružnice n. Jej́ı poloměr NC1 je přitom nesouhlasně rovnoběžný
s poloměrem OC kružnice o.

(iii) Polopř́ımka, která je osou vnitřńıho úhlu ACB, je rovněž osou úhlu OCC0.
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Důkaz: Využijeme toho, že kružnice n je obrazem kružnice o jak ve stejnolehlosti
(H, 1

2
), tak ve stejnolehlosti (G,−1

2
), kde G je těžǐstě trojúhelńıku ABC. Trojice bod̊u

A,B,C ∈ o se totiž ve stejnolehlosti (H, 1
2
) zřejmě zobraźı na trojici A2, B2, C2 ∈ n

a ve stejnolehlosti (G,−1
2
) na trojici A1, B1, C1 ∈ n.1

Ve stejnolehlosti (H, 2) přejdou body C1, C0 kružnice n v takové dva body kružnice o,
které jsou zřejmě souměrně sdružené s bodem H podle středu C1, resp. C0. Tvrzeńı (i)
je dokázáno.

Obrazem poloměru OC ve stejnolehlosti (G,−1
2
), resp. ve stejnolehlosti (H, 1

2
) je

poloměr NC1, resp. poloměr NC2 kružnice n – tyto poloměry jsou tedy nesouhlasně,
resp. souhlasně rovnoběžné s poloměrem OC. Důkaz (ii) je hotov.

K d̊ukazu (iii) ještě označ́ıme D střed toho oblouku AB kružnice o, na kterém
nelež́ı vrchol C. Osou vnitřńıho úhlu ACB je tak (d́ıky shodnosti oblouk̊u AD, DB)
polopř́ımka CD. Na rameni CC0 zkoumaného úhlu OCC0 ještě urč́ıme bod P tak, aby
úsečka CP měla stejnou délku jako poloměry OD, OC kružnice o.

A B

Co

D

C0

C1

O

P

Jelikož úsečky OD a CP jsou shodné a souhlasně rovnoběžné, plat́ı to rovněž
o úsečkáchOC aDP , celkem je tedyDOCP kosočtverec a polopř́ımka CD tak skutečně
p̊uĺı úhel OCP , jak jsme měli dokázat.2

Lemma 14.2 V trojúhelńıku ABC označme Q, Q′ body dotyku strany AB s kruž-
nićı tomuto trojúhelńıku vepsanou, resp. připsanou straně AB. Pak body Q, Q′ jsou
souměrně sdružené podle středu C1 strany AB a shodné úsečky AQ, BQ′ maj́ı délku
1
2
(b + c − a), kde a, b, c jsou obvykle značené délky stran. Tutéž délku maj́ı i tečny

1Pojednali jsme o tom v kapitole 1. Tam jsme také dokázali část (i) a prvńı větu části (ii) aktuálńıho
Lemmatu, přesto tyto krátké d̊ukazy i v této kapitole zopakujeme.

2Kosočtverec degeneruje v úsečku v př́ıpadě C1 = C0, kdy CD je ovšem osou nulového úhlu OCC0.
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z vrcholu C ke kružnici připsané straně AC.3 (Analogické vzorce plat́ı i pro ostatńı
délky tečen z vrchol̊u A, B, C ke kružnici vepsané a ke dvěma kružnićım připsaným
stranám, jež z dotyčného vrcholu vycházej́ı.4)

Důkaz: Věnujme se nejprve kružnici vepsané a kromě jej́ıho bodu Q na straně AB
uvažme jej́ı body Qa, Qb po řadě na stranách BC, CA.

C

A

b

Bc

a

Qa
Qb

Q

Z osové souměrnosti každé z dvojic tečen vedených z bod̊u A, B, C ke kružnici
vepsané plyne |AQ| = |AQb|, |BQ| = |BQa| a |CQb| = |CQa|. Z posledńıch dvou
rovnost́ı máme

|CQb|+ |BQ| = |CQa|+ |BQa| = a.

Odtud s přihlédnut́ım k prvńı rovnosti |AQ| = |AQb| plyne

2 · |AQ| = |AQb|+ |AQ| = (b− |CQb|) + (c− |BQ|) = b+ c− a.

Po vyděleńı dvěma už dostáváme dokazovaný vzorec pro |AQ|.

K d̊ukazu téhož vzorce pro délku tečny BQ′ ke kružnici připsané straně AB uvažme
obdobně body Q′

a, Q
′
b této kružnice po řadě na prodloužeńıch stran CB, CA.

C

A

b

Bc

a

Q′
b

Q′

Q′
a

3Délkou tečny z daného bodu k dané kružnici rozumı́me vzdálenost tohoto bodu od př́ıslušného
bodu dotyku.

4Tato analogie bude upřesněna po provedeném d̊ukazu a doplněna ilustračńım obrázkem.
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Podobně jako v předchoźım pro tečny z bod̊uA,B, C ke kružnici připsané straněAB
plat́ı |AQ′| = |AQ′

b|, |BQ′| = |BQ′
a| a |CQ′

a| = |CQ′
b|. Z prvńı a třet́ı rovnosti máme

|CQ′
a| − |AQ′| = |CQ′

b| − |AQ′
b| = b.

Odtud s přihlédnut́ım ke druhé rovnosti |BQ′| = |BQ′
a| plyne

2 · |BQ′| = |BQ′
a|+ |BQ′| = (|CQ′

a| − a) + (c− |AQ′|) = b+ c− a.

Po vyděleńı dvěma už dostáváme dokazovaný vzorec pro |BQ′|.

Dokázali jsme, že tečny z vrcholu B ke kružnici připsané straně AB trojúhel-
ńıku ABC maj́ı délku 1

2
(b + c − a). Protože tento výraz je symetrickou funkćı délek

b a c, stejnou délku 1
2
(b+c−a) maj́ı i tečny z vrcholu C ke kružnici připsané straně AC.

K dodatku v závorce, který jsme připojili k formulaci Lemmatu 14.2, uvád́ıme nyńı
sĺıbenou ilustraci spolu s následným upřesněńım:

A B

C

B

C

A

▷ Zeleně vyznačené úsečky maj́ı délku 1
2
(b+ c− a).

▷ Modře vyznačené úsečky maj́ı délku 1
2
(a+ c− b).

▷ Červeně vyznačené úsečky maj́ı délku 1
2
(a+ b− c).

Lemma 14.3 V trojúhelńıku ABC označme C0 patu výšky z vrcholu C, C1 střed
strany AB, Y jej́ı pr̊useč́ık s osou vnitřńıho úhlu BCA a Q, Q′ body dotyku strany AB
s kružnićı vepsanou, resp. připsanou této straně. Pak plat́ı

|C1Y | · |C1C0| = |C1Q|2 = |C1Q
′|2.

Důkaz: S ohledem na symetrii se stač́ı zabývat př́ıpadem |AC| > |BC|, nebot’
v př́ıpadě |AC| = |BC| všechny body z dokazovaných rovnost́ı splývaj́ı. Podle Lem-
matu 14.2 při obvyklém značeńı délek stran a, b, c plat́ı

|AQ| = |BQ′| = 1
2
(b+ c− a),
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což s ohledem na rovnosti |AC1| = |BC1| = 1
2
c a předpoklad b > a vede k závěru, že

|C1Q| = |C1Q
′| = 1

2
(b− a).

Uvažme nyńı obraz B′ bodu B v souměrnosti podle osy CY úhlu BCA a označmeK
ten jej́ı bod, který je středem úsečky BB′. Dı́ky předpokladu b > a lež́ı bod B′ uvnitř
strany AC tak, že |AB′| = b− a. Pro středńı př́ıčku C1K trojúhelńıku ABB′ tak plat́ı
|C1K| = 1

2
(b − a), nav́ıc z C1K ∥ AC plyne shodnost tř́ı úhl̊u C1KY , ACY a BCY ,

vyznačených na obrázku.

A B

C

a
b− a

K

C0C1 Y

B′

a

Podle předchoźıch úvah lze dokazované tvrzeńı vyjádřit jedinou rovnost́ı

|C1Y | · |C1C0| = |C1K|2, neboli |C1Y | : |C1K| = |C1K| : |C1C0|.

Stač́ı tak ověřit, že trojúhelńıky C1KY a C1C0K jsou podobné podle věty uu. Skutečně,
jejich úhly u společného vrcholu C1 jsou totožné a shodnost jejich úhl̊u u vrchol̊u K
a C0 snadno vyplyne z vlastnost́ı úhl̊u v kružnici s pr̊uměrem BC, na které oba body
K a C0 zřejmě lež́ı. K tomu rozlǐśıme, zda je úhel ABC tupý (obr. výše), nebo pravý
či ostrý (obr. ńıže). Vše je natolik očividné, že slovńı výklad uvádět nebudeme.

A
B

C

a

b− a
K

C0C1 Y

B′

aA
B = C0

C

b− a

C1

a

a

K

B′

Y

T́ım je d̊ukaz Lemmatu 14.3. ukončen.

107



Kapitola 14: Pomocná tvrzeńı

Lemma 14.4 V trojúhelńıku ABC na ose vnitřńıho úhlu ACB uvažme postupně střed I
kružnice vepsané, pr̊useč́ık Y se stranou AB, pr̊useč́ık D s kružnićı trojúhelńıku ABC
opsanou a konečně střed Ec kružnice připsané straně AB. Pak plat́ı rovnosti

|DA| = |DB| = |DI| = |DEc| a |DY | · |DC| = |DA|2.

Důkaz: Pojmenované body jsou znázorněny na obrázku. V něm je vykreslena
rovněž osa vnitřńıho úhlu ABC a určen jej́ı pr̊useč́ık K s kružnićı opsanou. Vyznačeny
jsou pak modře a červeně dvě skupiny shodných obvodových úhl̊u.

A
B

C

D

I

K

Y

Ec

Z vyznačených úhl̊u plyne jednak rovnost |DA| = |DB|, jednak shodnost trojúhel-
ńık̊u DAK a DIK d́ıky větě usu, takže plat́ı rovněž |DA| = |DI|. Máme tak dokázány
prvńı dvě z rovnost́ı |DA| = |DB| = |DI| = |DEc|. Třet́ı rovnost je d̊usledkem Tha-
letovy věty: d́ıky vyznačenému pravému úhlu mezi osami BI a BEc (jde o osy dvou
vedleǰśıch úhl̊u) je bod D nutně středem přepony IEc pravoúhlého trojúhelńıku IEcB,
nebot’ (jak už v́ıme) |DI| = |DB|.

Rovnost |DY | · |DC| = |DA|2 upravená do tvaru |DY |/|DA| = |DA|/|DC| plyne
z trojúhelńık̊u DY A a DAC, které jsou totiž podobné podle věty uu. T́ım je d̊ukaz
Lemmatu 14.4. ukončen.
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Lemma 14.5 Označme R poloměr kružnice opsané trojúhelńıku ABC a D střed toho
jej́ıho oblouku AB, na kterém nelež́ı vrchol C. Pak pro střed I a poloměr r kružnice
vepsané trojúhelńıku ABC plat́ı |DI| · |IC| = 2Rr. Podobně pro střed Ec a poloměr rc
kružnice připsané straně AB trojúhelńıku ABC plat́ı |DEc| · |EcC| = 2Rrc.

Důkaz: Dı́ky Lemmatu 14.4 plat́ı |DI| = |DEc| = |DB|, stač́ı tud́ıž dokázat
rovnosti

|DB| · |IC| = 2Rr a |DB| · |EcC| = 2Rrc.

Označme P , P ′ kolmé pr̊uměty po řadě střed̊u I, Ec na polopř́ımku CB (viz obr.).
Při obvyklém označeńı γ = |<) BCA| maj́ı trojúhelńıky ICP , EcCP ′, DCB u vrcholu C
společný úhel velikosti 1

2
γ. Prvńı dva z nich jsou pravoúhlé, tud́ıž

r = |IP | = |IC| sin 1
2
γ a rc = |EcP

′| = |EcC| sin 1
2
γ.

Ve třet́ım trojúhelńıku DCB s opsanou kružnićı o poloměru R podle sinové věty plat́ı
|DB| = 2R sin 1

2
γ. Z odvozených rovnost́ı plyne

2Rr sin 1
2
γ = (2R sin 1

2
γ) · r = |DB| · |IC| sin 1

2
γ,

2Rrc sin
1
2
γ = (2R sin 1

2
γ) · rc = |DB| · |EcC| sin 1

2
γ.

Odtud po vyděleńı kladným č́ıslem sin 1
2
γ už dostáváme rovnosti, které jsme měli

dokázat.

A B

C

D

I

Ec

P ′

P
r

rc
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Z právě dokázaného Lemmatu 14.5 snadno plynou známé Eulerovy vztahy, které
kv̊uli odkaz̊um (ćıleným právě na ně) nyńı uvedeme samostatně.

Lemma 14.6 Pro libovolný trojúhelńık ABC uvažme jemu opsanou kružnici (O,R),
vepsanou kružnici (I, r) a kružnici (Ec, rc) připsanou straně AB. Pak vzdálenosti stře-
du O od střed̊u I a Ec jsou určeny vzorci

|OI|2 = R2 − 2Rr a |OEc|2 = R2 + 2Rrc.

Nav́ıc plat́ı nerovnost R ≥ 2r, ve které nastane rovnost, právě když je trojúhelńık ABC
rovnostranný.

Důkaz: Využijeme mocnosti mI , mEc střed̊u I, Ec ke kružnici opsané (O,R). Dı́ky
Lemmatu 14.5 má záporná mocnost mI dvoj́ı vyjádřeńı

mI = |OI|2 −R2 = −|DI| · |IC| = −2Rr;

podobně pro kladnou mocnost mEc plat́ı

mEc = |OEc|2 −R2 = |DEc| · |EcC| = 2Rrc.

Odtud už plynou oba dokazované vzorce. Podle prvńıho z nich R(R− 2r) = |OI|2 ≥ 0,
tud́ıž skutečně plat́ı R ≥ 2r s rovnost́ı v jediném př́ıpadě O = I. Posledńı zřejmě
nastane, jen když je trojúhelńık ABC rovnostranný.
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Kapitola 15

Životńı dráha K. W. Feuerbacha

Životopisné údaje o matematikovi, jehož slavnému (a prakticky jedinému významnému)
výsledku jsme naši závěrečnou práci věnovali, lze naj́ıt na internetu jak v obecné
otevřené encyklopedii Wikipedie ([Wii]), tak ve specializované historicko-matematické
encyklopedii MacTutor ([McT]), včetně stručného hodnoceńı jeho nepř́ılǐs rozsáhlého
matematického d́ıla. Asi nejpodrobněji se popisu jeho života věnovala Laura Gug-
genbuhl, jej́ıž šestistránkový článek Karl Wilhelm Feuerbach, Mathematician vyšel
v roce 1955 v časopise The Scientific Monthly.1 Z jeho přetisku v dodatku knihy [Ped,
str. 89–100], doplněném o několik fotokopíı z originálu Feuerbachova hlavńıho d́ıla [Feu],
jsme čerpali téměř všechny ńıže uvedené informace o krátkém, ale zato bouřlivém životě
tohoto matematika.

1Doktorka Guggenbuhl byla odbornou asistentkou matematiky na Hunter College v New Yorku.
Jak autorka uvád́ı s odkazy na seznam literatury k uvedenému článku, základńı biografická fakta
převzala z př́ıspěvku od Moritze Cantora z roku 1910, ovšem hluboce doj́ımavé a bolestné detaily
z Karlova života j́ı přinesla až četba dopis̊u z arch́ıvu Karlova otce.
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Karl Feuerbach se narodil 30. 5. 1800 v německém městě Jena do taměǰśı významné
rodiny Feuerbach̊u. Jeho matka byla Eva Wilhelmine Maria Troster a otec Paul Johann
Anselm Feuerbach, profesor práva na univerzitě v Jeně, který později napsal bavorský
trestńı zákońık. Eva a Paul měli jedenáct dět́ı, z nichž tři synové zemřeli už jako děti.
Zbylých pět syn̊u dosáhlo časem doktorských titul̊u a tři z nich se stali dokonce profe-
sory. Nejznáměǰśım z bratr̊u byl Ludwig Feuerbach (1804–1872), předńı materialistický
filosof 19. stolet́ı.

Otec Paul Feuerbach se musel kv̊uli profesńı kariéře často se svou rodinou stěhovat:
z Karlova rodǐstě Jeny do Kielu, v roce 1804 do bavorského Landshutu a poté odtud
do nedalekého Mnichova. V roce 1814 Karl a jeho starš́ı bratr Anselm začali cho-
dit na gymnázium v Mnichově, když se jejich otec opět musel přestěhovat, tentokrát
do 200 km vzdáleného Bamberku. Synové však z̊ustali v Mnichově, aby gymnázium
dokončili. Poté oba chlapci vstoupili na univerzitu v Erlangenu (v roce 1817) a stali
se oba skvělými studenty. Na univerzitě studovali pod patronaćı bavorského vévody
Maxmiliána Josefa, který povýšil jejich otce Paula do šlechtického stavu a sĺıbil mu
finančńı zajǐstěńı vysokoškolských studíı pro všechny jeho syny. V roce 1819 se Paul
Feuerbach stal předsedou Odvolaćıho soudu v Ansbachu, kde se celá jeho rodina defi-
nitivně uśıdlila.

V roce 1820 Karl přestoupil na univerzitu ve Freiburgu, aby mohl pokračovat
ve studiu matematiky u profesora Karla Buzengeigera. Ten napsal i úvodńı slovo
k Feuerbachovu nejznáměǰśımu d́ılu Eigenschaften einiger merkwürdigen Punkte des
geradlinigen Dreiecks, und mehrerer durch sie bestimmten Linien und Figuren. Eine
analytisch-trigonometrische Abhandlung.2 Tato útlá kniha [Feu] o 62 stranách (90 stran
i s př́ılohami a úvodem) byla nejsṕı̌se jeho závěrečnou praćı, za kterou byl jej́ımu au-
torovi již v jeho 22 letech udělen doktorát.

V tomto d́ıle z roku 1822 Karl uvád́ı i s d̊ukazem sv̊uj objev
”
nejhezč́ı věty ele-

mentárńı geometrie od dob Eukleida“3, které jsme se v celé naš́ı závěrečné práci
věnovali. Jej́ı zněńı se objevilo jen jako zmı́nka na konci paragrafu 57, popisuj́ıćı dotyk
kružnice vepsané a kružnic připsaných s kružnićı dev́ıti bod̊u libovolného trojúhelńıku
v podobě, jej́ıž sken z německého originálu uvád́ıme na daľśı stránce. (Česky: Kružnice,
která procháźı patami výšek trojúhelńıku, se dotýká všech čtyř kružnic, které se dotýkaj́ı
všech tř́ı stran daného trojúhelńıku. Kružnice vepsaná má dotyk vnitřńı a každá z kružnic
připsaných dotyk vněǰśı.)

2Česky: Vlastnosti některých významných bod̊u rovinného trojúhelńıku a nav́ıc j́ım určenými
př́ımkami a útvary. Analyticky-trigonometrické pojednáńı.

3Toto oceněńı, v originále:
”
the most beautiful theorem in elementary geometry that has been

discovered since the time of Euclid“, jsme převzali ze str. 21 článku J. L. Coolidge, The Heroic Age
of Geometry, Bull. Amer. Math. Soc. 35(1): str. 19-37 (January-February 1929).
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Tato věta, jež je obecně známa jako Feuerbachova, je v tomto d́ıle dokázána, jak
jsme ukázali v kapitole 2, předevš́ım pomoćı algebraických výpočt̊u, ne tedy synte-
tickými úvahami v duchu tradice zmı́něného Eukleida. Je však třeba ocenit preciznost
a trpělivost, se kterou byl Feuerbach schopen takto náročné výpočty v té době vykonat.
V kapitole 2 jsme jejich krátkou ukázku ve skenu z originálu přetiskli.

Ačkoli Feuerbachové nebyli rodiĺı Bavořani a nav́ıc byli protestanty v této jinak
převážně katolické zemi, stal se d́ıky své publikaci Karl Feuerbach ve svých 22 letech
profesorem matematiky na gymnáziu v Erlangenu a o rok později i na tamńı vysoké
škole. Dále se však stýkal s přáteli ze studíı, mezi nimiž byl znám jako bezstarostný ho-
mosexuál, pověstný svou nezodpovědnost́ı a dluhy. Za svou politickou aktivitu a názory
byl v roce 1824 cestou do školy zatčen. Obviněno bylo s Karlem také 19 spolužák̊u z uni-
verzity a poté byli všichni vězněni v Nové věži v Mnichově bez práva přij́ımat návštěvy
zvenč́ı.

Karl̊uv otec Paul ve svých dopisech zmiňuje obavy, že synovo zatčeńı mohlo být
podńıceno jeho (Paulovými) politickými nepřáteli. I tak se Karl ćıtil osobně zodpovědný
za neutěšenou situaci svých vězněných přátel, což ho přivádělo k depreśım. Několikrát
se pokusil i o sebevraždu. Skok z nemocničńıho okna mu zanechal dokonce doživotńı
následky. Nedlouho po tomto svém posledńım pokusu o sebevraždu byl Karl Feuer-
bach propuštěn pod podmı́nkou, že se o něj bude starat Friedrich Wilhelm Thiersch
(1784–1860), učenec, pedagog a př́ıtel rodiny Feuerbach̊u, který Karla dř́ıve učil. Jeden
z Karlových přátel ve vězeńı zemřel, avšak po 14 měśıćıch vězněńı byli všichni ostatńı
soudem osvobozeni a mohli se znovu věnovat normálńımu životu.

Po zproštěńı viny se Karl vrátil ke své rodině do Ansbachu a věnoval se v klidu do-
mova matematickým úvahám, které započal rozv́ıjet ve vězeńı. V roce 1827 publikoval
v Norimbergu 48stránkovou brožuru s názvem Grundriss zu analytischen Untersuchun-
gen der dreyeckigen Pyramide4. Jak ṕı̌se Laura Guggenhalm, Moritz Cantor ve svém
př́ıspěvku [Can] podrobil tuto Feuerbachovu studii př́ıznivě vyzńıvaj́ıćımu kritickému
rozboru a v závěrečném shrnut́ı prohlásil jej́ıho autora vedle Möbia za

”
nezávislého

spoluobjevitele teorie homogenńıch souřadnic bod̊u v prostoru.“

Ještě celý rok po svém propuštěńı z vězeńı nebyl Karl v dostatečně dobrém duševńım
stavu, aby se mohl vrátit k výuce ve škole. Teprve poté přijal mı́sto na gymnáziu v ma-
loměstském Hofu. Jeho jmenováńı tamńım profesorem matematiky zař́ıdil vévoda Max-

4Česky: Základy analytické teorie trojbokého jehlanu (tj. čtyřstěnu).
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milián Josef, který se usilovně snažil pomoci všem mladým muž̊um, kteř́ı byli společně
s Karlem uvězněni. Karl však v Hofu nebyl vnitřně spokojen, chyběl mu klidný život,
který měl u rodič̊u a sourozenc̊u v Ansbachu. Jeho duševńı stav se zhoršoval, dokud
ho jeho dva bratři neodvezli na lékařské vyšetřeńı zpět do Erlangenu, města, ve kterém
dř́ıve býval št’astný. Po zlepšeńı zdravotńıho stavu, v roce 1828, začal opět učit na
gymnáziu v Erlangenu. Na této škole ale jednoho dne při výuce vytáhl meč a hrozil
žák̊um uř́ıznut́ım hlavy, pokud nebudou umět vyřešit rovnici napsanou na tabuli. V týž
den se pak vzdal mı́sta na gymnáziu a rozhodl se ž́ıt v ústrańı. Šest let se v Erlagenu
oddával v častých depreśıch samotě a rozj́ımáńım se vzdaloval od reality okolńıho světa.
Dovolil, aby mu narostly dlouhé vlasy, vousy a nehty, źıral na občasné návštěvńıky bez
jakékoli známky emoćı a jeho rozhovor sestával pouze z hlubokých mumlavých tón̊u
bez srozumitelného významu. Zemřel 12. března 1834, tedy ve věku nedožitých 34 let.
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Závěr

Předloženou práci jsem věnovala jedinému výsledku o pěti významných kružnićıch,
které spojujeme s obecným trojúhelńıkem v eukleidovské rovině, totiž Feuerbachově
větě. Jej́ı problematiku jsem přibĺıžila v kapitole 1. Tam jsem také nast́ınila jej́ı posta-
veńı a význam v geometrii rovinného trojúhelńıku. V daľśıch výkladových kapitolách
pak podrobně popisuji rozličné elementárńı př́ıstupy, kterými lze Feuerbachovu větu
dokázat.

Domńıvám se, že jsem dosáhla obou ćıl̊u vytyčených v Úvodu k této práci. V nej-
rozsáhleǰśı kapitole 2 uvád́ım ve vlastńım pojet́ı výklad historicky prvńıho d̊ukazu,
se kterým v roce 1822 přǐsel sám Karl Feuerbach. Nebylo snadné tuto kompozici
r̊uzných d́ılč́ıch výsledk̊u z knihy [Feu], které jej́ıho autora přivedly k potřebnému
závěru, přepracovat do ústrojného celku, který věrně odráž́ı strukturu celého postupu
i zahrnuje početńı odvozeńı potřebných d́ılč́ıch závěr̊u. Zvolený zp̊usob zpracováńı po-
pisuji úvodem dotyčné kapitoly 2 a nebudu ho na tomto mı́stě opakovat.

V kapitolách 3 až 13 se zabývám daľśımi d̊ukazy Feuerbachovy věty. Vybrala jsem
je z téměř tř́ı deśıtek d̊ukaz̊u, které se mi podařilo v literatuře dohledat.5 Při rozho-
dováńı o tom, které z postup̊u do chystaného textu zařadit, jsem se prioritně ř́ıdila
požadavkem, aby použitá teorie nepřekračovala významně rámec gymnaziálńı plani-
metrie. Nav́ıc jsem hledala zejména takové d̊ukazy, jejichž podstatu lze vyjádřit jas-
nou myšlenkou. Tu jsem pak heslovitě vtělila do názvu př́ıslušné kapitoly a rozvinula
v úvodńı části jej́ıho textu. Přestože zpracováńı následných výklad̊u v kapitolách 3
až 13 nebylo tolik náročné jako v př́ıpadě kapitoly 2 s Feuerbachovým d̊ukazem, po-
drobněǰśı argumentace a potřebné doplňky si vyžádaly i v daľśıch kapitolách nemalé
úsiĺı. Dokládám to (nijak výjimečným) př́ıkladem kapitoly 5, ve které k vypracovanému
šestistránkovému výkladu připojuji závěrem sken p̊uvodńıho př́ıspěvku.

Jsem přesvědčena, že všechny etapy př́ıpravy předložené práce nesmı́rně obohatily
můj pohled na elementárńı planimetrii a prohloubily moje dovednosti při využ́ıváńı
takových nástroj̊u, jakými jsou podobnosti trojúhelńık̊u, mocnosti bod̊u ke kružnićım
a rovinné stejnolehlosti. Ceńım si rovněž zkušenost́ı s psańım matematických výklad̊u,
které jsem źıskala při četných konzultaćıch se svým školitelem nad pracovńımi verzemi

5V Seznamu užité literatury uvád́ım pouze ty př́ıspěvky o Feuerbachově větě, které jsem
do výsledného textu skutečně zapracovala.
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Závěr

jednotlivých kapitol. Musela jsem je často i několikrát přepisovat a pak ještě dolad’ovat,
abych dostála školitelovým představám o obsahové přesnosti a stylistické vytř́ıbenosti.

Věř́ım, že můj text oceńı všichni zájemci o elementárńı planimetrii, zejména středo-
škoľst́ı učitelé matematiky a jejich talentovańı žáci.
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Seznam užitých značeńı

1. V celém textu práce použ́ıváme standardńı algebraickou a geometrickou symboliku.
Rovinné zobrazeńı, jež je stejnolehlost́ı se středem M a koeficientem λ, znač́ıme (M,λ).
2. Označeńı prvk̊u rovinného trojúhelńıku ABC, které jsme zavedli v kapitole 1, v dal-
š́ıch kapitolách zpravidla znovu připomı́náme při jejich prvńım výskytu. Seznam těchto
značeńı nyńı uvedeme, a to v takovém pořad́ı, abychom k popis̊um daľśıch značeńı mohli
využ́ıt značeńı popsaná dř́ıve. V popisech neuvád́ıme, že použité termı́ny se vztahuj́ı
k danému trojúhelńıku ABC. Ostatńı v textu práce užitá značeńı, jež v seznamu chyb́ı,
maj́ı platnost v rámci kapitol, ve kterých byla zavedena. Zařazeny do seznamu jsou jen
ta daľśı označeńı, která se v d̊ukazových kapitolách opakuj́ı nejčastěji.

α, β, γ velikosti úhl̊u CAB, ABC, BCA
a, b, c délky stran BC, CA, AB
S obsah (trojúhelńıku ABC)
A1, B1, C1 středy stran BC, CA a AB
G těžǐstě
A0, B0, C0 paty výšek z vrchol̊u A, B, C
H ortocentrum (pr̊useč́ık výšek)
O střed kružnice opsané
R poloměr kružnice opsané
o = (O,R) kružnice opsaná
I střed kružnice vepsané
r poloměr kružnice vepsané
i = (I, r) kružnice vepsaná
Ea, Eb, Ec středy kružnic připsaných stranám BC, CA, AB
ra, rb, rc poloměry kružnic připsaných stranám BC, CA, AB
ea = (Ea, ra) kružnice připsaná straně BC
eb = (Eb, rb) kružnice připsaná straně CA
ec = (Ec, rc) kružnice připsaná straně AB
N střed kružnice dev́ıti bod̊u
n = (N, 1

2
R) kružnice dev́ıti bod̊u

A2, B2, C2 středy spojnic AH, BH, CH (Eulerovy body)
Q bod dotyku kružnice i se stranou AB
Q′ bod dotyku kružnice ec se stranou AB
D střed oblouku AB kružnice o, na kterém nelež́ı bod C
Y pr̊useč́ık strany AB s osou vnitřńıho úhlu BCA
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