ZDVOJENI KOULE - PARADOX BANACHA A TARSKEHO

1. Uvobp

Véta Banacha a Tarského k4, Ze je mozné rozdélit jednotkovou kouli v R? na koneény
pocet (ve skutecnosti je nejmensi mozny pocet pét) disjunktnich podmonozin a kazdou
otocit a posunout tak, ze poté vzniknou presné dvé jednotkové koule. Tato véta zpusobila
ve své dobé (publikovana byla v roce 1924) velky rozruch.

Matematicky tato véta znamend, ze neni mozné (netrividlné) pfifadit vSem podmnozi-
nam R? &fslo — jejich objem — tak, aby toto pfifazeni bylo koneéné aditivni a invariantni
vzhledem k Eukleidovskym transformacim. Potom by se totiz objem jednotkové koule
musel rovnat souCtu objemu jednotlivych podmnozin rozkladu a tento soucet zaroven
dvojndsobku objemu koule, ve vysledku by tedy muselo platit V(B3) = 2-V(B?). Z tohoto
jednoduse plyne, ze objem kazdé podmnoziny musi byt nulovy. Pfitom tyto pozadavky na
objem jsou naprosto piirozené a presné ty se od abstraktni “miry” pozaduji (ve skutecnosti
jesté vic). Problémem této dedukee je, ze jednotlivé podmnoziny, na které je koule rozdélena
jsou prilis divoké a ve skutecnosti zadny objem prifazeny mit nemohou. Takové podmnoziny
se prosté v prirodé nevyskytuji a doufat tedy, ze se pomoci této véty podaii zdvojnasobit
objem, je dosti naivni. Formalné tedy tato véta tika, ze existuji tzv. “neméritelné” mnoziny.

2. PARADOXY V ROVINE

Nazvéme dvé podmnoziny A, B C R? kongruentni, znaé¢ime A ~ B, jestlize lze rozlozit
obé dvé tyto podmnoziny na konecné disjunktni sjednoceni

k k
A=| |4, B=||B
i=1 =1

svych podmnozin takovym zpisobem, zZe existuji Eukleidovské transformace® p; : R¢ — R?
prevadéjici A; na By, tj. plati pro né p;(A;) = B;. Vyhodnym zptusobem, kterym budeme
tuto skutecnost zapisovat je

pr(A)) U Upp(Ag) = By U--- U By.

Zéaroven tuto kongruenci muzeme také popsat jako bijekci f : A — B, ktera je “po ¢astech”
Eukleidovskd transformace, tj. existuje konecény rozklad A = |_|f:1 A; takovy, ze fla, je
Eukleidovskd transformace. Rikejme takové bijekei kongruence. Dokazme pomoci tohoto
popisu, ze relace “byt kongruentni” je ekvivalence na mnoziné vsech podmnozin R¢. Necht
A~ B a B ~ C. Potom existuji kongruence f : A - B ag: B — (. Pfitom méme
rozklady A = |_|f:1 A; a B = |_|§.:1 B; na nichz jsou f a g Eukleidovské transformace.

LJedna se o zobrazeni zachovavajici vzdalenosti. Pro d = 2,3 je takové zobrazeni vidy slozenim rotace

a posunuti, obecné pak lze rotovat v ruznych rovindch nezédvisle.
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Ziejmé potom je slozen{ g o f Eukleidovskd tranformace na kazdém A; N ¢~ '(B;). Ke
kongruenci A ~ C' jsme tedy potiebovali rozdélit A na k - [ podmnozin; obecné toto ¢islo
nelze zlepsit.

Uved'me nyni néjaké zajimavé a piitom pomérné jednoduché piiklady pro d = 2. Necht
S1 C R? znaci jednotkovou kruznici se stiedem v pocatku a x € S* je libovolny jeji bod.
Potom plati S* ~ S* \ {x}. Necht p je libovolnd rotace okolo pocatku o tihel, ktery neni
racionalnim nasobkem 7. Potom kazdd iterace p™ = po---0p je rotace o nenulovy thel

———

nx
(samoziejmé s vyjimkou n = 0) a zejména p(x) # z pro n # 0. Rozdélme S! na disjunktn{
sjednoceni dvou podmnozin

A={p"(x) | n>0}, B=S'\A

Pokud ponechdme B na misté (tj. prislusna Eukleidovské transformace je id), zatimco A
oto¢ime pomoci zobrazeni p, dostavame

p(A)UB = (A~ {2})UB = S"\ {z}.

Stejnym zpusobem lze samoziejmé z S “odstranit” koneény pocet bodil.

Ve skutecnosti ale plati S ~ S' . X i pro libovolnou spoéetnou podmnozinu X . Ditkaz
je podobny, jen je potfeba uvazit vsechny body mnoziny X zaroven a zvolit vhodny thel
rotace. Budeme chtit opét polozit

A={p"(z) |z € X &n e Ny} B=S'\4

(tj. A dostaneme z X tak, ze k této mnoziné opakované pridavdame jeji obraz pii rotaci
p). Podminku na thel rotace dostaneme z toho, aby platilo p(A) U B = S' \ X, protoze
tento rozklad bude vzdy disjunktni (nebot p(A) C A). Nesmi tedy platit z = p"(y) pro
zadné n > 0. Pritom p"(y) vznikne z y oto¢enim o thel na, kde « je thel rotace p. Nase
podminka na thel « se d4 jednoduse zapsat s pomoci komplexnich ¢isel. Uvazme mnozinu
A argumentu vsech podilu x/y, kde x,y € X, pficemz se dohodnéme, ze do této mnoziny
dame s kazdym tuhlem také vSechny thly, které se od néj lisi o celo¢iselny nasobek tihlu
2m. Nyni k A pridejme téz vSechny zlomky téchto uhlu,

B={%]acA&neN}

Ziejmeé se jedna o spocetnou mnozinu a staci zvolit 1ihel rotace libovolné tak, aby nebyl
prvkem B, nebot podminka x = p™(y) znamend arg(z) = arg(y) + na, tedy

o = L(arg(x) — arg(y)) = L arg(w/y) € B.

Ze spocetnosti B takovy thel zvolit 1ze.

Ackoliv je dukaz pomérné jednoduchy, pro dalsi bude velmi uzitecné jej vylozit jinak —
pomoci akef grup. Mnozina G = {p™ | n € Z} tvoii grupu vzhledem ke skladani (podgrupu
GL(2) izomorfni Z). Pro kazdy bod z € S* ozna¢me Gz mnozinu

Gz={g9z| g€ G, tj. g=p"},

kterou nazyvame orbitou bodu z (vzhledem k akci grupy G na S*). Orbity tvoii rozklad
St a pro nasi volbu rotace plati, Ze kazd4 tiida tohoto rozkladu, tj. kazd4 orbita, obsahuje
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nejvyse jeden prvek podmnoziny X. Pokud je tomu tak, feknéme pro Gz, kde x € X,
muzeme tuto orbitu ztotoznit se Z nésledujicim zpusobem

7 =5 Gz
n+— p'w.

Pti této identifikaci odpovida bod x € X ¢islu 0 € Z. Pfitom muzeme rozdélit Z na dvé
disjunktni podmnoziny Z_ a Ny a plati, ze prictenim ¢isla 1 ke vSsem prvkum Ny dostaneme
praveé vsechna kladna cela cisla,

Z.={n+1|neN}

Stejna formulka samoziejmé zadava identifikaci orbity se Z nezavisle na tom, jestli tato
obsahuje bod z X ¢i nikoliv. Pfedstavujeme-li si tedy kazdou orbitu jako “kopii” Z, nékteré
kopie obsahuji (jediny) prvek X a ten v této kopii nulou. Nase Eukleidovské transformace
potom “pricte jednicku” ke vSem “nezapornym c¢islum” v orbitach obsahujicich bod z X
(coz ve skutecnosti znamend, ze piislusné body se oto¢i pomoci rotace p), ¢imz z téchto
kopii odstranime nulu, tj. pravé prvky mnoziny X.

3. PARADOXY V PROSTORU

Nasim prvnim a hlavnim cilem bude jednotkovou sféru S? C R? rozdélit na koneény
pocet podmnozin, kazdou pootocit a ziskat dvé sféry; o kouli se budeme bavit pozdéji.

V roviné bylo dulezité zvolit pro rotaci p uhel, ktery byl iracionalnim nasobkem .
Divodem bylo, aby Zaddn4 jeho mocnina p” s vyjimkou p” nebyla rovna identité. V prostoru
(coz je analogie p™ # id). Grupa jimi generovana se pak nazyva “volna grupa fadu 2”7 a
znadci se Fy. Popisme jeji kostrukei tak, jak se nam bude pro pozdéjsi vyklad hodit.

Definujme prvné rekurzivné nekonecény orientovany (a obarveny) strom T takto. Necht
Ty ma jediny vrchol e a zadnou hranu, strom T vyrobime z Ty piidanim dvou hran
vychézejicich z e, které oznacime a a b, a dvou do néj vchazejicich; opét je oznacme a
a b. Tim zaroven pridame k T ¢tyfi nové vrcholy (s kazdou novou hranou priddvame i
novy koncovy vrchol). V kazdém dalsim kroku vyrobime T} z Ty tak, ze doplnime ke
kazdému vrcholu T}, _; hrany tak, aby z néj vychézely pravé dvé, jedna oznacend a a druha
b, a pravé dveé do néj vchazely, opét oznacené jedna a a druhd b a opét s kazdou pridavanou
hranou pridame i novy vrchol. Definujme T jako sjednoceni grafu Tj, pro k =0, 1,.... Mélo
by byt jasné, ze se jednd o souvisly graf (kazdé dva body lze spojit neorientovanou cestou).

Dokazme nyni, Ze se opravdu jednd o strom. Necht v T existuje néjaky cyklus. Potom
tento cyklus je ve skutecnosti obsazeny v néjakém T}, nebot se sklddd z koneéného poétu
hran a kazdd se vyskytuje v néjakém konecném stupni nasi konstrukee (staci pak vzit
maximum z vyskytujicich se stupnu). Necht v je vrchol, ktery se vyskytuje v Ty ~ Tp_1.
Jelikoz vSechny vrcholy nové pridané k T} jsou spojeny hranou vedouci v T} s jedinym
dalsim vrcholem, musi hrana vyskytujici se v nasem cyklu pted a po vrcholu v byt stejna.
To je spor s definici cyklu.
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Jelikoz je T' strom, existuje pro kazdy vrchol v jedind cesta z pocatecniho vrcholu e € T
do v, necht se tato skladé z hran oznacenych ¢y, ..., ¥, kde ¢; je bud a nebo b. Definujme
g; = =£1 tak, ze hodnota +1 znaci, ze jsme hranu prosli po sméru, a hodnota —1, ze
jsme ji prosli proti sméru. Muzeme nyni reprezentovat vrchol v posloupnosti (5 - - £,
které budeme fikat slovo (pfesnéji tedy slovo je pro nds koneénéd posloupnost pismen z
mnoziny a,b,a”',b7!). Podle definice cesty se nemohou vedle sebe vyskytovat a,a™! ani
b,b~!. Rikdme, 7e takové slovo je redukované. Je-li vsak (' --- £ libovolné (ne nutné
redukované) slovo, umime pro kazdy vrchol u nalézt jediny sled, ktery za¢ind v u, a ve
kterém jsou hrany oznaceny pismeny ze zadaného slova.

Zaroven je dobré si uvédomit, ze z kazdého sledu lze cestu vyrobit tak, ze opakované
vynechame dvojici hran sestavajici z hrany a po ni bezprostfedné nésledujici totozné
hrany projité v opaéném sméru. Z kazdého slova tedy ziskdme redukované opakovanym
vynechdvanim podslov tvaru aa™',a ta,bb=!,b~'b a tyto operace nemaji vliv na to, kam
se 7 vrcholu u prochazenim slova dostaneme. Ve vysledku dostavame bijekci mezi vrcholy
stromu 7" a redukovanymi slovy. Mnozinu vrcholu budeme znacit F,, podle predchoziho
vsak budeme casto identifikovat vrchol s piislusnym redukovanym slovem.

zapis cesty z e

{slova} {vrcholy}

\ Proj iti SIOV

{redukovani slova}

Nyni mtiZzeme definovat strukturu grupy na mnoziné F, vrcholt stromu T'. Necht dvéma
vrcholium vy, v odpovidaji redukovand slova wy,ws. Jejich navédzani wyws (coz je slovo
vzniklé prostym zapsanim w; pred wsy) vznikne slovo, které neni nutné redukované, nicméné
umime podle tohoto slova projit stromem od e k jedinému vrcholu u. Polozme wiwsy := u.
Protoze vrcholu e odpovidd “prazdné slovo” (jediné slovo délky 0), je vrchol e ziejmé
jednotkou pro nésobeni. Asociativita pak plyne z asociativity navazovani slov (a toho, ze
jsme ve skutec¢nosti nemuseli za¢inat s wy, wy redukovanymi). Inverze se také jednoduse
zkonstruuje, napiiklad tak, Ze kazdy vrchol je iterovanym soucinem prvki a,b,a™!, b7 !,
které maji zfejmou inverzi.

Ozna¢me S(a™') C F, mnozinu redukovanych slov za¢inajicich pismenem a~! a uvazme

aS(a™) ={av|ve S(a)}.
Ztejmé takto dostaneme
aS(a™') = S(@)YuSh)uSHh ) U {e}

(za uvodnim a~' muze byt jakékoliv pismeno s vyjimkou a). V analogii s reinterpretaci
pripadu kruznice bude vysledek Banacha a Tarského odvozen z rozkladu

Fy =S hHuSa)usShHush) uie}

1

a podobnych rozkladu
Fy=aS(a ") U S(a), Fy =bS(b1)US(b).
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Pokud tedy zvlddneme rozdélit S? na podmnoziny, z nichz kazda bude vypadat jako Fj,
a to tak, ze nasobeni prvky a a b bude odpovidat rotacim sféry, tak stac¢i kazdou takovou
podmnozinu rozlozit podle navodu nahote a zdvojeni sféry je na svéteé.

Prvné pottebujeme najit podgrupu G C SO(3), kterd je izomorfni Fy. K tomu popiSeme,
jak lze obecné konstruovat homomorfismy ¢ : Fy, — SO(3) (ve skutecnosti do libovolné
grupy). JelikoZ je kazdy prvek F, souc¢inem prvki a,b,a™t,b! je takovyto homomorfismus
jednoznac¢né urcéen svymi hodnotami ¢(a), ¢(b). UkdZeme nyni, Ze tyto muzou byt libovolné
a tedy zadat ¢ je totéz, co zadat dva prvky SO(3), tedy dvé rotace?. Necht tedy jsou dany
libovolné dva prvky ¢(a), ¢(b) € SO(3). Definujme pak pro prvek w jeho obraz p(w) jako
soucin obrazu jednotlivych pismen ve slové w. Stejného vysledku bychom dosahli pouzitim
neredukovaného slova zadavajici tyz vrchol (ukézali jsme totiz, ze se lisi pouze tim, ze se
v ném vyskytuji navic dvojice aa™!,ata, bb=1,b71b). Jelikoz na neredukovanych slovech je
nasobeni dano navazovanim, jedna se opravdu o homomorfismus grup.

Tu nejtechni¢tejsi ¢dst vynechdme. Necht o znadf rotaci okolo osy z o tihel arccos(1/3)
a 7 rotaci okolo osy y o stejny thel arccos(1/3). Potom plati, ze ptislusny homomorfisms
¢ Fy — SO(3) posilajici a — o a b +— 7 je injektivni, tj. podgrupa G generovand o a T
(tedy obraz ¢) je pravé Fy. Injektivita konkrétné znamend, ze tyto dvé rotace nespliuji
zadnou relaci, tedy, ze po dosazeni rotaci ¢ a 7 za a a b do kteréhokoliv neprazdného re-
dukovaného slova nelze dostat identické zobrazeni. Zcela elementarni a pomérné nenarocny
dukaz Ize najit tteba v knize “The Banach-Tarski Paradox”, jejimz autorem je Stan Wagon.

Podgrupa G C SO(3) je spocetnd (zfejmé Fy je spocetnd a Fy = G) a kazdy jeji
netrivialni prvek p ma pravé dva “pevné body” na S? tj. body z, pro néz p(z) = x;
jsou to praveé pruseciky osy rotace p se sférou. Takto dostdavame spocetnou podmnozinu
D C S2, kterou v prvni fazi vynechdme. UkdZeme, 7e

(S2\ D)~ (S*~ D)uUtr(S*\ D),
kde tr zna¢i néjaké posunuti — libovolné takové, aby byl obraz S? s pivodni S? disjunktni.

Toto tvrzeni se nazyva Hausdorffova véta.
Pro kazdy bod x € S? \. D opét uvazime orbitu

Gu = {p(x) | p € G}

(jedné se o mnozinu, kterou dostaneme z bodu x tak, ze jej budeme postupné otacet ro-
tacemi o, 0%, 7,771, na nové vzniklé body opét aplikujeme tyto Etyti rotace, atd.). Protoze
x ¢ D, bude zobrazeni

Fr = G — 52
p— p(z)
injektivni: pokud by platilo p;(z) = pa(z), potom = = p;'pa(x) a z definice D plyne
py'pe = id, tedy p; = po. Opét tedy dostavéame rozklad S? \ D na disjunktni sjednocenf

2Toto by mélo ¢tendfi pripominat podobnou vlastnost bézi vektorového prostoru: linedrni zobrazeni je
jednoznaéné zadano svymi hodnotami na vektorech baze a tyto mohou byt libovolné. Prvky a, b tedy tvoii
jakousi “bazi” grupy Fb; presnéji se fikd, ze Fo je volnd grupa na dvou generdtorech a,b. Na rozdil od
vektorovych prostoru neni kazdd grupa volnd, napiiklad jedind koneénd volnd grupa je ta trividln{ {e}.
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orbit, kde kazda je v bijekci s ¢ : Fy = G. Pii vyse uvedené identifikaci odpovida bod z
identité a ta pfi zobrazeni ¢! zase neutralnimu prvku e. Vyberme z kazdé orbity jeden
bod a mnozinu takto vybranych bodu ozna¢me X. Zde se pomérné zasadnim zpusobem
vyuziva axiomu vybéru (ve skutecnosti k dukazu staé¢i jeho slabsi varianta — tzv. ultrafilter
lemma).

Rozlozme nyni kazdou orbitu na ¢tyfi podmnoziny (toto je verze, kterd se chova lépe k
neutralnimu prvku, v pfedchozim ndm zbyl jednou navic) a uvazme jejich sjednoceni

S(a™HX, S(a)X, SO HXU{b"X | n> 0}, SO)X N {v"X | n > 0}.
Jak jsme jiz zminili predtim, plati
aS(aHX U S(a)X = X = S*\D.

Podobné lze ovérit, ze aplikaci b na treti mnozinu v rozkladu ziskame presné doplnék ctvrté
a slozenim s translaci tak dostaneme druhou, posunutou sféru.

Popiseme nyni, jak do hry vlozit (spoc¢etnou!) podmnozinu D. Zvolme osu rotace, ktera
neprochazi zadnym bodem mnoziny D. Stejnym postupem jako v roviné muzeme dokazat
(s pouzitim rotace okolo této osy o vhodny thel), ze S? ~ (S? \. D). Dohromady tak

S% ~ (82N D)~ (S2D)utr(S*\ D) ~ S* U trS>.
S pouzitim tychz rozkladu a rotaci 1ze tuto kongruenci jednoduse rozsitit na
(B% ~{0}) ~ (B® ~ {0}) U tx(B* \ {0})

(rotace, které jsme vyuzivali, mély osy prochdzejici poc¢atkem, chapeme-li tedy B* ~ {0}
jako sjednoceni sfér o polomérech z mnoziny (0, 1], muzeme rozklady a rotace pouzit na
kazdou tuto slupku zvlast, obdrzet tak z kazdé dvé identické a jednu posunout pomoci
zafixované translace tr).

Pridan{ stiedu se vyiesi uvdzenim kruznice uvniti B? a opét pouzitim rovinného piipadu,
ktery dava B* ~ (B* \ {0}).

Pozndmka. Silna verze Banachovy-Tarského véty ik, ze libovolné dvé omezené podmnoziny R¢ s neprazdnym
vnitifkem jsou kongruentni pro d > 3. To plyne z pfedchoziho a nésledujici varianty zndmé véty (Schroder-
Bernstein): jsou-li A a B dvé podmnoziny R? takové, ze A je kongruentni s podmnozinou B’ C B, a B je kongruentni
s podmnozinou A" C A, potom ve skuteécnosti A je kongruentni s B, tedy A ~ B. Diikaz je totozny s klasickym
dtikazem z teorie mnozin, oznaéime-li kongruence f: A = B’ a g: B = A’, miizeme psét

A:((A\B')I_Igf(A\B')I_I~~-)u(g(B\A')Ugfg(B\A')U---).

Aplikaci f na prvni zdvorku a ¢~* na druhou zdvorku dostdvdme bijekci mezi A a B. Podle definice kongruence lze
prvni zévorku rozlozit na disjunktni sjednoceni kone¢ného poc¢tu podmnozin (jsou to pruniky rozkladu A s touto
zdvorkou), na nichz je f Eukleidovskd transformace a to samé plati pro druhou zdvorku.

Necht tedy napiiklad A je koule o poloméru 1 a B koule o poloméru 2. Kongruenci A — B’ je napiiklad vlozeni.
Zkonstruovan{ kongruence B — A’ ndm poskytuje pfedchozi slabd verze Banachovy-Tarského véty. Rozdélme B
na koneény pocet ¢asti tak, aby méla kazdd polomér maximalné 1. P#i vhodnych translacich je pak B kongruentni
podmnoziné disjunktniho sjednoceni kone¢ného poctu kouli o poloméru 1. Pfitom je ale toto konecné disjunktni
sjednocen{ kongruentni A a tedy B je kongruentni podmnozing A" C A.



