
ZDVOJENÍ KOULE – PARADOX BANACHA A TARSKÉHO

1. Úvod

Věta Banacha a Tarského ř́ıká, že je možné rozdělit jednotkovou kouli v R3 na konečný
počet (ve skutečnosti je nejmenš́ı možný počet pět) disjunktńıch podmonožin a každou
otočit a posunout tak, že poté vzniknou přesně dvě jednotkové koule. Tato věta zp̊usobila
ve své době (publikována byla v roce 1924) velký rozruch.

Matematicky tato věta znamená, že neńı možné (netriviálně) přǐradit všem podmnoži-
nám R3 č́ıslo – jejich objem – tak, aby toto přǐrazeńı bylo konečně aditivńı a invariantńı
vzhledem k Eukleidovským transformaćım. Potom by se totiž objem jednotkové koule
musel rovnat součtu objemů jednotlivých podmnožin rozkladu a tento součet zároveň
dvojnásobku objemu koule, ve výsledku by tedy muselo platit V (B3) = 2 ·V (B3). Z tohoto
jednoduše plyne, že objem každé podmnožiny muśı být nulový. Přitom tyto požadavky na
objem jsou naprosto přirozené a přesně ty se od abstraktńı “mı́ry” požaduj́ı (ve skutečnosti
ještě v́ıc). Problémem této dedukce je, že jednotlivé podmnožiny, na které je koule rozdělena
jsou př́ılǐs divoké a ve skutečnosti žádný objem přǐrazeny mı́t nemohou. Takové podmnožiny
se prostě v př́ırodě nevyskytuj́ı a doufat tedy, že se pomoćı této věty podař́ı zdvojnásobit
objem, je dosti naivńı. Formálně tedy tato věta ř́ıká, že existuj́ı tzv. “neměřitelné” množiny.

2. Paradoxy v rovině

Nazvěme dvě podmnožiny A,B ⊆ Rd kongruentńı, znač́ıme A ∼ B, jestliže lze rozložit
obě dvě tyto podmnožiny na konečné disjunktńı sjednoceńı

A =
k⊔
i=1

Ai, B =
k⊔
i=1

Bi

svých podmnožin takovým zp̊usobem, že existuj́ı Eukleidovské transformace1 ρi : Rd → Rd

převáděj́ıćı Ai na Bi, tj. plat́ı pro ně ρi(Ai) = Bi. Výhodným zp̊usobem, kterým budeme
tuto skutečnost zapisovat je

ρ1(A1) t · · · t ρk(Ak) = B1 t · · · tBk.

Zároveň tuto kongruenci můžeme také popsat jako bijekci f : A→ B, která je “po částech”
Eukleidovská transformace, tj. existuje konečný rozklad A =

⊔k
i=1Ai takový, že f |Ai

je

Eukleidovská transformace. Ř́ıkejme takové bijekci kongruence. Dokažme pomoćı tohoto
popisu, že relace “být kongruentńı” je ekvivalence na množině všech podmnožin Rd. Necht’

A ∼ B a B ∼ C. Potom existuj́ı kongruence f : A → B a g : B → C. Přitom máme
rozklady A =

⊔k
i=1 Ai a B =

⊔l
j=1 Bj na nichž jsou f a g Eukleidovské transformace.

1Jedná se o zobrazeńı zachovávaj́ıćı vzdálenosti. Pro d = 2, 3 je takové zobrazeńı vždy složeńım rotace
a posunut́ı, obecně pak lze rotovat v r̊uzných rovinách nezávisle.
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Zřejmě potom je složeńı g ◦ f Eukleidovská tranformace na každém Ai ∩ g−1(Bj). Ke
kongruenci A ∼ C jsme tedy potřebovali rozdělit A na k · l podmnožin; obecně toto č́ıslo
nelze zlepšit.

Uved’me nyńı nějaké zaj́ımavé a přitom poměrně jednoduché př́ıklady pro d = 2. Necht’

S1 ⊆ R2 znač́ı jednotkovou kružnici se středem v počátku a x ∈ S1 je libovolný jej́ı bod.
Potom plat́ı S1 ∼ S1 r {x}. Necht’ ρ je libovolná rotace okolo počátku o úhel, který neńı
racionálńım násobkem π. Potom každá iterace ρn = ρ ◦ · · · ◦ ρ︸ ︷︷ ︸

n×

je rotace o nenulový úhel

(samozřejmě s vyj́ımkou n = 0) a zejména ρ(x) 6= x pro n 6= 0. Rozdělme S1 na disjunktńı
sjednoceńı dvou podmnožin

A = {ρn(x) | n ≥ 0}, B = S1 r A.

Pokud ponecháme B na mı́stě (tj. př́ıslušná Eukleidovská transformace je id), zat́ımco A
otoč́ıme pomoćı zobrazeńı ρ, dostáváme

ρ(A) tB = (Ar {x}) tB = S1 r {x}.
Stejným zp̊usobem lze samozřejmě z S1 “odstranit” konečný počet bod̊u.

Ve skutečnosti ale plat́ı S1 ∼ S1 rX i pro libovolnou spočetnou podmnožinu X. Důkaz
je podobný, jen je potřeba uvážit všechny body množiny X zároveň a zvolit vhodný úhel
rotace. Budeme cht́ıt opět položit

A = {ρn(x) | x ∈ X & n ∈ N0} B = S1 r A

(tj. A dostaneme z X tak, že k této množině opakovaně přidáváme jej́ı obraz při rotaci
ρ). Podmı́nku na úhel rotace dostaneme z toho, aby platilo ρ(A) t B = S1 r X, protože
tento rozklad bude vždy disjunktńı (nebot’ ρ(A) ⊆ A). Nesmı́ tedy platit x = ρn(y) pro
žádné n > 0. Přitom ρn(y) vznikne z y otočeńım o úhel nα, kde α je úhel rotace ρ. Naše
podmı́nka na úhel α se dá jednoduše zapsat s pomoćı komplexńıch č́ısel. Uvažme množinu
A argument̊u všech pod́ıl̊u x/y, kde x, y ∈ X, přičemž se dohodněme, že do této množiny
dáme s každým úhlem také všechny úhly, které se od něj lǐśı o celoč́ıselný násobek úhlu
2π. Nyńı k A přidejme též všechny zlomky těchto úhl̊u,

B = {α
n
| α ∈ A & n ∈ N}.

Zřejmě se jedná o spočetnou množinu a stač́ı zvolit úhel rotace libovolně tak, aby nebyl
prvkem B, nebot’ podmı́nka x = ρn(y) znamená arg(x) = arg(y) + nα, tedy

α = 1
n
(arg(x)− arg(y)) = 1

n
arg(x/y) ∈ B.

Ze spočetnosti B takový úhel zvolit lze.
Ačkoliv je d̊ukaz poměrně jednoduchý, pro daľśı bude velmi užitečné jej vyložit jinak –

pomoćı akćı grup. Množina G = {ρn | n ∈ Z} tvoř́ı grupu vzhledem ke skládáńı (podgrupu
GL(2) izomorfńı Z). Pro každý bod z ∈ S1 označme Gz množinu

Gz = {gz | g ∈ G, tj. g = ρn},
kterou nazýváme orbitou bodu z (vzhledem k akci grupy G na S1). Orbity tvoř́ı rozklad
S1 a pro naši volbu rotace plat́ı, že každá tř́ıda tohoto rozkladu, tj. každá orbita, obsahuje
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nejvýše jeden prvek podmnožiny X. Pokud je tomu tak, řekněme pro Gx, kde x ∈ X,
můžeme tuto orbitu ztotožnit se Z následuj́ıćım zp̊usobem

Z
∼=−−→ Gx

n 7−→ ρnx.

Při této identifikaci odpov́ıdá bod x ∈ X č́ıslu 0 ∈ Z. Přitom můžeme rozdělit Z na dvě
disjunktńı podmnožiny Z− a N0 a plat́ı, že přičteńım č́ısla 1 ke všem prvk̊um N0 dostaneme
právě všechna kladná celá č́ısla,

Z+ = {n+ 1 | n ∈ N0}.

Stejná formulka samozřejmě zadává identifikaci orbity se Z nezávisle na tom, jestli tato
obsahuje bod z X či nikoliv. Představujeme-li si tedy každou orbitu jako “kopii” Z, některé
kopie obsahuj́ı (jediný) prvek X a ten v této kopii nulou. Naše Eukleidovská transformace
potom “přičte jedničku” ke všem “nezáporným č́ısl̊um” v orbitách obsahuj́ıćıch bod z X
(což ve skutečnosti znamená, že př́ıslušné body se otoč́ı pomoćı rotace ρ), č́ımž z těchto
kopíı odstrańıme nulu, tj. právě prvky množiny X.

3. Paradoxy v prostoru

Naš́ım prvńım a hlavńım ćılem bude jednotkovou sféru S2 ⊆ R3 rozdělit na konečný
počet podmnožin, každou pootočit a źıskat dvě sféry; o kouli se budeme bavit později.

V rovině bylo d̊uležité zvolit pro rotaci ρ úhel, který byl iracionálńım násobkem π.
Důvodem bylo, aby žádná jeho mocnina ρn s vyj́ımkou ρ0 nebyla rovna identitě. V prostoru
toto bude o něco složitěǰśı, budeme potřebovat 2 rotace, které “nesplňuj́ı žádnou relaci”
(což je analogie ρn 6= id). Grupa jimi generovaná se pak nazývá “volná grupa řádu 2” a
znač́ı se F2. Popǐsme jej́ı kostrukci tak, jak se nám bude pro pozděǰśı výklad hodit.

Definujme prvně rekurzivně nekonečný orientovaný (a obarvený) strom T takto. Necht’

T0 má jediný vrchol e a žádnou hranu, strom T1 vyrob́ıme z T0 př́ıdáńım dvou hran
vycházej́ıćıch z e, které označ́ıme a a b, a dvou do něj vcházej́ıćıch; opět je označme a
a b. T́ım zároveň přidáme k T0 čtyři nové vrcholy (s každou novou hranou přidáváme i
nový koncový vrchol). V každém daľśım kroku vyrob́ıme Tk z Tk−1 tak, že doplńıme ke
každému vrcholu Tk−1 hrany tak, aby z něj vycházely právě dvě, jedna označená a a druhá
b, a právě dvě do něj vcházely, opět označené jedna a a druhá b a opět s každou přidávanou
hranou přidáme i nový vrchol. Definujme T jako sjednoceńı graf̊u Tk pro k = 0, 1, . . .. Mělo
by být jasné, že se jedná o souvislý graf (každé dva body lze spojit neorientovanou cestou).

Dokažme nyńı, že se opravdu jedná o strom. Necht’ v T existuje nějaký cyklus. Potom
tento cyklus je ve skutečnosti obsažený v nějakém Tk, nebot’ se skládá z konečného počtu
hran a každá se vyskytuje v nějakém konečném stupni naš́ı konstrukce (stač́ı pak vźıt
maximum z vyskytuj́ıćıch se stupň̊u). Necht’ v je vrchol, který se vyskytuje v Tk r Tk−1.
Jelikož všechny vrcholy nově přidané k Tk jsou spojeny hranou vedoućı v Tk s jediným
daľśım vrcholem, muśı hrana vyskytuj́ıćı se v našem cyklu před a po vrcholu v být stejná.
To je spor s definićı cyklu.
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Jelikož je T strom, existuje pro každý vrchol v jediná cesta z počátečńıho vrcholu e ∈ T0

do v, necht’ se tato skládá z hran označených `1, . . . , `k, kde `i je bud’ a nebo b. Definujme
εi = ±1 tak, že hodnota +1 znač́ı, že jsme hranu prošli po směru, a hodnota −1, že
jsme ji prošli proti směru. Můžeme nyńı reprezentovat vrchol v posloupnost́ı `ε11 · · · `

εk
k ,

které budeme ř́ıkat slovo (přesněji tedy slovo je pro nás konečná posloupnost ṕısmen z
množiny a, b, a−1, b−1). Podle definice cesty se nemohou vedle sebe vyskytovat a, a−1 ani
b, b−1. Ř́ıkáme, že takové slovo je redukované. Je-li však `ε11 · · · `

εk
k libovolné (ne nutně

redukované) slovo, umı́me pro každý vrchol u nalézt jediný sled, který zač́ıná v u, a ve
kterém jsou hrany označeny ṕısmeny ze zadaného slova.

Zároveň je dobré si uvědomit, že z každého sledu lze cestu vyrobit tak, že opakovaně
vynecháme dvojici hran sestávaj́ıćı z hrany a po ńı bezprostředně následuj́ıćı totožné
hrany proj́ıté v opačném směru. Z každého slova tedy źıskáme redukované opakovaným
vynecháváńım podslov tvaru aa−1, a−1a, bb−1, b−1b a tyto operace nemaj́ı vliv na to, kam
se z vrcholu u procházeńım slova dostaneme. Ve výsledku dostáváme bijekci mezi vrcholy
stromu T a redukovanými slovy. Množinu vrchol̊u budeme značit F2, podle předchoźıho
však budeme často identifikovat vrchol s př́ıslušným redukovaným slovem.

{slova}
proj́ıt́ı slova

// {vrcholy}
zápis cesty z e

oo

xx

{redukovaná slova}
5 U

hh 88

∼=

Nyńı můžeme definovat strukturu grupy na množině F2 vrchol̊u stromu T . Necht’ dvěma
vrchol̊um v1, v2 odpov́ıdaj́ı redukovaná slova w1, w2. Jejich navázáńı w1w2 (což je slovo
vzniklé prostým zapsáńım w1 před w2) vznikne slovo, které neńı nutně redukované, nicméně
umı́me podle tohoto slova proj́ıt stromem od e k jedinému vrcholu u. Položme w1w2 := u.
Protože vrcholu e odpov́ıdá “prázdné slovo” (jediné slovo délky 0), je vrchol e zřejmě
jednotkou pro násobeńı. Asociativita pak plyne z asociativity navazováńı slov (a toho, že
jsme ve skutečnosti nemuseli zač́ınat s w1, w2 redukovanými). Inverze se také jednoduše
zkonstruuje, např́ıklad tak, že každý vrchol je iterovaným součinem prvk̊u a, b, a−1, b−1,
které maj́ı zřejmou inverzi.

Označme S(a−1) ⊆ F2 množinu redukovaných slov zač́ınaj́ıćıch ṕısmenem a−1 a uvažme

aS(a−1) = {av | v ∈ S(a−1)}.
Zřejmě takto dostaneme

aS(a−1) = S(a−1) ∪ S(b) ∪ S(b−1) ∪ {e}
(za úvodńım a−1 může být jakékoliv ṕısmeno s vyj́ımkou a). V analogii s reinterpretaćı
př́ıpadu kružnice bude výsledek Banacha a Tarského odvozen z rozkladu

F2 = S(a−1) ∪ S(a) ∪ S(b−1) ∪ S(b) ∪ {e}
a podobných rozklad̊u

F2 = aS(a−1) ∪ S(a), F2 = bS(b−1) ∪ S(b).
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Pokud tedy zvládneme rozdělit S2 na podmnožiny, z nichž každá bude vypadat jako F2,
a to tak, že násobeńı prvky a a b bude odpov́ıdat rotaćım sféry, tak stač́ı každou takovou
podmnožinu rozložit podle návodu nahoře a zdvojeńı sféry je na světě.

Prvně potřebujeme naj́ıt podgrupu G ⊆ SO(3), která je izomorfńı F2. K tomu poṕı̌seme,
jak lze obecně konstruovat homomorfismy ϕ : F2 → SO(3) (ve skutečnosti do libovolné
grupy). Jelikož je každý prvek F2 součinem prvk̊u a, b, a−1, b−1 je takovýto homomorfismus
jednoznačně určen svými hodnotami ϕ(a), ϕ(b). Ukážeme nyńı, že tyto můžou být libovolné
a tedy zadat ϕ je totéž, co zadat dva prvky SO(3), tedy dvě rotace2. Necht’ tedy jsou dány
libovolné dva prvky ϕ(a), ϕ(b) ∈ SO(3). Definujme pak pro prvek w jeho obraz ϕ(w) jako
součin obraz̊u jednotlivých ṕısmen ve slově w. Stejného výsledku bychom dosáhli použit́ım
neredukovaného slova zadávaj́ıćı týž vrchol (ukázali jsme totiž, že se lǐśı pouze t́ım, že se
v něm vyskytuj́ı nav́ıc dvojice aa−1, a−1a, bb−1, b−1b). Jelikož na neredukovaných slovech je
násobeńı dáno navazováńım, jedná se opravdu o homomorfismus grup.

Tu nejtechničtěǰśı část vynecháme. Necht’ σ znač́ı rotaci okolo osy x o úhel arccos(1/3)
a τ rotaci okolo osy y o stejný úhel arccos(1/3). Potom plat́ı, že př́ıslušný homomorfisms
ϕ : F2 → SO(3) pośılaj́ıćı a 7→ σ a b 7→ τ je injektivńı, tj. podgrupa G generovaná σ a τ
(tedy obraz ϕ) je právě F2. Injektivita konkrétně znamená, že tyto dvě rotace nesplňuj́ı
žádnou relaci, tedy, že po dosazeńı rotaćı σ a τ za a a b do kteréhokoliv neprázdného re-
dukovaného slova nelze dostat identické zobrazeńı. Zcela elementárńı a poměrně nenáročný
d̊ukaz lze naj́ıt třeba v knize “The Banach-Tarski Paradox”, jej́ımž autorem je Stan Wagon.

Podgrupa G ⊆ SO(3) je spočetná (zřejmě F2 je spočetná a F2
∼= G) a každý jej́ı

netriviálńı prvek ρ má právě dva “pevné body” na S2, tj. body x, pro něž ρ(x) = x;
jsou to právě pr̊useč́ıky osy rotace ρ se sférou. Takto dostáváme spočetnou podmnožinu
D ⊆ S2, kterou v prvńı fázi vynecháme. Ukážeme, že

(S2 rD) ∼ (S2 rD) t tr(S2 rD),

kde tr znač́ı nějaké posunut́ı – libovolné takové, aby byl obraz S2 s p̊uvodńı S2 disjunktńı.
Toto tvrzeńı se nazývá Hausdorffova věta.

Pro každý bod x ∈ S2 rD opět uváž́ıme orbitu

Gx = {ρ(x) | ρ ∈ G}
(jedná se o množinu, kterou dostaneme z bodu x tak, že jej budeme postupně otáčet ro-
tacemi σ, σ−1, τ, τ−1, na nově vzniklé body opět aplikujeme tyto čtyři rotace, atd.). Protože
x 6∈ D, bude zobrazeńı

F2
∼= G −→ S2

ρ 7−→ ρ(x)

injektivńı: pokud by platilo ρ1(x) = ρ2(x), potom x = ρ−1
1 ρ2(x) a z definice D plyne

ρ−1
1 ρ2 = id, tedy ρ1 = ρ2. Opět tedy dostáváme rozklad S2 rD na disjunktńı sjednoceńı

2Toto by mělo čtenáři připomı́nat podobnou vlastnost báźı vektorového prostoru: lineárńı zobrazeńı je
jednoznačně zadáno svými hodnotami na vektorech báze a tyto mohou být libovolné. Prvky a, b tedy tvoř́ı
jakousi “bázi” grupy F2; přesněji se ř́ıká, že F2 je volná grupa na dvou generátorech a, b. Na rozd́ıl od
vektorových prostor̊u neńı každá grupa volná, např́ıklad jediná konečná volná grupa je ta triviálńı {e}.
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orbit, kde každá je v bijekci s ϕ : F2

∼=−→ G. Při výše uvedené identifikaci odpov́ıdá bod x
identitě a ta při zobrazeńı ϕ−1 zase neutrálńımu prvku e. Vyberme z každé orbity jeden
bod a množinu takto vybraných bod̊u označme X. Zde se poměrně zásadńım zp̊usobem
využ́ıvá axiomu výběru (ve skutečnosti k d̊ukazu stač́ı jeho slabš́ı varianta – tzv. ultrafilter
lemma).

Rozložme nyńı každou orbitu na čtyři podmnožiny (toto je verze, která se chová lépe k
neutrálńımu prvku, v předchoźım nám zbyl jednou nav́ıc) a uvažme jejich sjednoceńı

S(a−1)X, S(a)X, S(b−1)X ∪ {bnX | n ≥ 0}, S(b)X r {bnX | n ≥ 0}.
Jak jsme již zmı́nili předt́ım, plat́ı

aS(a−1)X t S(a)X = F2X = S2 rD.

Podobně lze ověřit, že aplikaćı b na třet́ı množinu v rozkladu źıskáme přesně doplněk čtvrté
a složeńım s translaćı tak dostaneme druhou, posunutou sféru.

Poṕı̌seme nyńı, jak do hry vložit (spočetnou!) podmnožinu D. Zvolme osu rotace, která
neprocháźı žádným bodem množiny D. Stejným postupem jako v rovině můžeme dokázat
(s použit́ım rotace okolo této osy o vhodný úhel), že S2 ∼ (S2 rD). Dohromady tak

S2 ∼ (S2 rD) ∼ (S2 rD) t tr(S2 rD) ∼ S2 t trS2.

S použit́ım týchž rozklad̊u a rotaćı lze tuto kongruenci jednoduše rozš́ı̌rit na

(B3 r {0}) ∼ (B3 r {0}) t tr(B3 r {0})
(rotace, které jsme využ́ıvali, měly osy procházej́ıćı počátkem, chápeme-li tedy B3 r {0}
jako sjednoceńı sfér o poloměrech z množiny (0, 1], můžeme rozklady a rotace použ́ıt na
každou tuto slupku zvlášt’, obdržet tak z každé dvě identické a jednu posunout pomoćı
zafixované translace tr).

Přidáńı středu se vyřeš́ı uvážeńım kružnice uvnitř B3 a opět použit́ım rovinného př́ıpadu,
který dává B3 ∼ (B3 r {0}).

Poznámka. Silná verze Banachovy-Tarského věty ř́ıká, že libovolné dvě omezené podmnožiny Rd s neprázdným
vnitřkem jsou kongruentńı pro d ≥ 3. To plyne z předchoźıho a následuj́ıćı varianty známé věty (Schröder-
Bernstein): jsou-li A a B dvě podmnožiny Rd takové, že A je kongruentńı s podmnožinou B′ ⊆ B, a B je kongruentńı
s podmnožinou A′ ⊆ A, potom ve skutečcnosti A je kongruentńı s B, tedy A ∼ B. Důkaz je totožný s klasickým
d̊ukazem z teorie množin, označ́ıme-li kongruence f : A

∼−→ B′ a g : B
∼−→ A′, můžeme psát

A =
(

(ArB′) t gf(ArB′) t · · ·
)
t
(
g(B rA′) t gfg(B rA′) t · · ·

)
.

Aplikaćı f na prvńı závorku a g−1 na druhou závorku dostáváme bijekci mezi A a B. Podle definice kongruence lze
prvńı závorku rozložit na disjunktńı sjednoceńı konečného počtu podmnožin (jsou to pr̊uniky rozkladu A s touto
závorkou), na nichž je f Eukleidovská transformace a to samé plat́ı pro druhou závorku.

Necht’ tedy např́ıklad A je koule o poloměru 1 a B koule o poloměru 2. Kongruenćı A→ B′ je např́ıklad vložeńı.
Zkonstruováńı kongruence B → A′ nám poskytuje předchoźı slabá verze Banachovy-Tarského věty. Rozdělme B
na konečný počet část́ı tak, aby měla každá poloměr maximálně 1. Při vhodných translaćıch je pak B kongruentńı
podmnožině disjunktńıho sjednoceńı konečného počtu kouĺı o poloměru 1. Přitom je ale toto konečné disjunktńı
sjednoceńı kongruentńı A a tedy B je kongruentńı podmnožině A′ ⊆ A.


