1. cviceni

(1) Necht A je komutativni grupa. Dokazte, ze End(A) spolecné s operacemi s¢itani a
skladani zobrazeni je okruh.

(2) Dokazte pfimo z definice, Ze na kazdé komutativni grupé existuje préave jedna struk-
tura Z-modulu.

(3) Dokazte, ze zadat strukturu levého R-modulu na komutativni grupé M je to samé,
co zadat homomorfismus okruhu R — End(M). Podobnym zpusobem popiste pravé
R-moduly.

(4) Pomoci predchoziho tvrzeni znovu popiste Z-moduly.

(5) Popiste Z[t]-moduly, k[t]-moduly, Z/n-moduly.

2. cviceni

(1) Popiste konkrétné, co znamend rozsitit strukturu R-modulu (vektorového prostoru
nad R) na strukturu C-modulu (vektorového prostoru nad C).

(2) Popiste, jakym zpusobem lze R-modul R" rozsifit na Mat, (R)-modul.

(3) Obraz kone¢né generovaného modulu je koneéné generovany.

(4) Modul M je konetné generovany, pravé kdyz existuje surjektivni homomorfismu
R™ — M pro néjaké n € N.

(5) Q@-modul R neni kone¢né generovany (dokonce ani spocetné).

(6) Z-modul Q neni koneéné generovany.

(7) V okruhu Z[z,|n € N] polynomu ve spo¢etné mnoha proménnych {x,|n € N} idedl
generovany vsemi proménnymi neni kone¢né generovany.

3. cviceni
(1) Dokazte, ze biprodukt je soucin (a tim padem i soucet). Spliuji-li homomorfismy

i J
A<__>M_><_B
p q

vztahy pi = id g, qj = idg, pj =0, qi = 0, ip+jp = idy;, potom kanonické zobrazeni
M- 4B je izomorfismus stejné jako A ® B S M.
(2) V Z-modulu Z najdéte linedrné nezavislou podmnozinu, kterou nelze doplnit do

béaze a také generujici podmnozinu, z niz nelze vybrat béazi.
(3) Necht R je obor integrity a M je R-modul. Definujme torzni podmodul

TM={xeM|3Ir#0:rx=0}
(mnozina v8ech torznich prvku). Dokazte, Ze se jednd o podmodul, a ze kvocient

M /T M je jiz bez torze (jeho torzni podmodul je nulovy). Déale ukazte, ze predpoklad
oboru integrity je podstatny, nad Z/6 tvrzeni neplati pro M = Z/6.



4. cviceni

) Kazdy projektivni modul je bez torze. Tedy plati: volny = projektivni = bez torze.

) Modul bez torze, ktery neni projektivni: Q nad Z.

) Projektivni modul, ktery neni volny: Z/2 nad Z/6 a k™ nad Mat,, (k).

) Popiste vztah mezi projektivnimi R-moduly s jednim generatorem a idempotenty v
okruhu R. V ptipadé komutativniho okruhu R ukazte, Ze se jedna o bijekci. O jaky
idempotent se jedna v predchozim piikladé? Popiste projektivni Mat,, (k)-moduly s
jednim generdtorem (ve skutecnosti je kazdy Mat,, (k)-modul projektivni).
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5. cviceni
(1) Spoctéte tenzorové souciny nasledujicich Z-modula: Z, Z/n, Z[1/p|, Zy), Q, Q/Z.
(Spocitali jsme Z/n @ Z/m, Z/n ® Q, Q/Z ® Q, Q® Q, Zyy ® Zy).)

6. cviceni
(1) Plati (R/I) ®p M = M/IM.
(2) Plati R/I ®r R/J = R/(I + J).
(3) Necht ¢ : R — S je homomorfismus okruhu a M € R-mod. Popiste na S ®p M
strukturu S-modulu a dokazte pro kazdy S-modul N isomorfismus

Hompg(M, N) = Homg (S ®g M, N)

Jako specialni pripad komplexifikace vektorového prostoru V je C ®g V, dalsim
piikladem pak je R/I ®g M.

7. cviceni

(1) Ukazte, ze kazdy modul je usmérnénou kolimitou svych koneéné generovanych pod-
modulu.
(2) Vyjadiete Z[1/p], Z,) a Q jako usmérnéné kolimity podmodulii izomorfnich Z.

8. cviceni
) Dokazte, ze komutativni grupa A je p-torzni, pravé kdyz plati Z[1/p] ® A = 0.
) Dokazte, ze pokud komutativni grupa A je p/-torzni, pak Z[1/p] ® A = A.
) Vyvod'te, ze pro torzni komutativn{ grupu A plati Z[1/p] @ A = T,/ A.
) Spoctéte (s pouzitim analogickych tvrzeni pro Z,), viz piiklady, na které nezbyl
cas) Ly ® Q/Z = 7/p>® = colim,, Z/p".
(5) Spoctéte Zy @ Z[1/p] = Q.

9. cviceni



(1) Spoctéte koneénou usmérnénou kolimitu.

(2) Dokazte, ze Z-modul je injektivni, pravé kdyz je divizibilni.

(3) Dokazte, ze Z-modul je plochy, pravé kdyz je bez torze (s pouzitim “Baerova
kritéria” pro ploché moduly).

(4) Ploché injektivni Z-moduly jsou prévé vektorové prostory nad Q.

(5) Dokazte, ze nad oborem integrity R je kazdy plochy R-modul bez torze.

10. cviceni

(1) Rozsifeni skalaru S ® p — zachovava (volné, projektivni a) ploché moduly.

(2) Modul bez torze, ktery neni plochy: (z,y) C k[z,y| nad k[z, y].

(3) Je-li M plochy S-modul a N je injektivni Z-modul, pak Homz(M, N) je injektivni
S-modul. Obecnéji, je-li R-S-bimodul M plochy jako S-modul a N je injektivni
R-modul, pak Homg(M, N) je injektivni S-modul.

(4) Modul charaktert R* = Homgz(R, Q/Z) je injektivni R-modul.

11. cviceni

(1) Ukazte, ze kazdy R-modul Ize vlozit do souéinu systému moduli R* - takové souciny
nazyvame kovolné moduly.
(2) Spoctéte injektivni obaly Z, Z/p".

12. cviceni

(1) Necht R je komutativni a RX znacf volny R-modul na mnoziné X, tj. RX = @ R.
Dokazte

RIXUY)2RX&®RY R(XxY)~RX®RY.

Dusledek: je-li M monoid, pak RM je okruh, navic R-modul, a to takovym zpusobem,
ze jediny homomorfismus R-modulu R — RM posilajici 1 na 1 je zaroven homomor-
fismus okruhtu. Rikdme, ze RM je R-algebra (viz grupova algebra RG). Speciélné
RN = R[z], RZ = R[x,z7'] a kG je grupov4 algebra.

13. cviceni
(1) Ukazte, ze k(G) = k(G)* = k(G)°P jako k(G)-moduly. Zejména je k(G) injektivni.
(2) Ukazte: je-li kazdy idedl I C R konecné generovany (okruh R je Noetherovsky),
pak soucty (a usmérnéné kolimity) injektivnich modulu jsou injektivni.
(3) Ukazte, ze kazdy projektivni k(G)-modul je injektivni. Naopak ukazte, ze kazdy
injektivni k(G)-modul je projektivni.



14. cviceni

(1) Dokazte: je-li M kone¢né prezentovatelny a N plochy, pak M*®@zrN — Hompg(M, N)
je izomorfismus. Jako dusledek, kazdy homomorfismus M — N se faktorizuje skrz
RF. Zejména pro M = N koneéné prezetovatelny plochy lze vzit za f = id a
dostdvdme, ze M je retraktem R* a je tedy projektivni.

lehéi priklady, na které nezbyl cas

(1) Soucet je generovany sjednocenim (soucin nikoliv).

(2) Dokazte, ze sjednoceni retézce podmodulu je podmodul.

(3) Je-li N C M konecné generovany podmodul modulu M takovy, ze kvocient M /N
je také konec¢né generovany, pak je konecné generovany i M.

(4) Dokazte, ze pro nekonecné mnoziny P, ; R = ;. ; R, pravé kdyz 1| = |J|.

(5) Proidedly I,J C R plati R/I = R/J jako R-moduly, pravée kdyz I = J.

(6) Definujte p-torzni podgrupu 7,A a ukazte, ze kvocient A/T),A je bez p-torze. Dokazte,
ze kazda torzni komutativni grupa se rozklada na primy soucet p-torznich podgrup,
A= P, cp T,A. Jako aplikaci rozlozte Q/Z = P, .p Z/p™.

(7) Necht R je okruh a I C R jeho idedl. Ovéite, Ze strukturu R-modulu lze rozsfiit!
podél projekce R — R/I na strukturu R/I-modulu nejvyse jednim zpusobem.
Popiste, kdy tato situace nastava. Dale ukazte, ze homomorfismus f: M — N z
R-modulu M do R/I-modulu se jednoznacné faktorizuje pres R/I-modul M/IM
jako f: M — M/IM — N.

(8) Homomorfismy f : M — N se faktorizuji skrz M /T M pokud je N bez torze a skrz
TN pokud je M torzni. Déale popiste homomorfismy z torznitho modulu do modulu
bez torze.

) Necht R je komutativni okruh. Ukazte, ze R-moduly R a R? nejsou izomorfni.

) Dokazte, ze komutativni grupa A je p’-torzni, pravé kdyz plati Z) ® A = 0.

) Dokazte, ze komutativni grupa A je torzni, pravé kdyz Q ® A = 0.

3 Dokazte, ze pokud komutativni grupa A je p-torzni, pak Z,) ® A = A.

kanonické zobrazeni A — Z,) ® A dané piedpisem x — 1®x je izomorfismus, pak
A je p-torzni. Obecnéji A — Z,) ® A je izomorfismus, pravé kdyz ndsobeni vSemi

prvocisly ¢ # p je izomorfismus A L5 A. To nastane pravé kdyz je A (jedinym
moznym zpusobem) Z,)-modul.

tézsi priklady, na které nezbyl cas

1Obecné rozsifenim struktury R-modulu na M podél ¢ : R — S rozumime strukturu S-modulu na
M, pro niz plati p(r) -z = r -z (prvni je ndsobeni{ S-modulové, druhé R-modulové). Popis modulu jako
homomorfismt okruhu je velmi vyhodny.

2pifpad A = Q ukazuje, Ze tento predpoklad je nutny.
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Popiste k(G)-moduly.

Necht R = C°(R") = {f : R® — R | f spojitd}. Potom ziejmé R je kone¢né
generovany R-modul, jeho idedl mg = {f | f(z) = 0 na néjakém okoli 0} C R neni
konecné generovany.

V okruhu TZ{z,|n € N} “polynomt” v nekomutujicich proménnych {z,|n € N}
(jednd se tedy o formélni celo¢iselné kombinace vyrazu x,,xn, - - - T, a je to volny
okruh na spocetné mnoziné) je idedl generovany proménnymi dokonce volny na
spocetné mnoziné. Dale ukazte, ze, je-li M volny nad spocetnou mnozinou, pak
neni kone¢né generovany.

Dokazte klasifikaci koneé¢nych komutativnich grup.

Dokazte, ze kazdy projektivni Z-modul je ve skutecnosti volny. Ve skutecnosti
dokazte, ze podmodul volného Z-modulu musi byt volny (navic na mensim poctu
generatori). Dikaz provedte (transfinitn{) induke{ podle poctu generatoru volného
modulu. Népovéda: diukaz lze vézt tak, ze bude aplikovatelny pro libovolny obor
hlavnich ideédlu (obor integrity, kde kazdy idedl je hlavni; anglicky principal ideal
domain, PID).

Pro komutativni okruh R dokazte obraceni predchoziho cviceni: je-li kazdy pod-
modul kazdého volného R-modul volny, pak R je obor hlavnich idedlu.

Priklad modulu, ktery je zaroven volny nad jednim a nad dvéma generdtory: dulezité
je si rozmyslet, jak presné vypada identifikace R = Hompg(R, R). Protoze je tento
piiklad o nekomutativnich okruzich, bude v nasem ptipadé dulezité se rozhodnout,
jaké moduly budeme uvazovat. Na tom také zavisi vyse zminovand identifikace.
Pro nés bude vyhodnéjsi pracovat s pravymi moduly (pfiklad pro levé moduly
dostaneme uvazovanim R°P misto R). Sta¢i vzit komutativni grupu A spliujici
A2 AP A, celé to poskladat do biproduktového diagramu A = A < A urcujici
¢tyti prvky v End(A) splaujici relace biproduktu. Néasobeni jimi urcend zadavaji
pro R = End(A) biproduktovy diagram R = R <= R zarucujici R 2 R & R jako
R-moduly. Odvod'te, Ze potom R™ = R™ pro libovolnd koneénd m, n.

priklady “na dalsi cviceni”
Plat{ Tor{'(R/I,R/J) = 1.
Dokazte pro m,n € N néasledujici izomorfismy, ve kterych d = ged(m, n):
Homgy(Z/m,Z/n) = Z/d, Z/m®7Z/n=17]/d,
Exty,(Z/m,Z/n) = Z/d, Tor?(Z/m, Z/n) = 7./d.
Plat{ Tor{(Q/Z,A) = TA, Torl(Z[1/p|)Z,A) = T,A, Tor}(Zyy/Z,A) = TyA

a obecnéji pro obor integrity a jeho lokalizace.
Klasifikace rozsiteni

7/2— B —Z, Z— B—17/2, A— B — C,
kde ged(|Al, |C]) = 1.



(5) Moritova teorie: Necht F' : R-mod = S-mod : G je aditivn{ ekvivalence. Potom
musi F' nutné byt tvaru F' = P ®g —, kde P = FR je S-R-bimodul, analogicky
G=Q®s—, kde Q = GS je R-S-bimodul. Nutné pak PRrQ =S aQQ ®sP= R
jako prislusné bimoduly. Piiklad s R a S = Mat,,(R) a piislusnymi bimoduly P =
R™ (S-R-bimodul) a @ = (R™)* (R-S-bimodul).

(6) Necht f: M — M je idempotentni, tj. fo f = f. Ukazte, ze M = im f & ker f.

(7) Spoctéte kolimitu M oMLy , kde f je idempotentni.

(8) Definice lokalizace komutativniho okruhu R vzhledem k podmnoziné S pomoci
univerzalni vlastnosti. Ukazte, Ze podilové téleso oboru integrity R je lokalizace
vzhledem k R*. Piiklad lokalizace v prvoideédlu p (vzhledem k R \ p).

(9) Lokalizace jako usmérnéna kolimita (pro obor integrity; pro obecny komutativni
okruh filtrovand kolimita). Pro moduly jako usmérnéné kolimita a jako tenzorovy
souc¢in. Dusledek: lokalizace okruhu R je plochy R-modul a proto lokalizace modulu
je exaktni funktor.

(10) Kazdy Mat,,(k)-modul je projektivni.

(11) Nad komutativnim okruhem je tenzorovy soucin dvou volnych, resp. projektivnich,
resp. plochych modulu opét modul téhoz typu.

(12) Definujte rank konecné generované grupy (konecéné generovaného modulu nad PID)
a dokazte, ze rank se v kratké exaktni posloupnosti s¢itd (a taky v dlouhé).

(13) Kazdy konecné generovany projektivni modul je koneéné prezentovatelny.

(14) Vylepsené Baerovo kritérium pro ploché moduly: sta¢i vzhledem k inkluzim konecné
generovanych idealu.

(15) Je-li f : M — N surjektivni homomorfismus, kde M je kone¢né generovany a N
je konecné prezentovatelny, pak ker f je konecné generovany (vlastnost konecéné
prezentovanosti nezavisi na prezentaci).



