KLASIFIKACE PLOCH

1. Uvop

Pojem plochy je véem intuitivné ziejmy. Klasickym piikladem plochy je sféra S?, tedy
povrch koule. Zndmy je také torus T? (duSe pneumatiky). Dalsi plocha vznikne ze dvou
toru, vytizneme-li z kazdého z nich kruh a tyto dva tory slepime (sesijeme) podél hranic
téchto kruhu, tedy kruznic.

O = e

Tato procedura lze zobecnit. Jsou-li M a N dvé plochy, jejich souvisly soucet M#N je
plocha vznikla vytiznutim kruhu z kazdé z téchto ploch a naslednym slepenim ploch podél
jejich hranic — kruznic.

Pozndmka. Na prvni pohled neni viibec zfejmé, pro¢ by tato konstrukce neméla zaviset na umisténi téchto kruhu.

At vysledek skute¢né na tomto umisténi nezdvisi (alesponn pokud plochy nemaji vice komponent souvislosti), dukaz
tohoto tvrzeni je vSak jiz nad rdmec naseho spiSe informativniho textu.

Orientovatelna plocha genu g je souvisly soucet g kopii toru,
3, = T24 ... #T?.
———
gX

Popisme nyni operaci “souvisly soucet s torem” trochu jinak. Rozdélme tuto proceduru

na dvé, prvné k ploSe souvisle pricteme jednu polovinu toru a poté druhou. Nasledujici
1
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obrazek by mél ¢tenare presvédcit, ze po souvislém souctu s jednou polovinou toru ve
skutecnosti z plochy vyfezeme dva disjunktni disky (jak budeme v dalsim fikat kruham),
polovina toru je totiz védlec a po odstranéni disku z valce vzniknou tzv. kalhoty, které nejsou
ni¢im jinym nez diskem se dvéma disjunktnimi poddisky odstranénymi (to si lze predstavit
napiiklad tak, ze pas kalhot roztdahneme tak, ze pii pohledu zleva — u skutecnych kalhot
shora — skutecné vidime disk se dvéma dirami).

Souvisly soucet s torem tedy muzeme zrealizovat tak, ze z plochy vytezeme dva disjunktni
disky a do vzniklych dér ptilepime valec podél dvou komponent jeho hranice — dvou kruznic.

Analogicky popis dostaneme tak, ze torus roziizneme podél kruznice na nasledujicim
obrazku. Opét dostavame po odstranéni disku kalhoty.

Ve vysledku tak souvisly soucet s torem muzeme zrealizovat tak, ze z plochy odstranime
dva disjunktni disky a poté dveé vzniklé hrani¢ni kruznice slepime dohromady. Toto bude
popis, ktery ndm bude v nasledujicim nejvice vyhovovat.

Poznamka. PTi tomto popisu je v8ak potieba ddvat pozor, jakym zpusobem plochu podél téchto kruznic slepujeme.
V R® to lze pouze jednim zptisobem a to je ten spravny. Mizeme tedy fict, Ze hranién{ kruznice slepime “logickym
zpusobem”. Pro ilustraci — pokud popsanou operaci provedem na sféfe, vznikne po vyfiznuti dvou disku valec a
po slepeni kruznic potom torus. Pokud bychom v8ak tyto kruznice slepili “jinak”, dostali bychom Kleinovu ldhev,
kterou podrobnéji popiSeme za chvili.

Hlavni véta klasifikace tika, ze kazda souvisla orientovatelna plocha je ve skutecnosti
jedna ze ¥,. Postup, kdy plochu (¢i jeji vicerozmérnou obdobu — varietu) upravujeme
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tak, ze z ni ¢ast vyrizneme a pak do vzniklé diry prisijeme néjakou jinou plochu, se nazyva
chirurgie. Muzeme tedy tict, ze kazdou souvislou plochu vyrobime ze sféry pomoci chirurgii.
Nesouvislé plochy vzniknou ptirozené z téch souvislych pomoci disjunktniho sjednoceni.

Podobna véta plati i pro neorientovatelné plochy. Typickym a nejvice profldklym piikla-
dem je Kleinova lahev.

Tato plocha nelze zrealizovat v R?; v R* to jiz lze — piedstavime-li si étvrtou souiadnici
jako barvu, muzeme hrdlu ménit v okoli nechténého pruniku se sténou ldhve barvu tak, aby
byla odlisnd od barvy stény. Potom v R* Zadny prinik nenastane. Jeji neorientovatelnost
je demonstrovana nasledovné. Pti projiti kiivky na druhém obrazku se cestovatel premisti
z vnéjsi strany ldhve na vnitini. To je na obrazku naznaceno useckou smétujici napravo
po sméru cesty — pti dokonceni cesty je tento smér opacény nez na zacatku. Toto je popis,
ktery funguje “uvniti plochy”, tj. bez odkazu na okolni prostor. Jiny, a pro nas velice
uziteény popis je, ze okoli této kiivky vypada jako Mobiuv pasek. Plocha se pak nazyva
neorientovatelnd, jestlize na ni existuje uzaviend krivka, jejiz okoli vypadd jako Mobiuv
pasek, v opacném piipadé je plocha orientovatelnd.

Lze ukézat, ze Kleinova ldhev vznikne slepenim dvou Mobiovych pasku podél jejich
spole¢né hranice — kruznice. Z hlediska klasifikace jednodussi avsak nikoliv natolik zndmou
plochou je takzvana projektivni rovina. Ta vznikne slepenim Mobiova pasku a disku. Dalsi
neorientovatelné plochy opét dostaneme tak, ze z plochy vytizneme disk a do néj vlepime
Mobiuv pasek. Takto dostdavame sérii neorientovatelnych ploch, ktera zacina projektivni
rovinou a pokracuje Kleinovou lahvi. Klasifikacni véta tikd, ze na tomto seznamu jsou
vSechny souvislé neorientovatelné plochy.
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Zminme jesté v rychlosti, ze plochy, které jsme uvazovali nemaji hranici, to by musely
pribyt na seznam dalsi plochy, naptiklad jiz zminované kalhoty. Také jsou kompaktni,
tj. neuvazujeme orientovatelné plochy nekoneéného genu, také neuvazujeme R2.

Z hlediska ploch je tato klasifika¢ni véta konec piibéhu, z hlediska moderni geometrie
(variet) naopak poc¢dtek. Jiz Poincaré polozil otdzku klasifikace 3-rozmérnych variet. Nej-
jednodussi takovd je 3-rozmérna sféra (kterou si lze piedstavovat tak, ze k R® piiddme
jeden bod v nekonecénu, do kterého se dostaneme putovéanim v libovolném sméru). Ve
zjednodusené verzi se ptal, jak poznat, jestli dand 3-rozmérnd varieta je sféra.

Pro plochy na tuto otdzku odpovida tzv. genus. Uvéazime-li na S? libovolnou uzavienou
krivku, rozdéli sféru na dveé c¢asti. Pro ostatni plochy vzdy existuje kiivka takova, ze
roziiznutim plochy podél ni zustane plocha souvisld, v druhém popisu souvislého souctu s
torem jsme toto demonstrovali pravé na toru. Genus plochy je nejvétsi ¢islo g takové, ze
existuje g disjunktnich uzavienych krivek tak, ze po roziiznuti plochy podél nich plocha
zustane stéle souvisla. Genus plochy ¥, je pravé g.

V 3-rozmérnych varietach jiz tato myslenka neobstoji. Vyjadieme nyni tuto vlastnost
trochu jinak. Kazd4 kiivka na sféfe S? je hranici disku nebo jesté 1épe lze takovouto kiivku
spojité zdeformovat (stdhnout) do jednoho bodu (tak, jako se gumicka, kdyz ji natdhnete
a pak uvolnite smrskne do své puvodni velikosti). Prostory s touto vlastnosti se nazyvaji
jednoduse souvislé. Zadn4 jind plocha nez sféra jednoduse souvislg neni. Otdzka Poincarého
tedy znéla: je kazd4 jednoduse souvisld 3-rozmérné varieta ve skutecnosti sférou S3? Tato
otazka je znamé jako Poincarého hypotéza. Jeji vicerozmérna varianta byla dokazéna v
roce 1961 pro dimenze vétsi nez ¢tyti, v roce 1982 v dimenzi ¢tyti a teprve v roce 2003 v
dimenzi tti. To je 100 let po jeji formulaci Poincarém.

2. EULEROVA CHARAKTERISTIKA GRAFU

Necht G = (V, E) je konetny graf s mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E. Definujme
Eulerovu charakteristiku x(G) = |V| — |E].

Véta 1. Necht G je souvisly graf. Pak plati x(G) < 1, pricemZ rovnost nastdvd, prdvé
kdyz G je strom.

Diikaz. Necht T C G je kostra grafu G. Jelikoz T obsahuje vsechny vrcholy G, plati
X(G) < x(T), pricemz rovnost nastdava pravé kdyz T = G, tj. pravé kdyz G je sam
stromem. Rovnost x(7') = 1 je zndm4, lze dokazat pomoci indukce odstranénim jednoho
listu a jediné hrany s nim sousedici. Takto vznikly strom 7" mé o jeden vrchol a jednu
hranu méné a tedy x(7") = x(71”) = 1 podle indukéniho predpokladu. O

3. EULEROVA CHARAKTERISTIKA PLOCH

Definice 2. Nechf M C R™ je podmnozina. Jeji triangulaci (dimenze 2) rozumime
koneénou podmnozinu V' C M vrcholi a F© C P(V) mnozinu tiiprvkovych podmnozin
— stén, splnuji-li tyto podminky
o M = Uscplf], kde [f] znaci afinnf obal mnoziny f = {u,v,w}, tj. trojihelnik s
vrcholy u, v, w.
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e Kazdé dva takové trojuhelniky [f],[f’] se protinaji nanejvys ve spolecné hrané ¢i
vrcholu.

Je vyhodné zavést jesté mnozinu E C P (V') dvouprvkovych podmnozin — hran triangulace.
Definujme ji takto

E={{u,v}|Jw eV {uv,w}e F}

jsou to tedy pravé vsechny dvouprvkové podmnoziny stén triangulace, tedy hrany stén.
Trojici T' = (V, E, F') nazyvame triangulaci M. Tato podmnozina M se nazyva (triangulo-
vanou) plochou, jestlize navic plati

e Kazda hrana lezi pravé ve dvou sténach, to vylucuje jednak existenci hranice plochy
a hlavné pak nasledujici situaci:

Ve skutec¢nosti muzeme nadefinovat abstraktni, kombinatorickou plochu pomoci mnoziny
jejich vrcholu V', hran E a stén F. M&-li mnozina vrcholu V' pravé m prvka, muzeme
snadno zrealizovat tento kombinatoricky systém v R™. Vyberme si m afinné nezavislych
bodu, napt. eq, . .., €,. Ztotoznime-li vrcholy s témito body, muzeme polozit M = UfGF[f].

Nebudeme definovat obecnou (netriangulovanou) plochu, nicméné plati, ze kazda plocha
lze triangulovat, nevynechali jsme tedy zadné moznosti. Toto tvrzeni neni viibec jednoduché
a ve vyssich dimenzich dokonce neplati.

Piiklad 3. Ctyistén a krychle jsou plochy.

.
.
.
APy AR R ——
/
’
A
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Krychle lze triangulovat rozdélenim kazdé stény na trojuhelniky. Analogicky lze trian-
gulovat kazdy mnohostén. Z pohledu klasifikace ploch vypadaji ¢tyistén a krychle stejné,
konkrétné stejné jako sféra S2. Vysvétlime si, co to znamend po ndsledujici definici.

Definice 4. Dvé podmnoziny M C R™, N C R"” se nazyvaji homeomorfni, jestlize existuje
bijekce f : M — N takovd, Ze jak f, tak f~! jsou spojitd zobrazeni (definici spojitosti
byste méli zndt z metrickych prostoru).

Priklad 5. Ukazme, Ze ¢tyfstén a krychle jsou obé homeomorfni sféfe S2. Pfedstavme si
ctyfstén OA3 uvniti jednotkové sféry se stiedem v pocatku.

Zobrazeni f : OA® — S? je déno tzv. radidlni projekei, v — w7 které promita bod na
¢tyrsténu pomoci paprsku z pocatku na odpovidajici prusecik se sférou. Stejny predpis
funguje pro krychli.

Definice 6. Fulerovou charakteristikou podmnoziny M C R™ s triangulaci T = (V, E,| F)
nazyvame cislo

xr(M) = V] - [E] + |F|

Plati, Zze toto cislo nezavisi na triangulaci T. Ve specidlnim piipadé ploch lze tento
vysledek odvodit z nami dokazované klasifikace ploch.

Véta 7. Plati x(M#N) = x(M) + x(N) — 2. Specidlné x(M#T?) = x(M) — 2.

Diikaz. Prvné odvodime, ze x (M~ D?) = x(M)—1, ale abychom mohli viibec néco spocitat,
budeme muset byt trochu konkrétnéjsi. V nasi aplikaci bude odstranovany disk tvoren
pravé nékterymi trojuhelniky triangulace, jesté konkrétnéji se bude jednat o podrozdélenim
pravidelného k-ihelniku (vzniklé z mnohothelniku pridanim stiedu a tsecek spojujicich
tento sted s jeho vrcholy) a proto se omezime pouze na tento piipad. Takto se odstranénim
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disku zbavime pravé 1 vrcholu, k& hran (odstranujeme pouze ty vnitini) a k stén, tedy
Eulerova charakteristika klesne o 1. Ndslednym slepenim M ~. D? a N ~. D? podél hranic
St vyiezanych diski D? se zbavime k vrcholi a k hran, tedy Eulerova charakteristika se
nezmeéni. V ptipadé souvislého souctu s torem muzeme postupovat takto: vyfezanim dvou
diskt klesne Eulerova charakteristika o 2 a slepenim dvou vzniklych kruznic se nezméni. [J

Necht T je triangulace M. Jejim barycentrickym podrozdélenim rozumime triangulaci
T" = (V' E', F') vzniklou podle nésledujiciho obrazku.

tedy prvni z nasledujici vztahu je zrejmy.

VI =IVI+I|E|+|F]  [E|=2|E[+6[F|  |F']=6F|
Druhy plati, nebot z kazdé staré hrany vznikly dvé nové a navic jsme pridali za kazdou
starou sténu Sest novych hran. Z kazdé staré stény vzniklo Sest novych, coz je presné treti
vztah. Ve vysledku x7 (M) = xr(M).

Necht nyni M je souvisla plocha. Protoze kazdy bod M lze zjevné spojit s vrcholem
triangulace, souvislost M znamena, ze graf (V, E) vznikly zapomenutim stén triangulace,
je souvisly. Necht G = (V,E) C (V, E) je néjaky podgraf, v dalsim pak bude hlavnim
piikladem kostra tohoto grafu. Definujme dudlni graf T' C (V’, E’) nasledovné.

Hrany I' jsou pak vSechny hrany mezi témito vrcholy. Pocitejme Eulerovu charakteristiku
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duélniho grafu T'. Ziejmé pocet vrcholii I je | F|+ |E \ E|, zatimco pocet hran je 2|E ~ E|,
protoze kazda hrana sousedi pravé se dvéma sténami — zde jsme poprvé vyuzili toho,
ze se opravdu jedna o plochu a ne pouze o triangulovanou mnozinu. Ve vysledku tak
X(I') = [F| - |E\ EJ.

Véta 8. Je-li G strom, pak dudlni graf T je souvisly.

Diikaz. Predpokladejme, ze dualni graf I neni souvisly a zkonstruujme v ptuvodnim grafu
G kruznici. Jelikoz je I' nesouvisly a obsahuje barycentra vSech stén, lze najit v grafu G
hranu, kterd sousedi (nédlezi do) se sténami nalezicimi ruznym komponentam souvislosti
dualniho grafu I'. Vyberme si jednu z téchto komponent a predstavujme si pro urcitost, ze
lezi “nalevo” od nasi hrany. Budeme nyni po plose M cestovat podél této hrany. Z vrcholu,
do kterého dorazime, vychazi nékolik hran, my se vydame tou nejvice vlevo, kterd ma po
levé strané nasi zafixovanou komponentu a napravo néjakou jinou. To je mozné proto, ze
to samé splnovala predchozi hrana a tak v okoli vrcholu lezi ruzné komponenty. Jelikoz je
graf kone¢ny, musime po konecném poctu kroku vytvorit kruznici. ]

Dusledek 9. Je-li M souvisld plocha, potom xr(M) < 2. Rovnost nastivd prdavé kdyz
dudlni graf T ke kostre G grafu (V, E) je strom.

Diikaz. Necht G je kostra grafu (V, F). Potom plat{
xr(M) = (V[ = [E)) + (IF| = |[EN E|) = x(G) + x(T) < 1+ 1.
[l

Diikaz klasifikacni véty (resp. jeho ndznak). Necht M je libovolnd souvisld orientovatelnd
plocha. Necht G je libovolnd kostra (V, E) a I' jeji dudlni graf. Dukaz budeme provadeét
indukei podle Eulerovy charakteristiky yr(M) = 2,1,... Béazi indukce xr(M) = 2 si
nechdme na konec. Necht tedy x7(M) < 2, potom vsak I' musi nutné obsahovat cyklus,
oznacme jej C' C (V' E'). Roziiznutim triangulace 7" plochy M podél C dostavame sou-
vislou mnozinu. Opravdu, kazdy nové vznikly vrchol lze spojit hranou s jednim ze starych
vrcholu V' a ty jsou navzdjem spojeny kostrou G, resp. jejim podrozdélenim G’.

Jelikoz byla M orientovatelnd, vzniknou po rozfiznuti dvé hrani¢ni kruznice a my vlepime
do kazdé z nich disk. Ozna¢me vzniklou plochu M’. Potom M = M'#T? a podle naseho
lemmatu plati (M) = x(M’) — 2, tedy podle indukéniho predpokladu je M’ jednou z
ploch na nasem seznamu. Potom ale také M je na seznamu o jednu polozku déle.

Zbyvé dokdzat bazi indukce. Necht tedy x(M) = 2, tj. necht graf I' je stromem. Potom
po dalsim barycentrickém podrozdéleni lze M rozdélit na dvé podmnoziny, “okoli grafu G
a I — toto je naznaceno v nésledujicich obrazcich ve dvou ruznych situacich v jedné sténé
puvodni triangulace.

Kazda z téchto podmnozin je homeomorfni disku — toto se da ukazat indukei. Po odstra-
néni listu stromu I' ztstane opét strom, o jehoz okoli tedy muzeme predpokladat indukci,
ze je disk. To je naznaceno na druhém obrazku. Po opétovném pridéni listu k tomuto disku
prilepime dalsi disk (okoli barycentra trojuhelnika v predchozim obrazku), ktery sdili se
starym diskem spolecné pravé dvé hrany. Nemeélo by byt tézké uveérit, ze timto slepenim
vznikne opét disk. Vratme se nyni k puvodni plose M. Pravé jsme ji rozlozili na sjednoceni
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dvou diskt, které se protinaji pravé ve spoletné hranici, tj. kruznici. Opét by meélo byt
intuitivné ziejmé, Ze timto sjednocenim dostaneme sféru S2. Preciznéjsi dikazy vyzaduji
jistou znalost topologie. U




