KVATERNIONY A GEOMETRIE V R?

1. UVOD

Predstavme si, ze mame néjaky predmét uchycen ve vSech smérech pruznymi vlakny
k néjaké pevné kostie, pro urcitost “sténam” mistnosti kulového tvaru. Vezméme tento
predmét a otocme ho okolo osy o 360 stupnu. Timto vSechna vlakna, na kterych je uchycen,
dokonale zamotame a neexistuje zpusob, jakym by sly rozmotat, aniz bychom je rozsttihli
nebo pohnuli predmétem. Aby to nebylo ptilis jednoduché, otoéme predmétem okolo stejné
osy a ve stejném sméru o dalsich 360 stupini. Piekvapive, ted uz vldkna rozmotat lze.

Nasim cilem bude tento ponékud hypoteticky ptiklad popsat a vysvétlit geometricky.
Zékladem nam k tomu budou kvaterniony a jejich automorfismy, které maji tzkou souvis-
lost pravé s geometrii tti-rozmérného prostoru. Prvné pro iplnost ¢i moznd spise zajimavost
uvadime, jak je to s automorfismy klasickych ¢iselnych téles.

2. AUTOMORFISMY TELES
Veéta 1. Jediné zobrazeni f : Q — Q splnujict
flat+y)=fl@)+fy),  fla-y)=Fflx) fly), fO)=0, f(1)=1

je identické zobrazend.
Diikaz. Zaénéme s podminkou f(1) = 1. Pomoci séitani dostaneme téz

f)=fl+-+D)=fD)+--+f1)=n

pro vSechna kladna cela ¢isla. Potom také

f(n) + f(=n) = f(n+(=n)) = f(0) = 0.

Kone¢neé tedy f(—n) = —f(n) = —n plati také pro zdporna cela ¢isla. Nakonec
fm) = f(n-m/n) = f(n)- f(m/n)
a po vydéleni f(m/n) = f(m)/f(n) =m/n. d

Pozndmka. Podminka f(0) = 0 je splnéna automaticky z f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) po zkrdceni. Podminka
f(1) =1 az na jednu vyjimku plati také vzdy

O =r1-)=r1)-f1) = 0=fQ1)-(f1)-1).
Mohou nastat 2 ptipady. Bud f(1) = 1, nebo f(1) = 0, ale potom f(z) = f(1-z) = f(1) - f(z) = 0 pro kazdé z.

Veéta 2. Jediné zobrazeni f : R — R splnujici

fle+y)=fl@)+fly), fle-y)=[f)-fly), f0O)=0  f(1)=1

je identické zobrazend.
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Dikaz. Vidéli jsme, ze f(r) = r pro kazdé raciondlni ¢islo r € Q. Zrejmé x > 0, pravé kdyz
existuje z € R tak, Ze z = 22. Potom ale

f@)=f(z-2) = f(z) - f(z) > 0.

Nésledné, jsou-li z > y libovolnd, pak z—y > 0 a f(z)— f(y) = f(x—y) > 0 a f zachovava
usporadani. Predpoklddejme konecné, ze f(z) # x pro néjaké redlné ¢islo x a pro uréitost
necht f(x) > x. Potom mezi nimi existuje raciondln{ ¢islo r. Pro néj mame f(r) = r a
proto f(x) > f(r) =r > x. To je spor s monoténnosti f. O

Pro komplexni ¢isla podobna véta neplati. Jednak médme komplexni konjugaci, ktera
podminky zjevné spliuje a navic jesté existuji tzv. “exotické automorfismy” komplexnich
¢isel. Jejich existence vSak zavisi na axiomu vybéru. Misto toho dokazeme slabsi vétu.

Veéta 3. Jedind dvé zobrazeni f : C — C splnugict
fleaty)=fl@)+fly), fl@-y)=[f)- fly), fO=0, f(1)=1
a navic flgr = idgr jsou identické zobrazeni a komplexni konjugace.

Diikaz. Rozeberme moznosti pro f(i). Plati —1 = f(—=1) = f(i-i) = f(i) - f(i) a tedy
f(7) musi byt néktera z druhych odmocnin ¢isla —1. Pro f(i) = i dostavame f(a + bi) =
f(a)+ f(b)f(i) = a+ bi a analogicky pro f(i) = —i ziskdme f(a + bi) = a — bi. O

3. KVATERNIONY

Kvaterniony se vyrobi z realnych ¢isel podobnym zpusobem jako komplexni ¢isla, jenom
komplexni jednotky jsou tfi namisto jedné. Tyto znacime 7, j, k a splinuji nasledujici vztahy:

ivi=—1 li=i=i-1 ij=k=—j-i
1-1=1 joj=-1 1 j=j=4-1 jok=i=—k-j
kok=—1 lok=k=Fk-1 ki=j=—ik

Kvaterniony zapisujeme ve tvaru ¢ = a+bi+cj+dk a predchozi tabulka ndm k&, jak tato
¢isla mezi sebou nasobit, séitani je “po slozkach”. Kvaterniony znacime H. Z této tabulky
lze snadno vycist, ze nasobeni kvaternionu je asociativni, nikoliv vSak komutativni. Tato
tabulka je tiplnd. Kdyz Hamilton kvaterniony objevil, vyryl tehdy (roku 1843) na Broom
bridge v Dublinu pouze “generujici” vztahy

P2 =2 =k? =ijk=—1.

Dilezitou pomtckou pro nas bude vyjadieni normy kvaternionu pomoci nasobeni a kon-
jugace. Pro komplexni ¢isla plati
2P =% 2.

Pro kvaterniony bychom radi obdrzeli podobny vztah. Polozme

a+bi+cj+dk=a—b —cj—dk.
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V nésledujicim bude vyhodné kvaterniony zapisovat ve tvaru ¢ = a+wv, kde v = bi+cj+dk
chdpeme jako vektor v R3. Potom § = a — v a tedy

— 2 2 2 2
g-¢q=(a—v)(a+v)=0a"+av—va—v-v=a" +|v|”=]|q|°,
——
0
nebot pro ryze imagindrni kvaternion plati v = —|v|?. Pro inverzi kvaternionu dostdvdme
“1_ 1

a zejména vSechny nenulové kvaterniony maji inverzi. Toto neni véc, kterd by byla k vidéni
casto. Ve skutecnosti plati, ze na R" existuje nasobeni (asociativni s jednotkou), pro které
ke kazdému nenulovému ¢éislu existuje inverze, pouze pron = 1,2, 4 a jedné se pritom praveé
o R, C a H. Tuto vétu dokazal Frobenius. Bez asociativity jiz takovych nasobeni existuje
vic a navic pribyva jesté dimenze 8, v niz existuje struktura oktonionu. V ostatnich di-
menzich zddna nasobeni s inverzi neexistuji, coz je dost tézky vysledek z topologie (“odnoz”
geometrie; pokud vim, zadny algebraicky dukaz neni znam).

Abychom byli schopni popsat automorfismy kvaternionu potiebujeme vztah mezi alge-
brou kvaternionii a geometrii v R3. Zabyvejme se tedy sou¢inem dvou ryze imaginarnich
kvaternionu (tedy vektoru v a w),

v-w=(bi+cj+dk) Vi+dj+dk)
=— (b +ced +dd)+ (cd —dc) i+ (db —bd') - j+ (b = V) - k

J

(v,w) vXw
Oznacime-li redlnou ¢dst —(v, w) a vektorovou ¢ast v x w, muzeme vztah prepsat
veow=—(v,w)+ v X w,

kde prvni, redlnd, slozka je minus skaldrni soucin vektoru v, w a druhd slozka je jejich
vektorovy souc¢in. Sou¢in obecnych kvaternionu je pak

qg-r=(a+v)(b+w)=(ab+ (v,w)) + (aw + bv +v X w).
Aplikaci na souc¢in konjugovanych kvaternionu dostavame
7-g=(b—w)(la—v)=(ab+ (—w,—v)) + (—aw — bv + (—w) X (—v)).

Pritom (—w, —v) = (w,v) = (v,w) a (—w) X (—v) = w X v = —(v X w). Z téchto vztahu
je ziejmé, ze konjugovani je tzv. antihomomorfismus, tj. plati pro néj g-7 = 7 - g (poradi
¢initelu je prehozené). Aplikaci na soucin dostavame

lar[* = a7 - ar =7 Ga_r = la|r[*

2

ql

Tento vztah bude dulezity pozdéji, konkrétné jeho dusledek, ze totiz soucin dvou kvater-
nionu velikosti 1 je opét kvaternion velikosti 1 a stejné pro inverze.
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Skaldrni souc¢in dvou vektoru (v, w) ma nasledujici geometricky vyznam. Pocitejme ve-
likost vektoru v — w,
v —w?= b=+ (c—)+(d-d)
=+ +d)+ 0%+ 4+ d?) = 2(bY + e +dd)
= [vl* + [w]* = 2{v, w).
Protoze ma trojuhelnik s vrcholy 0, v, w strany délek |v|, |w|, |[v —w|, dostdvame z kosinové
véty vztah
(v, w) = [v] - [w| - cos e,
kde « je 1hel, ktery sviraji vektory v a w. Zejména (v,w) = 0, pravé kdyz a = /2,
tj. v L w. Nechf A : R® — R3 je linedrni zobrazeni zachovavajici vzdalenosti. Potom podle
ptredchoziho toto zobrazeni musi zachovavat zaroven skalarni soucin.
Déle dame geometricky vyznam vektorovému soucinu. Pocitejme
u-vew=u-(—(v,w)y+vXxXw)=—{(u,vXxw)+(ux (vxw)— (v,w)- u).
——
[u7v7w]

Dosazenim u = v dostdvdme —|v|? - w na levé strané a zejména tedy (v,v x w) = 0. To
znamena, ze soucin v X w je kolmy na v a podobné také na w. Z rozkladu v - w také plyne
o2 Jw]? = |v-w* = (v,w)? + v x w|*.

Jelikoz (v, w)? = |v|? - |w|* - cos® a, obdrzime

lv X w| = |v| - |w] - sin a.
Témito dvéma vztahy je vektorovy soucin urcen témeér jednoznacné: vektory kolmé na v
a w, majici pfedepsanou délku jsou pravé dva. Jiz bez dikazu uvedme, Ze soustava v, w,
v X w tvori “kladné orientovany systém vektoru” (nicméné piipad i, 7, i X j = k by mohl
byt docela dobrym duavodem tomu vérit). Linedrni zobrazeni, kterd zachovavaji orientaci

jsou prave ta s kladnym determinantem. Dokézali jsme tedy, ze linearni zobrazeni, které
zachovava vzdalenosti a ma kladny determinant, zachovava zaroven vektorovy soucin.

Pozndmka. Soutin [u, v, w] = (u,v X w) = (uXv,w) je tzv. orientovany objem. Jeho absolutni hodnota je rovna ob-
jemu rovnobéznosténu zadaného vektory u, v, w a jeho znaménko je kladné, tvoti-li tyto vektory kladné orientovany
systém vektoru, a zdporné v opacném piipadé.

Véta 4. Zobrazeni f : H — H splnugici
fa+y)=f@)+fy), fle-y)=[f@) - fly), F0)=0, f1)=1

a navic f|lgr = idg jsou v bijekci s linedrnimi zobrazenimi A : R — R® zachovdvajicimi
vzddlenosti a magicimi kladny determinant.

Diikaz. Zabyvejme se ¢isly ¢ € H spliujicimi ¢ € R_. Pro né nutné ¢* = —|q|* a tedy

q=—lg¢* ¢'=-7.

Takova ¢ jsou tedy pravé ryze imaginarni kvaterniony. Protoze f zachovava nasobeni a
realnd cisla, musi zachovavat i podmnozinu ryze imaginarnich kvaternionu a jejich skalarni
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a vektorovy soucin. Proto toto zobrazeni zachovava vzdéalenosti a ma kladny determinant.
Naopak pro A s témito vlastnostmi staci polozit f(a + v) = a + Av. U

Ve skutecnosti 1ze vsechny automorfismy kvaternionu popsat velmi konkrétné a za timto
popisem stoji jejich nekomutativnost. Necht ¢ € H m4 velikost 1. Potom definujme zo-
brazenf int, : H — H (vnitini automorfismus piislusny prvku ¢) pomoci vztahu

int,(z) = quq .

Ziejmé toto zobrazeni spliuje vSechny vlastnosti z predchozi véty a jeho zizeni na ryze
imaginarni kvaterniony tedy musi zachovavat skaldrni soucin; fikame, Ze je ortogonalni.
Ukéazeme, ze timto zpusobem dostaneme kazdé takové zobrazeni pravé dvakrat. K tomu
potfebujeme védeét, ze kazdé takové zobrazeni je rotace. Plati

q=cost+v-sint,

kde t € [0,7] a v je jednotkovy vektor v R3. Pisme ¢ = €' pro jednoduchost (navic m4
tento vztah opravdovy smysl). Potom plati

int,(v) = e"ve ™ = v,

protoze v a e spolu komutuji (konkrétné v komutuje jak s 1, tak samo se sebou). Tedy v
bude osou rotace int,. Necht naopak w L v. Potom

we " = w(cost —vsint) = wecost — (w X v)sint = wcost + (v X w)sint = e"'w
a celkove
int,(v) = e*w = (cos 2t + v - sin 2t)w = cos 2t - w + sin 2t - (v X w).

Podle nésledujiciho obrazku by mélo byt zfejmé, ze se jedna o rotaci okolo osy zadané
vektorem v o thel 2¢ v kladném smeéru. Téze rotace lze docilit pomoci osy —v a dhlu
—2t, ¢emuz odpovida kvaternion e™ (") = —et Ve vysledku jsme tedy zjistili, ze kazda
rotace je zaddna pravé dvéma kvaterniony +q. Proto zobrazeni S® — SO(3), které posild
jednotkovy kvaternion ¢ na piislusnou rotaci int, je surjektivni a vzor kazdé rotace sestava
praveé ze dvou prvka.

v Xw

cos2t - w~+sin2t- (v X w)
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Snadno se ovéii, ze se ve skutecnosti jedna o homomorfismus grup, kde S? m4 kvater-
nionové nasobeni a na SO(3) mdame skladéni zobrazeni. Tento homomorfismus je tedy
surjektivni a jeho jadro je {+1}. Geometricky to znamend, ze pii opsani pulkruznice na
S3 od 1 k —1, napf. prochdzenim e'™ pro ¢ € [0, 1], dostdvdme “ktivku rotaci” prostoru
zacinajici v identité a koncici opét v identité. Protoze vsak koncovy bod neni zadén 1, ale
—1, je cely prostor “zamotan”.

Vratme se nyni k situaci z tivodu, ve kterém jsme uvazovali piedmét uchyceny ve vsech
smérech pruznymi vlakny ke sténdm mistnosti kulového tvaru. Predmeét jsme otoécili o 720
stupnu okolo néjaké osy a tvrdili jsme, ze lze vlakna rozmotat bez jejich prestrizeni ¢i
pohnuti predmeétem.

Predstavme si nasi situaci tak, ze cely prostor mezi zdmi a pfedmétem rozdélime na
“slupky” a ta na povrchu (odpovidajici zdem mistnosti) neni otoc¢ena vibec s tim, zZe
jak se blizime k nasemu télesu, tak jsou jednotlivé slupky otoceny okolo téze osy o stale
narustajici thel jdouci od 0 k 720 stupnum. Tento “Casovy” vyvoj si predstavme jako
drahu na S? zaéinajici v 1, jdouci skrz —1 zpét k 1. Tato cesta md “spojitou deformaci” ke
konstantni cesté, ktera zustava celou dobu v 1, kterd v nasi predstavé odpovida nezamotané
situaci. Tuto deformaci si lze predstavit jednoduse na S? (viz obrdzek dole) a myslim, ze
lze snadno uvérit, Ze stejné to bude fungovat i na S3.

Pozndmka. Po vyjmuti jizniho pélu lze zbytek sféry “narovnat” na rovinu, kde se deformace pfedstavi jednoduse.
Kdyby byla naSe cesta tvofena gumickou, tak se v roviné sama stdhne do bodu, ve kterém ji drzime. Narovnani
Ize provést pomoci “stereografické projekce”. Staci ke sféfe ptilozit rovinu tak, aby se ji dotykala na severnim pdélu.
Budeme-li pak z jiznfho pdlu vysilat paprsky smérem nahoru, protnou jak rovinu, tak sféru (s vyjmutym jiznim
pélem) v jediném bodé. Tento popis urcuje bijekci mezi body roviny a sféry (s vyjmutym jednim bodem). Vyhodou
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tohoto popisu je, Ze jej lze prevést formalné dost jednodude na pifpad stereografické projekce S* s jednim bodem
vyjmutym na R2. Dostaneme tak opét kruznici v R® a tu muzeme opét jednoduse “stdhnout do bodu”.

4. VEKTOROVA POLE NA SFERACH

Uvazujme jednotkovou sféru S"~t C R" (o poloméru 1 se stiedem v pocatku) skladajici
se z vektoru x = (z1,...,x,) s vlastnosti
1: ’x|2:x%+...+xi_
Vektorové pole na S™~! je spojité zobrazeni
£:5" 1 SR

spliujici £(x) L z pro kazdé x € S™!. Pritom si muzeme piedstavovat vektor &(z) po-
sunuty do bodu z a kolmost potom znamend, Ze je tento vektor tecny k S"~! (také bychom
mohli presnéji Fict, Ze se jednd o tecné vektorové pole). Na St definujme vektorové pole
pomoci komplexniho nasobeni,

§(z) =iz
(jde o otoceni vektoru z o thel 7/2). Toto pole je vsude nenulové. Analogicky pro n = 2k
muzeme ztotoznit R?* = C* a jeho prvky zapisovat jako k-tice komplexnich éisel. Definujme

6(217 s >Zk> = (7;21, s 7sz)

Opét se jednd o vektorové pole, které je vSude nenulové. V kontrastu s tim je kazdé vek-
torové pole na sféfe sudé dimenze v néjakém bodé nulové. Znamena to napiiklad, ze na
Zemi v kazdém okamziku existuje misto, na kterém nefouka vitr. Také se tato situace
pospisuje pouckou “nelze ucesati jezka”.

Pokusme se vsak o sestrojeni vektorového pole s co nejméné nulovymi body. Nejjednodussi
zpusob je si predstavit roztoc¢eny glébus a v kazdém bodé vzit jeho rychlost, piipadné vitr,
ktery v tom bodé rotaci vznikd. Nulovymi body tohoto vektorového pole budou praveé
severni a jizni pol. Dokonce plati, ze kazdé vektorové pole na S? m4 alesponn dva nulové
body, pricemz se tedy muze stat, ze néjaky nulovy bod je “vicendsobny” a pak muze byt ve
skutecnosti jediny. Nami vytvorené vektorové pole ma oba nulové body jednoduché a je to
tedy to nejméné nulové vektorové pole, které lze sestrojit. Dalsi takové vznikne ortogonalni
projekei vektoru (0,0, —1) (smér gravitace — na glébu, nikoliv na Zemi) do kazdého tetného
prostoru. Tato projekce bude opét nulova pravé pro severni a jizni pél.

Poznamka. Jak se poznd, ze je nulovy bod jednoduchy? Podivejme se na jeho okoli pod lupou, tak, Ze toto okoli
vypada jako kus roviny a vektory vypadaji, jako by v této roviné lezely. Uvazme okolo nulového bodu malou
kruznici a vektory v téchto bodech ndm opisou malou smy¢ku v R? < {0}. Nésobnost daného nulového bodu je pak
rovna &islu, kolikrat tato smycka obéhne pocétek v R?. Tak napifklad v okoli severniho pélu si miizeme lokalné
nase vektorové pole predstavovat jako z — iz (kde severni pdl odpovidd 0 € C) a na kruznici okolo poédtku se
vektory z naseho vektorového pole sefadi do té samé kruznice, jen pootocené o 90 stupiiu. Obéhne tedy pocatek
préavé jednou.

Nésobnost 2 umime vyrobit lokdlné pomoci vektorového pole na C zadaného z — iz2. Toto vektorové pole lze
pak pomoci stereografické projekce pfenést na sféru (uvazujme, ze je definované pouze na kruhu, ktery odpovida
pii stereografické projekci severni hemisfére) a rozsifit do ostatnich bodi (tedy na jizni hemisféru) jiz nenulovym
vektorovym polem. Toto je naprosto trividlni pfi uvazeni stereografické projekce z protilehlého bodu sféry. Pfi této
projekci mé nase pole tvar z — ¢ a to lze rozsifit konstantnim (a zejména nenulovym) polem se stejnym predpisem.



8 KVATERNIONY A GEOMETRIE V R?

Tento pocet nulovych bodu je roven tzv. Eulerové charakteristice, ktera se da spocitat
z libovolné triangulace sféry jako v — e + f, pocet vrcholi minus pocet hran plus pocet
stén. Snadno se muzete presvédcit pro libovolny mmnohostén, ze toto ¢islo je opravdu 2.
Plochou, pro niz je toto ¢islo 0, je torus. Na ném si snadno vsude nenulové vektorové pole
predstavime (napiiklad podobnou rotaci jakou jsme uvazili s glébem).

Na S% pomoci kvaternionického nisobenf umime dokonce jesté vic. Definujme 3 vek-

torova pole
plg) =qi,  olg)=aqj,  7(q) =gk
Kolmost ¢ L p(q) ovérime snadno: (g, p(q)) + ¢ X qi = q - qi = —i, redlna cast je tedy
nulova. Navic ziejmé v kazdém bodé jsou p(q), o(q), 7(q) nejen nenulové, ale dokonce
linedarné nezavislé,
0 =bp(q) + co(q) + dr(q) = q(bi + ¢j + dk)

znamend, po vynasobeni ¢! zleva, Ze b = ¢ = d = 0. Protoze m4 v kazdém bodé ¢ tecny
prostor ke sfére dimenzi 3 (sklada se ze vSech vektoru kolmych na g, je tedy zadén jednou
linedrni rovnici (g, —) = 0), tvoii p(q), o(q), 7(q) bazi tohoto te¢ného prostoru. Vektorové
pole je pak zadano spojitymi funkcemi koeficientt,

£(q) = bla)p(q) + c(g)a(q) + d(q)7(q)-

Pii této identifikaci je zadani vektorového pole na S® ekvivalentni zaddni spojitého zo-
brazeni S — R3. Rikdme, ze je “tecny bandl” sféry S® trividlni. Videéli jsme, ze toto
nastava pro n = 1,3. Pomoci oktonionti lze jesté dokdzat trividlnost pro S7. Slavnd véta
(Kervaire a Milnor) fiké, Ze toto jsou jediné moznosti. Prvnim krokem bylo ukézat, ze n
vysledky se “zahadné” v topologii vyskytuji i v jinych kontextech. Na zavér jesté poz-
namenejme, ze souvislost s ndsobenimi na R™ také neni vubec nahodna.



