
KVATERNIONY A GEOMETRIE V R3

1. Úvod

Představme si, že máme nějaký předmět uchycen ve všech směrech pružnými vlákny
k nějaké pevné kostře, pro určitost “stěnám” mı́stnosti kulového tvaru. Vezměme tento
předmět a otočme ho okolo osy o 360 stupň̊u. T́ımto všechna vlákna, na kterých je uchycen,
dokonale zamotáme a neexistuje zp̊usob, jakým by šly rozmotat, aniž bychom je rozstřihli
nebo pohnuli předmětem. Aby to nebylo př́ılǐs jednoduché, otočme předmětem okolo stejné
osy a ve stejném směru o daľśıch 360 stupň̊u. Překvapivě, ted’ už vlákna rozmotat lze.

Naš́ım ćılem bude tento poněkud hypotetický př́ıklad popsat a vysvětlit geometricky.
Základem nám k tomu budou kvaterniony a jejich automorfismy, které maj́ı úzkou souvis-
lost právě s geometríı tř́ı-rozměrného prostoru. Prvně pro úplnost či možná sṕı̌se zaj́ımavost
uvád́ıme, jak je to s automorfismy klasických č́ıselných těles.

2. Automorfismy těles

Věta 1. Jediné zobrazeńı f : Q → Q splňuj́ıćı

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y), f(0) = 0, f(1) = 1

je identické zobrazeńı.

D̊ukaz. Začněme s podmı́nkou f(1) = 1. Pomoćı sč́ıtáńı dostaneme též

f(n) = f(1 + · · ·+ 1) = f(1) + · · ·+ f(1) = n

pro všechna kladná celá č́ısla. Potom také

f(n) + f(−n) = f(n+ (−n)) = f(0) = 0.

Konečně tedy f(−n) = −f(n) = −n plat́ı také pro záporná celá č́ısla. Nakonec

f(m) = f(n ·m/n) = f(n) · f(m/n)

a po vyděleńı f(m/n) = f(m)/f(n) = m/n. �
Poznámka. Podmı́nka f(0) = 0 je splněna automaticky z f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) po zkráceńı. Podmı́nka
f(1) = 1 až na jednu výjimku plat́ı také vždy

f(1) = f(1 · 1) = f(1) · f(1) ⇒ 0 = f(1) · (f(1)− 1).

Mohou nastat 2 př́ıpady. Bud’ f(1) = 1, nebo f(1) = 0, ale potom f(x) = f(1 · x) = f(1) · f(x) = 0 pro každé x.

Věta 2. Jediné zobrazeńı f : R → R splňuj́ıćı

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y), f(0) = 0, f(1) = 1

je identické zobrazeńı.
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D̊ukaz. Viděli jsme, že f(r) = r pro každé racionálńı č́ıslo r ∈ Q. Zřejmě x > 0, právě když
existuje z ∈ R tak, že x = z2. Potom ale

f(x) = f(z · z) = f(z) · f(z) > 0.

Následně, jsou-li x > y libovolná, pak x−y > 0 a f(x)−f(y) = f(x−y) > 0 a f zachovává
uspořádáńı. Předpokládejme konečně, že f(x) ̸= x pro nějaké reálné č́ıslo x a pro určitost
necht’ f(x) > x. Potom mezi nimi existuje racionálńı č́ıslo r. Pro něj máme f(r) = r a
proto f(x) > f(r) = r > x. To je spor s monotónnost́ı f . �

Pro komplexńı č́ısla podobná věta neplat́ı. Jednak máme komplexńı konjugaci, která
podmı́nky zjevně splňuje a nav́ıc ještě existuj́ı tzv. “exotické automorfismy” komplexńıch
č́ısel. Jejich existence však záviśı na axiomu výběru. Mı́sto toho dokážeme slabš́ı větu.

Věta 3. Jediná dvě zobrazeńı f : C → C splňuj́ıćı

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y), f(0) = 0, f(1) = 1

a nav́ıc f |R = idR jsou identické zobrazeńı a komplexńı konjugace.

D̊ukaz. Rozeberme možnosti pro f(i). Plat́ı −1 = f(−1) = f(i · i) = f(i) · f(i) a tedy
f(i) muśı být některá z druhých odmocnin č́ısla −1. Pro f(i) = i dostáváme f(a + bi) =
f(a) + f(b)f(i) = a+ bi a analogicky pro f(i) = −i źıskáme f(a+ bi) = a− bi. �

3. Kvaterniony

Kvaterniony se vyrob́ı z reálných č́ısel podobným zp̊usobem jako komplexńı č́ısla, jenom
komplexńı jednotky jsou tři namı́sto jedné. Tyto znač́ıme i, j, k a splňuj́ı následuj́ıćı vztahy:

i · i = −1 1 · i = i = i · 1 i · j = k = −j · i
1 · 1 = 1 j · j = −1 1 · j = j = j · 1 j · k = i = −k · j

k · k = −1 1 · k = k = k · 1 k · i = j = −i · k

Kvaterniony zapisujeme ve tvaru q = a+bi+cj+dk a předchoźı tabulka nám ř́ıká, jak tato
č́ısla mezi sebou násobit, sč́ıtáńı je “po složkách”. Kvaterniony znač́ıme H. Z této tabulky
lze snadno vyč́ıst, že násobeńı kvaternion̊u je asociativńı, nikoliv však komutativńı. Tato
tabulka je úplná. Když Hamilton kvaterniony objevil, vyryl tehdy (roku 1843) na Broom
bridge v Dublinu pouze “generuj́ıćı” vztahy

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

Důležitou pomůckou pro nás bude vyjádřeńı normy kvaternionu pomoćı násobeńı a kon-
jugace. Pro komplexńı č́ısla plat́ı

|z|2 = z · z.
Pro kvaterniony bychom rádi obdrželi podobný vztah. Položme

a+ bi+ cj + dk = a− bi− cj − dk.
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V následuj́ıćım bude výhodné kvaterniony zapisovat ve tvaru q = a+v, kde v = bi+cj+dk
chápeme jako vektor v R3. Potom q = a− v a tedy

q · q = (a− v)(a+ v) = a2 + av − va︸ ︷︷ ︸
0

−v · v = a2 + |v|2 = |q|2,

nebot’ pro ryze imaginárńı kvaternion plat́ı v2 = −|v|2. Pro inverzi kvaternionu dostáváme

q−1 = 1
|q|2 · q

a zejména všechny nenulové kvaterniony maj́ı inverzi. Toto neńı věc, která by byla k viděńı
často. Ve skutečnosti plat́ı, že na Rn existuje násobeńı (asociativńı s jednotkou), pro které
ke každému nenulovému č́ıslu existuje inverze, pouze pro n = 1, 2, 4 a jedná se přitom právě
o R, C a H. Tuto větu dokázal Frobenius. Bez asociativity již takových násobeńı existuje
v́ıc a nav́ıc přibývá ještě dimenze 8, v ńıž existuje struktura oktonion̊u. V ostatńıch di-
menźıch žádná násobeńı s inverźı neexistuj́ı, což je dost těžký výsledek z topologie (“odnož”
geometrie; pokud v́ım, žádný algebraický d̊ukaz neńı znám).

Abychom byli schopni popsat automorfismy kvaternion̊u potřebujeme vztah mezi alge-
brou kvaternion̊u a geometríı v R3. Zabývejme se tedy součinem dvou ryze imaginárńıch
kvaternion̊u (tedy vektor̊u v a w),

v · w = (bi+ cj + dk) · (b′i+ c′j + d′k)

= − (bb′ + cc′ + dd′)︸ ︷︷ ︸
⟨v,w⟩

+(cd′ − dc′) · i+ (db′ − bd′) · j + (bc′ − cb′) · k︸ ︷︷ ︸
v×w

.

Označ́ıme-li reálnou část −⟨v, w⟩ a vektorovou část v × w, můžeme vztah přepsat

v · w = −⟨v, w⟩+ v × w,

kde prvńı, reálná, složka je mı́nus skalárńı součin vektor̊u v, w a druhá složka je jejich
vektorový součin. Součin obecných kvaternion̊u je pak

q · r = (a+ v)(b+ w) = (ab+ ⟨v, w⟩) + (aw + bv + v × w).

Aplikaćı na součin konjugovaných kvaternion̊u dostáváme

r · q = (b− w)(a− v) = (ab+ ⟨−w,−v⟩) + (−aw − bv + (−w)× (−v)).

Přitom ⟨−w,−v⟩ = ⟨w, v⟩ = ⟨v, w⟩ a (−w)× (−v) = w × v = −(v × w). Z těchto vztah̊u
je zřejmé, že konjugováńı je tzv. antihomomorfismus, tj. plat́ı pro něj q · r = r · q (pořad́ı
činitel̊u je přehozené). Aplikaćı na součin dostáváme

|qr|2 = qr · qr = r qq︸︷︷︸
|q|2

r = |q|2|r|2.

Tento vztah bude d̊uležitý později, konkrétně jeho d̊usledek, že totiž součin dvou kvater-
nion̊u velikosti 1 je opět kvaternion velikosti 1 a stejně pro inverze.
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Skalárńı součin dvou vektor̊u ⟨v, w⟩ má následuj́ıćı geometrický význam. Poč́ıtejme ve-
likost vektoru v − w,

|v − w|2 = (b− b′)2 + (c− c′)2 + (d− d′)2

= (b2 + c2 + d2) + (b′2 + c′2 + d′2)− 2(bb′ + cc′ + dd′)

= |v|2 + |w|2 − 2⟨v, w⟩.
Protože má trojúhelńık s vrcholy 0, v, w strany délek |v|, |w|, |v−w|, dostáváme z kosinové
věty vztah

⟨v, w⟩ = |v| · |w| · cosα,
kde α je úhel, který sv́ıraj́ı vektory v a w. Zejména ⟨v, w⟩ = 0, právě když α = π/2,
tj. v ⊥ w. Necht’ A : R3 → R3 je lineárńı zobrazeńı zachovávaj́ıćı vzdálenosti. Potom podle
předchoźıho toto zobrazeńı muśı zachovávat zároveň skalárńı součin.

Dále dáme geometrický význam vektorovému součinu. Poč́ıtejme

u · v · w = u · (−⟨v, w⟩+ v × w) = −⟨u, v × w⟩︸ ︷︷ ︸
[u,v,w]

+(u× (v × w)− ⟨v, w⟩ · u).

Dosazeńım u = v dostáváme −|v|2 · w na levé straně a zejména tedy ⟨v, v × w⟩ = 0. To
znamená, že součin v×w je kolmý na v a podobně také na w. Z rozkladu v ·w také plyne

|v|2 · |w|2 = |v · w|2 = ⟨v, w⟩2 + |v × w|2.
Jelikož ⟨v, w⟩2 = |v|2 · |w|2 · cos2 α, obdrž́ıme

|v × w| = |v| · |w| · sinα.
Těmito dvěma vztahy je vektorový součin určen téměr jednoznačně: vektory kolmé na v
a w, maj́ıćı předepsanou délku jsou právě dva. Již bez d̊ukazu uved’me, že soustava v, w,
v × w tvoř́ı “kladně orientovaný systém vektor̊u” (nicméně př́ıpad i, j, i× j = k by mohl
být docela dobrým d̊uvodem tomu věřit). Lineárńı zobrazeńı, která zachovávaj́ı orientaci
jsou právě ta s kladným determinantem. Dokázali jsme tedy, že lineárńı zobrazeńı, které
zachovává vzdálenosti a má kladný determinant, zachovává zároveň vektorový součin.

Poznámka. Součin [u, v, w] = ⟨u, v×w⟩ = ⟨u×v, w⟩ je tzv. orientovaný objem. Jeho absolutńı hodnota je rovna ob-
jemu rovnoběžnostěnu zadaného vektory u, v, w a jeho znaménko je kladné, tvoř́ı-li tyto vektory kladně orientovaný
systém vektor̊u, a záporné v opačném př́ıpadě.

Věta 4. Zobrazeńı f : H → H splňuj́ıćı

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y), f(0) = 0, f(1) = 1

a nav́ıc f |R = idR jsou v bijekci s lineárńımi zobrazeńımi A : R3 → R3 zachovávaj́ıćımi
vzdálenosti a maj́ıćımi kladný determinant.

D̊ukaz. Zabývejme se č́ısly q ∈ H splňuj́ıćımi q2 ∈ R−. Pro ně nutně q2 = −|q|2 a tedy

q = −|q|2 · q−1 = −q.

Taková q jsou tedy právě ryze imaginárńı kvaterniony. Protože f zachovává násobeńı a
reálná č́ısla, muśı zachovávat i podmnožinu ryze imaginárńıch kvaternion̊u a jejich skalárńı
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a vektorový součin. Proto toto zobrazeńı zachovává vzdálenosti a má kladný determinant.
Naopak pro A s těmito vlastnostmi stač́ı položit f(a+ v) = a+ Av. �

Ve skutečnosti lze všechny automorfismy kvaternion̊u popsat velmi konkrétně a za t́ımto
popisem stoj́ı jejich nekomutativnost. Necht’ q ∈ H má velikost 1. Potom definujme zo-
brazeńı intq : H → H (vnitřńı automorfismus př́ıslušný prvku q) pomoćı vztahu

intq(x) = qxq−1.

Zřejmě toto zobrazeńı splňuje všechny vlastnosti z předchoźı věty a jeho zúžeńı na ryze
imaginárńı kvaterniony tedy muśı zachovávat skalárńı součin; ř́ıkáme, že je ortogonálńı.
Ukážeme, že t́ımto zp̊usobem dostaneme každé takové zobrazeńı právě dvakrát. K tomu
potřebujeme vědět, že každé takové zobrazeńı je rotace. Plat́ı

q = cos t+ v · sin t,

kde t ∈ [0, π] a v je jednotkový vektor v R3. Pǐsme q = etv pro jednoduchost (nav́ıc má
tento vztah opravdový smysl). Potom plat́ı

intq(v) = etvve−tv = v,

protože v a etv spolu komutuj́ı (konkrétně v komutuje jak s 1, tak samo se sebou). Tedy v
bude osou rotace intq. Necht’ naopak w ⊥ v. Potom

we−tv = w(cos t− v sin t) = w cos t− (w × v) sin t = w cos t+ (v × w) sin t = evtw

a celkově

intq(v) = e2tvw = (cos 2t+ v · sin 2t)w = cos 2t · w + sin 2t · (v × w).

Podle následuj́ıćıho obrázku by mělo být zřejmé, že se jedná o rotaci okolo osy zadané
vektorem v o úhel 2t v kladném směru. Téže rotace lze doćılit pomoćı osy −v a úhlu
−2t, čemuž odpov́ıdá kvaternion e(π−t)(−v) = −etv. Ve výsledku jsme tedy zjistili, že každá
rotace je zadána právě dvěma kvaterniony ±q. Proto zobrazeńı S3 → SO(3), které pośılá
jednotkový kvaternion q na př́ıslušnou rotaci intq je surjektivńı a vzor každé rotace sestává
právě ze dvou prvk̊u.

w

v × w

v

cos 2t · w + sin 2t · (v × w)

2t
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Snadno se ověř́ı, že se ve skutečnosti jedná o homomorfismus grup, kde S3 má kvater-
nionové násobeńı a na SO(3) máme skládáńı zobrazeńı. Tento homomorfismus je tedy
surjektivńı a jeho jádro je {±1}. Geometricky to znamená, že při opsáńı p̊ulkružnice na
S3 od 1 k −1, např. procházeńım etπv pro t ∈ [0, 1], dostáváme “křivku rotaćı” prostoru
zač́ınaj́ıćı v identitě a konč́ıćı opět v identitě. Protože však koncový bod neńı zadán 1, ale
−1, je celý prostor “zamotán”.

Vrat’me se nyńı k situaci z úvodu, ve kterém jsme uvažovali předmět uchycený ve všech
směrech pružnými vlákny ke stěnám mı́stnosti kulového tvaru. Předmět jsme otočili o 720
stupň̊u okolo nějaké osy a tvrdili jsme, že lze vlákna rozmotat bez jejich přestřižeńı či
pohnut́ı předmětem.

Představme si naši situaci tak, že celý prostor mezi zdmi a předmětem rozděĺıme na
“slupky” a ta na povrchu (odpov́ıdaj́ıćı zdem mı́stnosti) neńı otočena v̊ubec s t́ım, že
jak se bĺıž́ıme k našemu tělesu, tak jsou jednotlivé slupky otočeny okolo téže osy o stále
nar̊ustaj́ıćı úhel jdoućı od 0 k 720 stupň̊um. Tento “časový” vývoj si představme jako
dráhu na S3 zač́ınaj́ıćı v 1, jdoućı skrz −1 zpět k 1. Tato cesta má “spojitou deformaci” ke
konstantńı cestě, která z̊ustává celou dobu v 1, která v naš́ı představě odpov́ıdá nezamotané
situaci. Tuto deformaci si lze představit jednoduše na S2 (viz obrázek dole) a mysĺım, že
lze snadno uvěřit, že stejně to bude fungovat i na S3.

Poznámka. Po vyjmut́ı jižńıho pólu lze zbytek sféry “narovnat” na rovinu, kde se deformace představ́ı jednoduše.
Kdyby byla naše cesta tvořena gumičkou, tak se v rovině sama stáhne do bodu, ve kterém ji drž́ıme. Narovnáńı
lze provést pomoćı “stereografické projekce”. Stač́ı ke sféře přiložit rovinu tak, aby se j́ı dotýkala na severńım pólu.
Budeme-li pak z jižńıho pólu vyśılat paprsky směrem nahoru, protnou jak rovinu, tak sféru (s vyjmutým jižńım
pólem) v jediném bodě. Tento popis určuje bijekci mezi body roviny a sféry (s vyjmutým jedńım bodem). Výhodou
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tohoto popisu je, že jej lze převést formálně dost jednoduše na př́ıpad stereografické projekce S3 s jedńım bodem
vyjmutým na R3. Dostaneme tak opět kružnici v R3 a tu můžeme opět jednoduše “stáhnout do bodu”.

4. Vektorová pole na sférách

Uvažujme jednotkovou sféru Sn−1 ⊆ Rn (o poloměru 1 se středem v počátku) skládaj́ıci
se z vektor̊u x = (x1, . . . , xn) s vlastnost́ı

1 = |x|2 = x2
1 + · · ·+ x2

n.

Vektorové pole na Sn−1 je spojité zobrazeńı

ξ : Sn−1 → Rn

splňuj́ıćı ξ(x) ⊥ x pro každé x ∈ Sn−1. Přitom si můžeme představovat vektor ξ(x) po-
sunutý do bodu x a kolmost potom znamená, že je tento vektor tečný k Sn−1 (také bychom
mohli přesněji ř́ıct, že se jedná o tečné vektorové pole). Na S1 definujme vektorové pole
pomoćı komplexńıho násobeńı,

ξ(z) = iz

(jde o otočeńı vektoru z o úhel π/2). Toto pole je všude nenulové. Analogicky pro n = 2k
můžeme ztotožnit R2k ∼= Ck a jeho prvky zapisovat jako k-tice komplexńıch č́ısel. Definujme

ξ(z1, . . . , zk) = (iz1, . . . , izk).

Opět se jedná o vektorové pole, které je všude nenulové. V kontrastu s t́ım je každé vek-
torové pole na sféře sudé dimenze v nějakém bodě nulové. Znamená to např́ıklad, že na
Zemi v každém okamžiku existuje mı́sto, na kterém nefouká v́ıtr. Také se tato situace
pospisuje poučkou “nelze učesati ježka”.

Pokusme se však o sestrojeńı vektorového pole s co nejméně nulovými body. Nejjednodušš́ı
zp̊usob je si představit roztočený glóbus a v každém bodě vźıt jeho rychlost, př́ıpadně v́ıtr,
který v tom bodě rotaćı vzniká. Nulovými body tohoto vektorového pole budou právě
severńı a jižńı pól. Dokonce plat́ı, že každé vektorové pole na S2 má alespoň dva nulové
body, přičemž se tedy může stát, že nějaký nulový bod je “v́ıcenásobný” a pak může být ve
skutečnosti jediný. Námi vytvořené vektorové pole má oba nulové body jednoduché a je to
tedy to nejméně nulové vektorové pole, které lze sestrojit. Daľśı takové vznikne ortogonálńı
projekćı vektoru (0, 0,−1) (směr gravitace – na glóbu, nikoliv na Zemi) do každého tečného
prostoru. Tato projekce bude opět nulová právě pro severńı a jižńı pól.

Poznámka. Jak se pozná, že je nulový bod jednoduchý? Pod́ıvejme se na jeho okoĺı pod lupou, tak, že toto okoĺı
vypadá jako kus roviny a vektory vypadaj́ı, jako by v této rovině ležely. Uvažme okolo nulového bodu malou
kružnici a vektory v těchto bodech nám oṕı̌sou malou smyčku v R2 r {0}. Násobnost daného nulového bodu je pak
rovna č́ıslu, kolikrát tato smyčka oběhne počátek v R2. Tak např́ıklad v okoĺı severńıho pólu si můžeme lokálně
naše vektorové pole představovat jako z 7→ iz (kde severńı pól odpov́ıdá 0 ∈ C) a na kružnici okolo počátku se
vektory z našeho vektorového pole seřad́ı do té samé kružnice, jen pootočené o 90 stupň̊u. Oběhne tedy počátek
právě jednou.

Násobnost 2 umı́me vyrobit lokálně pomoćı vektorového pole na C zadaného z 7→ iz2. Toto vektorové pole lze
pak pomoćı stereografické projekce přenést na sféru (uvažujme, že je definované pouze na kruhu, který odpov́ıdá
při stereografické projekci severńı hemisféře) a rozš́ı̌rit do ostatńıch bod̊u (tedy na jižńı hemisféru) již nenulovým
vektorovým polem. Toto je naprosto triviálńı při uvážeńı stereografické projekce z protilehlého bodu sféry. Při této
projekci má naše pole tvar z 7→ i a to lze rozš́ı̌rit konstantńım (a zejména nenulovým) polem se stejným předpisem.
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Tento počet nulových bod̊u je roven tzv. Eulerově charakteristice, která se dá spoč́ıtat
z libovolné triangulace sféry jako v − e + f , počet vrchol̊u mı́nus počet hran plus počet
stěn. Snadno se můžete přesvědčit pro libovolný mnohostěn, že toto č́ıslo je opravdu 2.
Plochou, pro ńıž je toto č́ıslo 0, je torus. Na něm si snadno všude nenulové vektorové pole
představ́ıme (např́ıklad podobnou rotaćı jakou jsme uvážili s glóbem).

Na S3 pomoćı kvaternionického násobeńı umı́me dokonce ještě v́ıc. Definujme 3 vek-
torová pole

ρ(q) = qi, σ(q) = qj, τ(q) = qk.

Kolmost q ⊥ ρ(q) ověř́ıme snadno: ⟨q, ρ(q)⟩ + q × qi = q · qi = −i, reálná část je tedy
nulová. Nav́ıc zřejmě v každém bodě jsou ρ(q), σ(q), τ(q) nejen nenulové, ale dokonce
lineárně nezávislé,

0 = bρ(q) + cσ(q) + dτ(q) = q(bi+ cj + dk)

znamená, po vynásobeńı q−1 zleva, že b = c = d = 0. Protože má v každém bodě q tečný
prostor ke sféře dimenzi 3 (skládá se ze všech vektor̊u kolmých na q, je tedy zadán jednou
lineárńı rovnićı ⟨q,−⟩ = 0), tvoř́ı ρ(q), σ(q), τ(q) bázi tohoto tečného prostoru. Vektorové
pole je pak zadáno spojitými funkcemi koeficient̊u,

ξ(q) = b(q)ρ(q) + c(q)σ(q) + d(q)τ(q).

Při této identifikaci je zadáńı vektorového pole na S3 ekvivalentńı zadáńı spojitého zo-
brazeńı S3 → R3. Řı́káme, že je “tečný bandl” sféry S3 triviálńı. Viděli jsme, že toto
nastává pro n = 1, 3. Pomoćı oktonion̊u lze ještě dokázat triviálnost pro S7. Slavná věta
(Kervaire a Milnor) ř́ıká, že toto jsou jediné možnosti. Prvńım krokem bylo ukázat, že n
muśı být nutně tvaru 2k − 1. Důkaz, že k ≤ 3 je ale mnohonásobně složitěǰśı. Podobné
výsledky se “záhadně” v topologii vyskytuj́ı i v jiných kontextech. Na závěr ještě poz-
namenejme, že souvislost s násobeńımi na Rn také neńı v̊ubec náhodná.


