Patologické funkce

(Funkce nazoru neptristupné)

1 Funkce, jejiz graf husté vyplni jednotkovy ¢tverec

Kazdé ¢islo redlné x € [0,1) lze vyjadiit jako nekoneény desetinny zlomek,
oo 1\
= ;Ei (E) )
kde & € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Struéné budeme Fikat, ze ¢islo « € [0, 1) 1ze reprezentovat zépisem

=088 .. &

Toto vyjadreni neni jednoznac¢né. Napft. % =0,5=0,4999999. ... Proto desetinné rozvoje, v nichz
se od jistého mista pocinaje vyskytuji pouze devitky, nebudeme uvazovat.
Oznac¢me m(xz,n) pocet nul mezi ¢isly &1,&9,&s, ..., &, v desetinném rozvoji éisla x a polozme

w(z) = lim miw,n)
n—oo n

pokud tato limita existuje. Napi. pro x = % = 0,010101010... je

n sudé ntl 1
_ ) ) li — I 2 _ 1 ted 2y
e {— e, AmEedm =g tedy w(gy)

3 N3

N | =

Vlastnosti funkce w

1. Funkce w je definovana pro kazdé racionélni ¢islo » € [0,1), tj. [0,1) N Q C Domw. Ponévadz
mnozina [0,1) N Q je hustd v intervalu [0, 1], je defini¢ni obor funkce w také hustou mnoZinou
v tomto intervalu.

Diikaz: Raciondlni ¢islo r miZe byt reprezentovano ve tvaru

TZO,OqOéQ...O(kﬁlﬁQ...ﬁl,
kde k,1 € Ng. Pron =k + spl + pp, P, sn € No, 0 < p, <1 je

m(r,n) = my + spma + ms,

kde mq, resp. ma, resp. ms je pocet nul mezi ¢isly (¢islicemi) g, aq, ..., a, resp. 51,52, .., 0,
resp. S, B2, ..., Bp, . Pron — oo je s, — o0, tedy
L mg 4 —
m(r,n) . M1+ SpyMma+mg . Sn 2 Sn ma
w(r) = lim —— = lim P = lim B e 0
Sn Sn

2. Defini¢ni obor funkce w je vlastni podmnozina intervalu [0, 1). MnoZina [0,1) \ Domw je
husté v intervalu [0, 1).
Diikaz: Polozme
2 =0,10010011000011110000000011111111 ...

(prvni dvé desetinné cifry jsou 1 a 0, pak se pravidelné st¥ida 2! nul a 2¢ jednicek, i = 0,1,2,3,...)

plati
m(&,2-2%) =25 m(2,3-2F) =21



pro libovolné k € N. Je tedy

m(#,2-2%) 1 m(&,3-2%) 2
2.2 92 3.28 3
. o m(En) -
coZ znamena, ze lim neexistuje.
n—oo n

Necht ¢ > 0 a « € [0,1) jsou libovoln4 ¢isla a x lze reprezentovat zépisem

z=0,01003. ...

. (€
81:m1n{§,1—x}.

Pak 0 < €1, takZze mtizeme polozit | = [1 — log;, €1]; symbol [n] oznacuje celou ¢ast éisla 7. Plati

PoloZzme

1 < <€
— & —.
100 > t=19

Polozme déle

[10130} n i

=0 T 1or

Cislo ¢ lze reprezentovat zapisem
x9 = 0,012003 ... ¢10010011000011110000000011111111 . . ..
Oznac¢me m; pocet nul mezi ¢islicemi oy, g, ..., q;. Pak
m(wo,l+2-2k):m1+2k, m(xo,l+3-2k):m1+2k+1,

pro libovolné k € N. Je tedy

m(xo,l+2-2k): my +17 hmm(xo,l—i—Q-Qk):l’
2.2k [+2-2F 2 k—o0 2.2k 2
m(xo,l+3~2k): m +g, hmm(l‘o,l+3'2k):g7
coZ znamena, ze lim m(zo,n) neexistuje a tedy zo € Domw. Déle
n—oo n
| = [10'z] & | |10%z—[10%z] 4 SR SRR SR
S S T T 10/ T T T A 0

3. Funkce w je ohranicend hodnotou 0 zdola a hodnotou 1 shora. Funkce w nabyva své nejvétsi
a nejmensi hodnoty.
Diikaz: Pro kazdé x € Domw a libovolné n € N je 0 < m(z,n) < n. Odtud plyne

m(xz,n)

0< <1

n

a prvni tvrzeni plyne z véty o tfech posloupnostech. Platnost druhého tvrzeni vidime napfiklad
z toho, Ze
w(3) = w(0,5000000...) =1, w(g)=w(0,1111111...)=0. O

4. Funkce w nabyva vSech hodnot z intervalu [0, 1].



Diikaz: Bud y € (0,1) libovolné ¢&islo. Pak existuje posloupnost raciondlnich ¢isel {qx}re,
takova, ze klirn qr = y. Necht ¢isla
—00

ail
az1 22
az1 a3z2 a33

a1 a2 Aag3 ... Qg

jsou z mnoziny {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} a jsou takovd, Ze ve skupiné ¢isel ag1, aks, .. ., axk je pravé
[kqx] nul. Polozme
Tr = 0,(111(121(122(131(132(133 e Q10K . Qe e
Kazda cifra desetinného rozvoje ¢isla x se nachazi v jednoznacné urcené skupiné ¢islic oznacujicich
Gisla a1, ake, - - . , agk- Necht tedy ¢islice na n-té pozici desetinného rozvoje ¢isla x je v k-té skupiné.
Pak plati
1424+ +(k—-1)<n<142+- -k

[q1] + [2q2] + - - + [(k — Dgr—1] < m(z,n) < [q1] + [2q2] + - - - + [kqx]

a ted
Tl Pel et (= Do) _ m(en) _ o]+ 2a +-+ b
1424k - n 142+ +(k—1)

Ozna¢me nyni di, = (k4 1)get1 — [(k 4+ 1)ge+1]. Pak 0 < di < 1 a podle Stolzovy véty plati

‘m [q1] + [2g2] + - - + [kqx] ~ im [(k + 1)qr+1] ~ im (k+ 1)gr+1 + d

= lim g1 =y.
k—oo
Analogicky ukazeme, ze

lim (] + 2¢2] + -+ [(k = D)ge—a] _

7 véty o trech posloupnostech nyni plyne, ze

w(z) = lim m(z,n) =y
n—oo n

O

5. Ke kazdému z( € [0, 1), kazdému yo € [0, 1] a kazdému e > 0 existuje & € Domw takové, Ze
w(Z) = yo a |xo — Z| < €. To znamend, ze mnozina {(z,y) € [0,1) x [0,1] : z € Domw,y = w(z)}
je hustd v mnoziné [0, 1] x [0, 1].

Diikaz: Podle pfedchoziho tvrzeni existuje ¢islo & € Domw takové, Ze w(&) = yo. Necht ¢isla
To a & maji reprezentace

T = 0,0&10&20&3 e o = 0,616263 e

1
Polozme k = [1 — log;, €]. Pak ToF < e. PoloZme nyni
T = 0,515253 e 6k04k+104k+2 e Oy ee
Pak je

- 1
‘TO_‘T| :OaOO---07k+17k+2---7n--- < ]__Ok <€
a dale
—k <m(Z,n) —m(Z,n) <k.



Odtud plyne
m(&,n)—k < m(Z,n) < m(&,n)+k

n n
pro libovolné n € N. Z véty o tfech posloupnostech nyni plyne

w(Z) = lim m(@,n) = lim m(&;n) = w(Z) = yo.

n— o0 n n— o0 n

6. Funkce w je nespojitad v kazdém bodé x € Domw.
Diikaz: Bud x; € Dom w libovolny. Polozme

B %, w(x1) =0, oy — w(a
y{%w(m)’ e et

Pak ¢ > 0. Bud 6 > 0 libovolné. Podle piedchoziho tvrzeni existuje x5 € Domw takové, Ze
|ze — 1] < § a w(ze) = y. Pak |w(xe) — w(z1)| = |y — w(z1)| = &, coz znamend, ze funkce w neni
spojitad v bodé x;. O
2 Bolzanova funkce

1. PoloZme

M:{%:nGN,k‘G{O,l,Q,...An}}.

Mnozina M je husta v [0, 1].
Dikaz: Bud x € [0, 1] libovolny bod a € € R, 0 < £ < 1 libovolné éislo. Polozme

n=[1-log,e], k=I[4"z].

Pakn > —log e a4™r — 1 < k < 4™z, neboli

1 < 0< k < 1
qn — & z 4qn qn’
COZ znamena, ze
k < 1 <
T =
k .. .
Bod ™ € M tedy lezi v e-okoli bodu =x. 0.

2. Definujme , Bolzanovu operaci“ B, ktera uspofadané dvojici bodt z roviny R? piifadi pétici
bodu v roviné. Tato operace (zobrazeni) je ddna pfedpisem

B((z1,51), (w2,y2)) =
B 1 1 1 3 1
= <(:c1,y1), <501 + Zf,yl - 577> ) <ZE1 + ifay1> ) <501 + Zf,yl + 577> 7($27y2)> )

kde jsme oznadili £ = x9 — x1, 1 = y2 — Y1.

3. Polozme
AO,O = (070)5 AO,l = (15 1)7
(A1,0,A11, A1 2, A1 3, A1) = B(Ao 0, Ao,1),
(An,4l7 An,4l+1; An,4l+27 An,4l+37 An,4l+4) = B(Anfl,ly An7171+1), I = 07 15 R 4n—1 - ]-7



Y 7 Agy = Arg Y
A
Ao = A1 | S Aro z A1 = Az AN
Ao /1 g
/ A2,7
Ard=AsaY iy
A AN Agg

\I’
Ass

Obrazek 1: Ke konstrukci Bolzanovy funkce

k
viz obrazek 1. Prvni soufadnice bodu A,, j je ziejmé T Popsanou konstrukci je tedy definovano

k
zobrazeni ¢ : M — R, které Cislu o € M prifadi druhou soufadnici bodu A, x, tj.

k k
o[ 2)) = Ans

4. Pro kazdé n € N a kazdé k € {0,1,2,...,4""1} plati

kY (E+1N] 1
Pl )~ 9\ )| T 2

Dikaz: Indukei. Pron =1 je

o (5) -0 (55)| = 5 o0 - ot = 5

w<%><ﬁ<%>|%%gir

. .k k41
5. Jsou-li 1,z € M takové, ze o <z1 <29 < T pak |p(x1) — p(z2)] <
Dukaz:

|<P(501)80($2)|§‘<P<4£n>@(k;1>‘<1+%+i+%+...)

Indukéni krok:

k k+1 1
¥ 4n+1 - 4n+1 5




6. Je-li {x,,},._, konvergentni posloupnost ¢sel z mnoziny M, pak existuje lim ¢(x,).
m— 00

Dikaz: Necht lim z,, = x. Bud € > 0 libovolné a polozme n = [2 — log, €], k = [4"x]. Pak

m—0o0

n>1-—loggeadr—1<k< 4%, tj.

< < <k+1
g1 <€ & =7 o

Ponévadz lim z,, = z, k ¢islu

1 1

existuje pfirozené ¢éislo mg takové, ze pro kazdé m > myg je |z, — x| < 4.
Budte nyni m1, mo € N libovalné éisla takova, ze my > mg, ma > mg. Pak

|:Cm1 *Z'm2| - |:L'm1 71'+:C71'm2| < |:L'm1 +:L'| + |xizm2| < 24,
COZ znamend, ze Ty, , Tm, lezi v intervalu [%, k;,l}. Podle tvrzeni 5. je
1
|(p(.%'m1) - @($m2)| < on—1 <Ee.

Posloupnost {¢(zm)},._; je tedy cauchyovska a podle Cauchyova-Bolzanova kriteria je konver-
gentni. ([

7. Jsou-li {zp, } - 1 a {Zm},._; posloupnosti ¢sel z mnoziny M takové, Ze

lim z,, = lim Z,, =z,
m— 00 m— 00

pak také lim p(z,,) = lim @(Znm).

Dukaz: Polozme

Tmt1, m je liché,
€m =94 _.°2 . .
Tm, m je sudé.

2

Pak lim &, = z a podle tvrzeni 6. existuje lim ¢(&y,) = y. Obé& posloupnosti {¢o(zm)} -_; a

m—00

{p(Zm)},r_1 Jsou vybrané z posloupnosti {¢(&m)},._;, coZ znamena, Ze

lim @(wm) =y= lim Qp(jm)'

m—00 m—00

8. Funkce B definovana predpisem

Bla) — o(z), xeM,
(x) = lim p(zm), €M, x= lim z,, z, € M

se nazyva Bolzanova funkce.
Tvrzeni 6. a 7. ukazuji, Ze definice je korektni. Podle tvrzeni 1 je defini¢ni obor Bolzanovy
funkce Dom B = [0, 1].

k k+1
9. Jsou-lineN, ke {0,1,2,...,4" — 1}, z € [0, 1] takové, ze o <z< 4%, pak

k 1 k+1 1
—B(X)|< - < .
‘B(m) B (4n)‘ g1 2 ‘B(m) B( — )‘ T




Diikaz: Bud ¢ > 0 libovolné a {x,,} ~_, rostouci posloupnost ¢sel z mnoziny M takova, Ze

k
lim z, = z. Jeli x = o je prvni nerovnost splnéna trivialné. Je-li ™ < z, pak k d&islu
m—0Q0

k
T > 0 existuje my € N takové, ze pro kazdé m > m; je

i <z<

4—n <Tm<s T _—
Podle definice Bolzanovy funkce B existuje ma € N takové, ze pro vsechna m > mg je splnéna
nerovnost | B(z) — ¢(zm)| < €. S piihlédnutim k tvrzeni 5. vidime, Ze pro kazdé m > max {m,m2}
plati

50) - 8 (5 )| =B ~ et + ot - B (45 )| <

< |B(z) — p(zm)| + ‘(p(xm) - B (4%)‘ <e+ zn—lfl

Ponévadz € > 0 bylo libovolné, je prvni nerovnost dokazana.
Druhou nerovnost dokédzeme analogicky. (|

10. Bolzanova funkce B je stejnomérné spojitd na intervalu [0, 1].
Diikaz: Bud z € [0, 1] libovolny bod a {2y, } -_, libovolna posloupnost takové, ze lim w,, =

m— 00
x¢. Dale bud € > 0 libovolné ¢&islo a polozme n = [2 + log, 3 — log, ], k = [4"x¢]. Pak
k - E+1
F <€ a 4_n S < 4—n
Ponévadz lim =z, = g, existuje mo € N takové, ze pro m > mg plati

m— 00

k < < k+ 1.
4n =
Nyni podle tvrzeni 9. a 5. dostaneme

|B(zm) — Blxo)| = ’B(xm)—B(fn +B(4ﬁn) —B(’:’;l) +B(k;1) — B(wo)| <
S‘B(mm)—B(ﬁ)’Jr‘so(%) —w(k;ll)‘wL’B (kz;l) — B(zo)| <
ST SN B B

Odtud plyne, ze lim B(z,,) = B(xo) a ponévadz {x,},._, byla libovoln posloupnost a vlast-
nosti hrn T = xo, Je funkce B spojitd v bodé zg.
— 00

Ponevadz bod zo € [0,1] byl libovolny, je funkce B spojitd na celém kompaktnim intervalu
[0,1]. Z Heineovy-Cantorovy véty nyni plyne, Zze Bolzanova funkce B je stejnomérné spojitd na

intervalu [0, 1]. O
11. Bolzanova funklge B nema vlastni derivaci v zadném bodé x € ./\il
Dikaz: Bud xg = 4—2 € M. Pro kazdé m € N polozme h,,, = — g . Pak lim h,, =0 a

vzhledem k tvrzeni 4. dostaneme

k

B0 _ 1 _B ko

B 4n 4m+n 4n B

= 1 =
4m+n

B(xo + hm) — B(xo)
hom

_ 4m+n
- 4m+n 4m+n 2m+n

4mky — 1 4™k gmtn
(52) ()i



Odtud plyne, Zze nemize existovat koneéna limita

lim B(.T() + h) — B(w())
h—0 h

3 Weierstraflova funkce

Necht a € (0,1) je néjaké &islo a b € N je takové liché piirozené &slo, ze ab > 1+ 2m. Pro
k=0,1,2,... polozime
wi(x) = a” cos (bsz) .

Funkce wy, je definovana pro kazdé x € R a je na celém svém defini¢nim oboru spojita.
Weierstraffova funkce W je definovana pro kazdé z € R predpisem

x) = Z wi(x) = Z a¥ cos (bima
k=0 k=0

Tvrzeni 1: Weierstralova funkce W je spojitd v kazdém bodé = € R.
Diikaz: Pro kazdé z € R je |wy(z)| = |a¥ cos (bFrx)| < a*. Ponévadz 0 < a < 1, geometricka

o0 o0

fada 3 a” konverguje, takze podle WeierstraBova kriteria fada funkci Y wy,(z) konverguje abso-
E=0 k=0

lutné a stejnomérné na R. Ponévadz kazdy ¢len této rady je funkce spojita, je i jeji soucet spojitou

funkci. O

Tvrzeni 2: Weierstralova funkce W nemd (vlastni) derivaci v zddném bodé = € R.
Diikaz: Pro kazdé z e R, h€e Ran €N je

W(x+h)—W(x Za cos (b (z + h)) Za cos ( =
k=0

Z [cos (bF7(z + h)) — cos (bFrz)] =
k=0
n—1
= Z a* [cos (bkw(x +h)) — cos ( 7rz ]+ Z [cos ( bk (z+ h)) — cos (bkﬁz)] .
k=0
P1i oznaceni )
A(z,h,n) = Z a* [cos (V¥ 7 (z + h)) — cos (bFrz)],
k=0
B(xz,h,n) = Z a” [cos (b*m(z + h)) — cos (bkwx)] ,
k=n
dostaneme
W(Z‘+h) 7W(SC) _ l (ZL',h,TL) - A(SC,h,,TL)
Y = h(A(:c h,n) — B(z,h,n)) > o - (1)
Dale plati
& & . Vr(2x +h) . bErh _ berh
|cos (b*m(x + h)) — cos (b*nx)| = |—2sin 5 sin — < 2|sin 5




Z toho, 7e |sin o] < || pro kazdé a € R, a z pfedpokladu ab — 1 > 0 plyne

n—1 n—1
bk h
|A(z, h,n)| = Z a* [cos (0¥ m(x + h)) — cos ( Z sin — | <
k=0 k=0
kpk (a ) —1 (ab)”
<Zab7r|h| mlh| = < mlh|
Nyni polozime e =1 — % T 4 dostaneme
ab—1

Az, h,n) 2
— | < =a""(1—¢). 2
A < S - @

Budte déle o, € Z, &, € [ é, 2) takovd ¢isla, Ze b"x = a,, +&n; |€n] vyjadiuje vzdalenost Cisla

b"x od nejblizsiho celého éisla a,, a sgn&, = sgn(b"z — ay,). Tedy

an + &y
b

Polozme

1- gn
b

Pak je h,, # 0 a ponévadz b > 1, je lim h, = 0. Déle

hyp =

|B(z, hn,n)| = Z a* [cos (¥ (x + hy)) — cos (bima)] ‘ =
k=n
Iy a” |cos [ bFn Ontén | 1= 6n — cos (V" "1 (a =
,; [ (b ( T )) ¢ ("+€”))H_
= Z a¥ [cos (0¥ " m(an + 1)) — cos (BF "m(an + &) ‘ .
k=n
Pro k> nje

cos (bk_"ﬂ'(an + 1)) = cos (bk_"ﬂ'an) cos (bk_"ﬂ) — sin (bk_"ﬂ'an) sin (bk_"ﬂ) =1,

cos (bk_"ﬁ(ozn + §n)) = cos (bk_"wan) cos (bk_"ﬂfn) — sin (bk_"ﬂan) sin (bk_"wgn) =

= — cos (bk_"ﬂ'«fn) ,

nebot b je celé liché ¢islo. Tedy

Blahn)| = | > a* (1+ cos(b“m)‘ -

k=n

Ponévadz cosa > —1 pro jakékoliv a € R, ma posledni fada pouze nezdporné c¢leny. Ponévadz
f% <& < %, je f%w <7, < %7‘( a tedy cos(w€,) > 0. Odtud plyne, Ze plati

1B, hnyn)| = > a¥ (14 cos(0¥ ")) = a™ (1+cos(nén)) + > a¥ (14 cos(bh"n&y)) > a”,
k=n k=n+1
neboli
‘B(z, B, m) ab”
> .
hn -1 €n




7 toho, ze &, > —%, plyne

1 2
> By
1-¢, — 3
takze Bl h. 1) )
x n
— > Za™hn. 3
St  EEY (3)
Z nerovnosti (1), (2) a (3) dostaneme
w hp) —W 2 2 2
(z+ h: (z) > ‘ga"b” — ga”b"(l —e)| = ga”bna,
z ¢ehoz plyne
lim ‘W(z + hy) — W(x) e
n—oo hn
a tedy podle Heineovy podminky nemtze existovat derivace funkce W v bodé . (|

4 Van der Waerdenova funkce

Pro kazdé x € R definujme funkci vzddlenost od nejblizsiho celého ¢isla, kterou oznalime (x),
predpisem
arccos (cos(2mz))

2m '
Tato funkce je zfejmé periodickd s periodou 1, sudi, ohranicend (0 < (z) < %1) a spojitd. Na
kazdém z intervala [0, %], [%, 1] je linedrni, pficemz je rostouci na intervalu [0, 5] a klesajici na
intervalu [£,1], (0) = 0, (3) = %; viz obrazek 2. Pro z € [0,1) tedy je

29
z, 0<z <3,
<$>: 1 2
1—=x, §§$<1.
Pro kazdé k =0,1,2,... a kazdé x € R polozme

<4kx>.
4k

() =min{x — [z],[x + 1] — 2} =

vg(z) =

Kazda z funkci vy, je periodicka s periodou 4~%, suda, ohranicend (0 < vi(z) < %4_’“) a spo-
jitd, nebot je slozenim spojitych funkei. Na intervalu [0, %4"“] je linearni rostouci, na intervalu

[147% 47F] je linedrni klesajici, vy (0) = 0, v (347%) = 147%. Pro z € [0, 1) tedy mtZeme psét

=3
(2) x, 0§$<%4_k,
VelX) =
: 47—z, lah <p gk
yl
1
%
of 1 1 z
2

Obrazek 2: Funkce () ,vzdéalenost od nejblizsiho celého &isla“.

10



o0
Pro libovolné = € R je fada > vi(z) s nezdpornymi ¢leny majorizovdna konvergentni geo-
k=0

o0
. . k . . . . .y
metrickou fadou > % (i) . To podle Weierstraflova kriteria pro stejnomérnou konvergenci fad

k=0
o0
znamend, ze fada funkci Y vi(z) konverguje absolutné a stejnomérné na celé mnoziné R.
k=0
Van der Waerdenova funkce V je pro kazdé x € R definovana predpisem

Viz)= Z vg(z).

k=0

Van der Waerdenova funkce jakozto stejnomérna limita spojitych funkei je spojita.

Tvrzeni: Van der Waerdenova funkce nemé derivaci v zddném z € R.
Dikaz: Bud x € R libovolné ¢islo. Pro kazdé n € Ny polozme s,, = [2 - 4™z]. Pak

[ Sn sn+1>
re | —— .

2.4n7 2.4n

2s, +1
sgn W—ZC

Dale polozime

hn: 4n+1
Pak plati
Sn Sp+1 . -
o € (2-4n’ 2-4n>’ Al fin =0

o Je-li k > n pak |hy,| = 4~ ("1 je 4*="~1 nasobkem periody funkce v;. To znamena, ze funkce
v, splituje rovnost v (x + hy,) — vg(z) = 0.

o Jeli k < m, je vp(x + hy) — vp(x) = 4~ (=1)% = |, [(—1)*".

Odtud plyne

V(x—i—h;;) —V(x) _ hi (i vp(x + hy) — ivk($)> B hii (0 (@ + hn) = vk (2)) =
n ™ \k=0 k=0

" k=0

1 S S S
= o> al (<1 = (<1 (n + 1) sgn .
k=0

coz podle Heineovy podminky znamena, ze nemuze existovat konecna limita

V(z+h)—V(x) .

.
I h
[l
5 Peanovy funkce a Peanova krivka
Jednotkovy étverec Ko = [0,1] x [0, 1], ktery nazveme ¢tvercem nultého fadu, rozdélime na de-

vét shodnych étvercl, které nazveme prvniho fadu. Ctverce prvniho ¥ddu oznac¢ime symboly
K171, K172,, K1,3, K174, K175, K1,6, K1,7, KLg, K179 tak, a,by ¢tverce Kl,i a Kl,i+17 P = 1, 2, ey 8
mély spolecnou stranu; viz obrazek 3 vlevo.

Kazdy ¢tverec K j prvniho fadu rozdélime na devét ctverct druhého fadu, které oznacime
symboly Ko 1, Ko k2, Ko k3, Kok, Ko ks, Kok, Kok, Koks, Ko tak, aby ¢tverce Ky 1 a
Kopivi, @ = 1,2,...,8 a ¢tverce Ko 9 a Kopy11, K = 1,2,...,8 mély spole¢nou stranu; viz
obrazek 3 vpravo.

11
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Obrézek 3: Ctverce prvniho fadu (vlevo) a druhého fadu (vpravo).

Kazdy ¢tverec druhého fadu rozdélime na devét shodnych étverct tfetiho fddu a oznacime
je podle analogického pravidla. Stejnym zptsobem postupujeme déle. Po n krocich dojdeme ke
¢tverctim n-tého fadu K, i, k,,... k,- Strana ctverce n-tého fadu ma délku (%)"

Je-li (z,y) € Ko, pak ke kazdému n € N existuji ¢tverce K1 iy, K2k kos 5K3.k1 ko kss - s
Kn,kl,kg ,,,,, kn takové, 7e

(,Y) € Kiky korokrs Kikiko,o © Kict by byl 1, (=1,2,...,1

To znamené, ze ke kazdému bodu (z,y) € Kj existuje posloupnost {k;};, takové, Ze pro libovolné
i=1,2,3,... je k; € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} a pro kazdé n € N plati pfedchozi relace. Pozname-
nejme, ze tato posloupnost nemusi byt urcena jednoznacné. Napiiklad bodu (37 5) odpovidaji
posloupnosti {4,9,9,9,...}, {5,1,1,1,...}, {8,9,9,9,...} a {9,1,1,1,... }.

Ozna¢me symbolem P mnozinu viech posloupnosti {k;};~; takovych, ze k; € {1,2,...,9} pro
kazdé i =1,2,3,.. ..

Bud {kl}f; € P libovolna posloupnost. Pro kazdé n € N je ¢tverec n-tého fadu K, , k,.....kn
kompaktni mnozinou a jeho pramér je

3n
Pro uvazované ¢tverce tedy plati relace
Knaka,okn © Kt tadoobobgs UM d (K gy ko) = 0-

To znamens, ze k posloupnosti {k;};-; € P existuje jediny bod

oo
) = () Knka ks,

Piitom (x,y) € Ko. Mdme tedy definovano zobrazeni Fy : P — K.

Jednotkovy interval Iy = [0,1) rozdélime na devét stejné dlouhych intervala
Li=100,5), ha=1[5.3), hs=1[53%), ha=[5.5), Iis=1[5.9)
Le=12.%), h7=1[58%), hs=1%5), ho=1[31),
které nazveme intervaly prvniho radu. Kazdy z intervalt I; ; rozdélime na devét stejné dlouhych

intervald Eo1 i1 k-1 .
— i— - i

Iy . = — ,=1,2,...,9

2,k; 9 + 92 ) 9 +92)5 ? 3 4y s Jy

12



které nazveme intervaly druhého fadu.

123456789 t
| ] ] ] IIIIIIIIII ] ] ] ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Kazdy interval druhého fadu rozdélime na devét stejné dlouhych intervald tfetiho fadu, které
oznacime analogickym zptusobem. Tak pokracujeme dale az po n krocich dojdeme k intervalim
n-tého radu I, , k,,... k.. Délka intervalu n-tého radu je (%)n Intervaly n-tého fadu jsou po dvou
disjunktni a jejich sjednoceni tvori interval Iy, proto ke kazdému n € N a kazdému t € I existuje
pravé jeden interval n-tého fadu I, i, k,,... .k, takovy, Ze t € Iy, iy k,,....k, . Odtud dale plyne, ze ke
kazdému t € I, existuje pravé jedna posloupnost {k;};~, takova, Ze

n=1

Timto zpisobem méame definovano zobrazeni Fs : [y — P.
Naopak, podle principu vloZzenych intervalil ke kazdé posloupnosti {k;};—; € P riizné od po-
sloupnosti {9,9,9,9, ...} existuje jediny bod ¢ takovy, ze

o0
te ﬂ T ky koo -

n=1

Poznamenejme, Ze dvéma riuznym posloupnostem miize prisluset tentyz bod. Napiiklad posloup-
nostem {5,3,1,1,1,...} a {5,2,9,9,9,...} piislusi bod 3.

Definujme nyni zobrazeni ® : Iy — K| jako slozeni zkonstruovanych zobrazeni I} a Fy, & =
Fy o F,. Jedné se o zobrazeni z mnoziny R do mnozZiny R?. MtZeme ho tedy zapsat jako dvojici
realnych funkei jedné realné proménné,

Tvrzeni 1: Obé funkce ¢, 1 jsou spojité na intervalu Ij.

Diikaz: Bud & > 0 libovolné. Polozme n = [1 +logs2 —logse], § = (§)". Pak je 2(3)" < e.
Budte ty,t5 € Ip libovolné body takové, ze |t1 — t2| < § = (§)". Tyto body lezi bud ve stejném
intervalu n-tého fadu nebo ve dvou sousednich intervalech n-tého fadu. To znamena, ze také jejich
obrazy ®(t1) a ®(t2) lezi bud v jednom nebo ve dvou sousednich étvercich n-tého fadu. To dale
znamena, ze

[olt) —olt2) < o= <o (i) — ()] < = <.
O

Podle Heineovy-Cantorovy véty lze tedy funkce ¢, ¢ spojité prodlouzit na interval [0, 1].
Necht t, =1 — %(%)” Pak lim ¢, =1 a pro kazdé n € Nje t, € I, 999, 9. To znamena, ze
n—oo

®(t,) € Kpno909...9 pro kazdé n € N. Ctverec K, 99.9....9 leZi v pravém hornim rohu zékladniho
¢tverce K. Definujeme-li tedy ¢(1) =1, /(1) = 1, budou funkce ¢, ¥ spojité na intervalu I.

Funkce ¢, ¢ definované na intervalu [0, 1] popsanym zptisobem, se nazyvaji Peanovy funkce.
Spojita kiivka zapsand parametrickymi rovnicemi

€= @(t)a Yy = T/J(t), te [Oa 1]

se nazyva Peanova kfivka.

Tvrzeni 2: Budte ¢, ¢ Peanovy funkce. Zobrazeni ® = (¢, ) : [0,1] — Ky je bijekce.
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Diikaz: Necht (x0,y0) = (1,1) € Ky. Pak (z9,y0) = ®(1).
Bud (z9,y0) € Ko libovolny bod takovy, ze (z9,yo) # (1,1). K tomuto bodu existuje alespoii
jedna posloupnost {k;};-, € P takovd, ze

coz znamend, ze ®(to) = (zo,yo)-
Celkem jsme ukézali, ze zobrazeni ® je surjekce.
Budte t1,t2 € [0,1] takové body, Ze ¢1 # to. Polozme n = [logg |t1 — t2] + 1]. Pak je

[ty —ta| > (3)",

takze body t1, t2 lezi v riznych intervalech n-tého fadu. To znamend, ze body ®(t1), ®(t2) lezi
v riznych ¢tvercich n-tého ¥addu. Odtud plyne ®(t1) # P(t2). Zobrazeni P je tedy prosté. O

Podle tohoto tvrzeni Peanova krivka prochézi pravé jednou kazdym bodem jednotkového
Ctverce K.

Tvrzeni 3: Peanovy funkce ¢, ¢ nemaji vlastni derivaci v Zzd&dném bodé svého definiéniho oboru
[0,1].
Diikaz: Bud tg € Iy libovolny bod. Pro kazdé n € N bud h,, € R takové ¢islo, Ze

|| < 9%, to + hy, € I, lo(to + hn) — w(to)] > 2.1371.
Toto ¢islo 1ze sestrojit naptiklad takto: Ve ¢tverci n-tého fadu, ktery sousedi se ¢tvercem n-tého
fadu obsahujicim bod (¢(to), ¥ (to)) najdeme bod (2y,yn), pro néjz plati [z — ¢(to)] > 3(3)™
Potom najdeme ¢, = ®~*(z,,y,) a poloZime h,, = t, —t.
Nyni plati
pllo+ 1) —p(to) | _ lp(to+h) —plto) 1 9" _ 1

= Z _—_gn
to+h) —p(t
a tedy podle Heineovy podminky nemtze existovat konecné %imo lto + l)z o 0).
Pro druhou Peanovu funkci ¢ je dukaz stejny. (I

Pouzity zdroj

HPuHOEILA, I'. U1. Jlonosnenus x obwemy Kypcy mamemamuyecko2o anaisusa. Xapbkos: 31a-
TEICTBO XAPKOBCKOTO OPJEHA TPBIIOBOTO KPACHOIO 3HAMEHH TOCYIapPCTBEHHOTO YHHBEPCHTETA
umenu A. M. Topwkoro, 1958.
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