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Uvod
Tady bude tvod.

Lukas Vokiinek

Sylabus prednasky

Tady bude sylabus.
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1. Motivace

1. Motivace

Algebraickd geometrie zkouma mnoziny FeSeni algebraickych (polynomidlnich) rovnic, resp.
soustav rovnic. Ve specidlnim pripadé linedrnich rovnic dostdvame afinni geometrii a pro
kvadratické rovnice pak teorii nadkvadrik.

Zabyvejme se nyni o néco zajimavéjsi mnozinou, tzv. Descartovym listem o rovnici

flay)=2"+2° —y* =0

v R2. Tuto kiivku lze pomérné jednoduse parametrizovat: kdyz si namalujeme jeji obrizek a
uvédomime si, ze pocatkem prochédzi dvé vétve, dostaneme jako prunik s y = tx dvojndsobny
pocatek a zbyly prusecik pak lze jednoduse dopocitat,

P4ttt =21+ -t =0

davad x = t?>—1 a dale pak y = tz = t(t> —1). Ziizenim této parametrizace na t € Q dostaneme
pravé vsechna racionélni feseni rovnice f(x,y) = 0.

Rekneme, 7e krlvka J>e raciondlni, jestlize existuje parametrizace pomoci racionalnich
lomenych funkef, ¢ — ( L ZE: kde vSechna p, g,r € Q[t].

Jednoduchym prlkladem kde si nevystacime s polynomy jako v pfipadé Descartova listu,
je hyperbola xy = 1 s parametrizaci je ¢t — (¢, %)

Podobnym zptusobem lze racionalné parametrizovat vSechny kuzelosecky. Uvazme napiiklad
bod [0, —1] na kruznici 22 + % — 1 = 0 a vedme jim opét pifmku o smérnici ¢, tj. y = tz — 1.
Zase bude jednim pruse¢ikem bod [0, —1] a druhy dopocitdme,

24tz —1)2 —1=z(t*+ 1)z —2t)=0
dava ¢ = tQ +1’ y = g e (Tento vypocet samoziejmé souvisi s popisem Pythagorejskych
trojuhelniki (2¢,t2 — 1,2 +1).)

Velka Fermatova véta se zabyva raciondlnimi fesenimi 2" +y" —1 = 0 (ty zjevné odpovidaji
celo¢iselnym Fesenim z™ + y" — 2™ = 0), konkrétné jejich neexistenci pro n > 2. My zde
ukdzeme, ze vyse uvedend kiivka nemd raciondlni parametrizaci (tj. zhruba fec¢eno téchto
feseni neexistuje moc).

p(t)

Predpokladejme, ze ¢(t) = Y(t) = t) je raciondlni parametrizace, kde p,q,r € Q|[t]

, (t

T

a muzeme piedpokladat, ze ged(p, q,r) = tl p(t)" + q(t)" —r(t)™ = 0 a derivaci podle ¢
dostaneme p(t)"~1p/(t) + q(t)" ' (t) — r(t ) L'(t) = 0. Tedy (p"~1,¢" 1, —r"~1) je feSenfm
soustavy linedrnich rovnic nad Q[z] s matici

p g T
o oqd )

Podle Cramerova pravidla je fesenim také (qr' — rq',rp’ — pr',pq’ — qp’). Toto Feseni je
nenulové, protoze z rp’ — pr’ = 0 plyne (£)" = 0, tj. 2 by muselo byt konstantni, nutné
pak i 1 a nejednalo by se o parametrizaci. Tedy prostor feSeni je jednorozmérny a protoze

ged(pt, ¢t —r" 1) = 1, mélo by byt viceméné jasné, ze

t)
(®)

(gr' —rq',rp’ —pr'pgd’ — qp') = (", ¢" "t ="



2. Rezultanty

pro h € Q[t] (zFejmé tento vztah plati v rozkladovém télese Q(t); pokud bychom psali h = 5
s gcd(f,g) = 1, dostali bychom g | p"~1,¢"1,7"! a z jejich nesoudélitelnosti pak g = 1).
Porovnanim stupnu degp = a, degg = b, degr = ¢ dostdvame

b+c—1>aln—1), c+a—-1>bn—1), a+b—1>c(n—1)

a seCtenim pak 2(a +b+¢)—3> (a+b+c¢)(n—1),tj. 0> (a+b+c)(n—3)+3 an<3.

2. Rezultanty

Necht A je okruh, pficemz vsechny nase okruhy budou komutativni s jednickou. To stejné
potom plati pro okruh polynomu A[z]. Z algebry zndme nésledujici implikaci

A obor s jednoznac¢nym rozkladem (UFD) = A[x] obor s jednozna¢nym rozkladem

(zdsadnim poznatkem je Gaussovo lemma — primitivni polynom, tj. polynom, jehoz koeficienty
jsou nesoudélné, je ireducibilni nad A, pravé kdyz je ireducibilni nad podilovym télesem A —

a to, ze k[x] je obor s jednoznaénym rozkladem). Iteraci dostavame, ze také A[zq,...,z,] =
Alz1,...,xr—1][z,] je obor s jednoznacnym rozkladem. Podilové téleso Az, ..., z,], tj. téleso
raciondlnich funkei, znac¢ime symbolem A(zq,...,z,).

Zatimco déleni obecnym polynomem je nad obecnym okruhem problematické, déleni nor-
movangm polynomem funguje stejné jako nad télesem. Zejména plati p(zg) = 0 < (z—x0) | p.

V piipadé okruhu polynomu k[z] nad télesem méme Bezoutovu rovnost, kterd vyjadiuje
nejveétsi spoleény délitel jako kombinaci ged(f, g) = kf + lg. Nyni popiseme situaci, kdy maji
f a g néjaky spoleény délitel, pomoci polynomidlni rovnice. Definujme Sylvesterovu matici
Syl(f,g) jako matici (n +m) x (n + m), kde n = deg f, m = degg, pomoci koeficientu
polynomu f a g,

f=apz"+---+ay, g=bpx™~+ -+ by,

takto:
an 0 0 bm, 0 0
Ap—1 Qp, 0 bm—l bm 0
Ap—1 0 bm_1 0
g l(f ) al (07 b1 bm
yuJs,g) =
ap ay an—1  bo by bin—1
0 a 0 bO
0 0 ao 0 0 bo

s koeficienty a; v prvnich m sloupcich a b; v poslednich n sloupcich (akorat ap v prvnim
sloupci a by v (m + 1)-nim sloupci nemusi byt ve stejném radku). Déle definujeme rezultantu

f, g jako Res(f, g) = det Syl(f, g).

Véta 2.1. Necht k je téleso. Pak nekonstantni polynomy f, g € k[z] maji spolecny faktor (1j.
f=hfi, g = hgi pro néjaky nekonstantni polynom h), pravé kdyz Res(f,g) = 0.



2. Rezultanty

Lemma 2.2. Necht k je téleso, f,g € k[z] nekonstantni polynomy. Potom f, g maji spolecnj
faktor, prdvé kdyz existuji polynomy k,l € klz| takové, Ze kf +1lg = 0, k # 0, | # 0,
degk < degg, degl < deg f.

Dukaz. Jestlize f = hfi1, g = hg, staci vzit k = g1, | = — fi.
Naopak predpoklddejme, ze k, [ splituji podminky lemmatu a pfitom ged(f, g) = 1. Potom
existuji k, [ tak, ze 1 = kf + lg. Po vynasobeni k dostavame

k=kkf+klg = —klg+ klg = (—kl + kl)g.
Protoze k # 0, dostavame degk > deg g, spor. O

Dukaz véty. Podle pfedchoziho lemmatu maji f, g spoleény faktor, pravé kdyz existuji k =
Cm—12™ 4+ 4o, I = dp_12" 1 4 -+ + dy nenulové takové, ze kf + lg = 0. Rozepsanim
koeficientu dostdvdme soustavu rovnic

SY1(f, 9)(Cm—1,---,C0,dn_1,...,dg)T =0.
Ta mé nenulové teseni, pravé kdyz det Syl(f,g) = 0. O
Nyni vyjaddiime rezultantu pomoci kofenu polynomu f a g. PiSme tedy
f=an(z—a)---(x—am),  g=bnlx—PF1) - (x—Bm)
kde obecné o; a 3 lezi v algebraickém uzavéru k.
Véta 2.3. Plati Res(f,g) = a,"b,; [1; ;(ci — B;).
Diikaz. Podle Vietovych vztahu je

an—k = (—1) anop(@), bt = (—1)'bmoy(B),

kde oy(«) znacéi k-ty symetricky polynom v proménnych o = (ai,...,a;,). Dosazenim do
determinantu Sylvesterovy matice je pak ziejmé, ze Res(f,g) = a,b,'p(a, ) pro néjaky
symetricky polynom p(«, 3) v proménnych oy, §;. Jelikoz vime, ze Res(f, g) = 0 v piipadé,
ze o = [3; pro néjakou dvojici ¢, j, plati (o — ;) | p a diky jednoznacnosti rozkladu také

[T(i=58))1p
i7j
protoze viechny ¢initelé jsou ireducibilni a ruzni; piSme p = ¢ HZ j(ai — Bj).

Zéroveii plati a,,"by []; ; (i — Bj) = a,"g(a1) - - - g(an), z Cehoz je ziejmé, Ze md p stupen
mmn v proménnych «. Nemuze tedy g obsahovat zadnou z proménnych «;. Symetricky pak
nemuze obsahovat ani Zddnou z proménnych 3; a je tedy ¢ konstantni. To, Ze ve skutecnosti
q = 1, pak plyne napiiklad z Res(z", (z +1)™) = 1. O

Piiklad 2.4. Zikladnim piikladem je Res(f, f’) = a,disc(f) (plati totiz, ze prvni Faddek
Sylvesterovy matice je délitelny a,). Zfejmé pak f obsahuje nasobny ireducibilni faktor, prave
kdyz disc(f) = 0. V piipadé kvadratického polynomu f = ax? + bx + ¢ dostdvame

a 2a 0
Res(f,f)=det | b b 2a]| = ab®—2a(b? — 2ac) = a(—b? + 4ac)
c 0 b

s tedy disc(f) = —b? + 4ac.



2. Rezultanty

Piiklad 2.5. Spoctéte diskriminant disc(x® + pz + q).

Reseni. Protoze je x3 + px + ¢ normovany, je diskriminant roven determinantu

103 00
01030
det|p 0 p 0 3| =4p+274 o
g p 0pO0
0 g 00 p
Pro polynomy f,g € k[xi,...,z,] definujeme rezultantu vzhledem k proménné z, tak,
ze chapeme f, g jako polynomy v proménné z, nad okruhem k[xi,...,z,_1] a znaéime

Res(f,g;x,) € Kk[z1,...,2,-1]. Analogicky bychom mohli definovat rezultantu vzhledem k
ostatnim proménnym x;.

Lemma 2.6. Nekonstantni polynomy f, g magi spolecny faktor s kladngm stupném v proménné
xr, pravé kdyz Res(f, g;x,) = 0.

Diikaz. Podle predchoziho je Res(f, g; x,) = 0 ekvivalentni tomu, ze f, g maji spolecny faktor
jako prvky k(z1,...,z,—1)[x,]. Je tedy implikace = zfejma. Necht naopak f = %f—cl, = %%,
kde ¢,d,e € k[z1,...,2,—1] a f1,91,h € Kk[z1,...,2,;] a h ma kladny stupen v proménné z,.

Potom obsahuje h ireducibilni faktor h; s kladnym stupném v z, a z

fec=hfi, fed = hg

musi také hy | fec. Protoze jsou vsak ¢, e stupné 0 v proménné z,., musi byt hy | f, analogicky
pak také hy | g. O

Zabyvejme se nyni vyznamem kofenu Res(f, g; ,). Jsou to body (z1,...,x,_1) takové, ze
bud
o f(x1,...,2p-1,—) a g(z1,...,2r—1,—) maji spoletny kofen, tedy obraz spole¢né nulové
mnoziny f a g pii projekci k™ — k™1, (21,...,2,) — (21,...,2,_1), nebo
e vedouci koeficient f ¢i g je nulovy; toto nenastane pokud je vedouci ¢len z,”*, pricemz
vhodnou zménou soufadnic tohoto lze dosahnout, viz dale.

Véta 2.7 (nedélat). Existuji nenulové polynomy k,l € k[z1,. .., x,] takové, Ze Res(f, g;x,) =
kf +1lg a pro stupné v proménné x, plati deg, k < deg, g, deg, | < deg, f.

Diikaz. V piipadé, ze f, g maji spolecény faktor kladného stupné v proménné z,, tj. f = hf,
g = hg1, tvrzeni plyne z Res(f,g;2,) =0=g1f + (—f1)g.
Nechf jsou naopak f, g nesoudélné jako prvky k(zi,...,z,—1)[z,]. Pak fesme soustavu
kf+1g =1, tj.
Syl(f, g)(cm_l, ..., C0, dn—l; cee ,do)T = (O, ey 0, 1)T.

Podle Cramerova pravidla

det(—) det(—)
Ci = ) =
! Res(f,g; xr) ' Res(f,g;ajr)
pricemz kazdy citatel Res(f, g; 2, )c; je jisty minor Sylvesterovy matice a lezi tedy v k[z1, ..., z,—1].

Proto

k(x1,...,z,) = Res(f, g;z,)k(z1, ..., 2,) = Res(f, g; 2) (cm12," "+ - 4 o)
je polynom v k[z1,...,z,] a zjevné kf + lg = Res(f, g; ). O



2. Rezultanty

Dusledek 2.8. Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Pokud f, g nemaji spoleény faktor,
magi rovnice f(z,y) =0 a g(x,y) = 0 pouze koneéné mnoho spolecnych resen.

Dukaz. Predpokladejme, ze f, g nemaji spoletny faktor a pfitom rovnice ze zadani maji
nekoneéné mnoho spoleénych feseni. Necht tato spoleénd feseni maji nekoneéné mnoho riznych
prvnich soufadnic. Potom Res(f, ¢;vy) € k[z] mé nekoneéné mnoho kofenu, a proto je nulovy.
To ale znamena, ze f, g maji spole¢ny faktor. O

Piiklad 2.9. Maji f = xy — 1, g = 2% + 3% — 4 spolecny faktor?

Resend. Spocitame Res(f,g;x) = y>(y> —4) +1 # 0 a Res(f, g;y) = #2(x2 —4) +1 # 0, takze
nemaji. o

Piiklad 2.10. Spoctéte spolecnd Feseni rovnic 22 4+ y? —4 = 0, 162 + y? — 16 = 0.

Resend. Spocitdame Res(f,g;x) = —9(5y? — 16)2. Plati, ze Res(f,g;x) je nulové v y = yo,
prave kdyz f(—,vo), 9(—, yo) maji spoleény kofen, tj. pravé kdyz f = 0, g = 0 maji spolecné
feSeni s y = yo. V nasem piipadé tak dostdvame y = :I:%. Analogicky bychom dostali
Res(f,g;y) = 9(52% — 4), tj. x = i%. Obecnéjsi metodu, fungujici pro vice polynomu,
probereme pozdéji. o

Pi#iklad 2.11. Spoctéte diskriminant 22 +22y% +y+ 1 € C[y][z]. Interpretujte kofeny tohoto
diskriminantu.

Reseni. Protoze je polynom normovany, je diskriminant roven determinantu

1 2 0
det [ 202 22 2 | =4(—y* +y+1).
y+1 0 2°

Kofeny jsou ta yo, pro néz f(—,yo) ma nasobny koien, tj. to jsou takové horizontélni piimky
y = yo, které se ,dotykaji“ kiivky f(z,y) =0 (tato kiivka je zrovna nesinguldrni). o

Véta 2.12 (Bezoutova véta, prvni verze). Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Pokud f,
g nemaji spoleény faktor, maji rovnice f(x,y) = 0 a g(x,y) = 0 mazrimdlné deg f - degg
spoleényjch Tesent.

Diikaz. Jiz vime, ze je téchto spoleénych feseni pouze koneéné mnoho. Zvolme souradnou
soustavu tak, aby zadné dva z téchto pruseciku nemély stejnou x-ovou soufadnici, a zaroven
aby oba f, g jako polynomy v proménné y byly stupnu d = deg f, e = degg, tj. aby obsa-
hovaly y?, y¢ s nenulovym koeficient. Toho lze dosdhnout podle dikazu véty o Noetherovské
noramlizaci. Potom tyto souradnice musi byt kofeny rezultantu Res(f, g;y) € k[z]. Zabyvejme
se nyni stupném tohoto polynomu. Zjevné na pozici (j,7) prislusné matice je polynom stupné
maximélné j — ¢ v pfipadé ¢ < e a stupné maximalné j — ¢ + e v piipadé ¢ > e. Protoze
druhd moznost nastava pravé pro d voleb ¢, dostavame pro kazdou permutaci o stupen
odpovidajictho ¢lenu determinantu

2:d@-i+§:d0—i+e:da

Zaroven je rezultant nenulovy, protoze f, g nemaji spolecény faktor a proto muze mit maximalné
de kotent. O



3. Lokalizace

Ptesnéjsi tvrzeni Bezoutovy véty bude nasim hlavnim cilem v této prednasce, konkrétné
tvrzeni, ze v jistém smyslu je téchto prusecikt presné deg f - deg g. Upfesnéni Bezoutovy véty
je ve své podstaté podobné tvrzeni, ze kazdy polynom z k[x| stupné d ma pravé d korenu.
Prvné je potieba prejit k projektivnimu rozsiteni, ve kterém se vyskytuji nékteré pruseciky,
které bychom jinak vynechali (napiiklad y = 0, y — 1 = 0 m4a spole¢né feseni v nekoneénu ve
sméru spoleéném témto primkdm) — na drovni polynomu to odpovidé piipadu, kdy koeficient
u z¢ je nulovy a pifslusnému kofenu x = co. Za druhé je poteba vzit v dvahu nésobnost
prusec¢iku (na drovni polynomu néasobnost kofenu).

3. Lokalizace

Definice 3.1. Lokdlni okruh je okruh (komutativni s jednickou) s jedinym maximalnim
idedlem.

Veéta 3.2. Necht A je okruh a I C A wvlastni idedl. Potom I je jeding mazimdlni idedl A,
pravé kdyz A ~ I obsahuje pouze jednotky.

Dikaz. Implikace = je ziejma — kazdd nejednotka a € A ~ I generuje idedl (a), ktery je
obsazem v néjakém maximalnim idedlu m # I.

Naopak, nechf A \ I obsahuje pouze jednotky. Potom I je zfejmé maximdlni (pfidanim
libovolného prvku dostaneme A) a také kazdy vlastni idedl J C A lezi v I. O

Véta 3.3 (nedélat). Necht A je okruh s mazimdlnim idedlem m. Jestlize kazdy prvek 1+m =
{1+ 2z | z € m} je jednotka, pak A je lokdini.

Diikaz. Necht x € A~ m. UkédZeme, Ze x je jednotka. Z maximality m plyne, Ze (z,m) = A,
tj. za +t = 1 pro néjaké t € m, a € A. Proto xra =1 —t € 1 + m je jednotka a tim padem
také x je jednotka. O

Definice 3.4. Necht A je okruh a S C A multiplikativni podmnoZina, tj. podmnozina spliiujici
1eS;z,ye S =axycS. Definujme na A x S relaci

(a1,81) ~ (az,s2) < Js€S: (a152 —azsy)s =0.

Pifslusny rozklad budeme znacit S~ A, fikdme mu lokalizace okruhu S vzhledem k podmnoziné
S, a jeho t¥idy [a,s] = ¢. Na S~ A lze zavést strukturu okruhu

ai n az  aisz + azsi ar az _ aiap
Ss1 S2 5152 ’ §1 82 5182

Zobrazeni \: A — S7'A, a 7 je homomorfismus okruhi.

Lokalizace ma nasledujici univerzalni vlastnost. Ta tika, ze se jedna o univerzalni okruh,
kde vSechny prvky s € S majfi inverzi.

Véta 3.5. Necht p: A — B je homomorfismus okruhi takovy, Ze p(s) € B je jednotka pro
kazdé s € S. Potom existuje jediny homomorfismus okruhi p: S~'A — B takovy, Ze p = pA.

A—" B

P
AJ{ s
7 p

S—1A



4. Noetherovské okruhy

Diikaz. Protoze ¢ = A(a)A(s)™!, jsme nuceni polozit p(¢) = p(a)p(s)~'. Ukdzeme, ze je

zobrazeni dobife definované; to, Ze se jednd o homomorfismus okruht, se ukéze podobné.
Necht tedy ‘;—i = g—;, tj. existuje s € S takové, ze (a1s2 — azs1)s = 0. Proto také

(p(ar)p(s2) — plaz)p(s1))p(s) = 0.

Vzhledem k tomu, ze p(s) je jednotka, je také p(a1)p(s2) — p(a2)p(s1) = 0, z ¢ehoz jednoduse
plyne p(a1)p(s1)™" = plaz)p(s2) ™" -

Specialnimi piipady jsou
e S={1,a,a?,...}, potom S~!'A vznikne z A piiddnim inverze k prvku a, znaéime jej A,.

o S=A~p, kde p C A je prvoidedl. Potom S je vskutku multiplikativni a S~'A znaéime
Ay — je to lokalizace A v prvoidedlu p.

e Zejména, pokud je A obor integrity, pak 0 je prvoidedl a Ay je podilové téleso okruhu A.

Véta 3.6 (Nakayamovo lemma). Necht A je lokdlni okruh s maximdinim idedlem m. Necht
N je koneéné generovany A-modul takovy, ¢ Nm = N. Potom N = 0.

Diikaz. Necht z1,...,2, € N je mnozina generatoru. Pisme
Tj =1T1015 + -+ TpQpj

pro vhodné a;; € m. Pfevedenim na levou stranu dostaneme (z1,...,z,)(E — M) = 0, kde
M je matice sloZend z prvki a;;. Vyndsobenim adjungovanou matici dostaneme

(X1,...,2p)det(E — M) =0,
tedy xjdet(E — M) = 0. Nasobeni prvkem det(E — M) tedy zadava na N nulové zobrazeni.
Pfitom det(E — M) € 1 + m a jednd se tedy o jednotku (nelezi v m). Proto N = 0. O
4. Noetherovské okruhy
Definice 4.1. Necht A je okruh. Potom A-modul je komutativni grupa M spoleéné s operaci
AxM— M, (azx)— ax
spliiujici axiomy vektorového prostoru, tj.

lez =1, a(bx) = (ab)x
(a+b)x = ax + b, a(x +y) = ax + ay.

Definice 4.2. Necht A je okruh. Rekneme, ze A-modul M je Noetherovsky, jestlize spliuje
podminku rostoucich Tetézcu pro podmoduly, tj. jestlize neexistuje ostie rostouci posloupnost

Mo G My G- G My &

podmoduli M. Specidlné fekneme, ze A je Noetherovsky, jeslize je Noetherovsky jako A-
modul, tj. jestlize je splnéna podminka rostoucich fetézcu pro idedly v A.
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Véta 4.3. A-modul M je Noetherovsky, prdvé kdyz je kazdy jeho podmodul konecéné gen-
erovany.

Dukaz. Predpokladejme, ze M je Noetherovsky, ale L C M neni kone¢né generovany. Defin-
ujme induktivné posloupnost kone¢né generovanych podmodula L, C L takto: Ly = 0; v
indukénim kroku L, # L, protoze jinak by byl L konetné generovany a polozime L, =
L, + [xn+1], kde 241 € L\ Ly,

Pfedpoklddejme nyni naopak, ze kazdy podmodul M je konec¢né generovany a My C M7 C
.-+ je posloupnost podmodult M. Potom M, = U, M, je také podmodul, necht je generovany
My = [x1,. .., 2], pFiCemz z1,. ..,z € M,. Potom M, = M, 1, spor. O
Véta 4.4. Nechf 0 — M' % M 25 M7 5 0 je krdtkd exaktni posloupnost A-moduli. Potom
M je Noetherovsky, prdvé kdyz jsou Noetherovské M’ a M".

Diikaz. Pokud je M Noetherovsky, pak svazy podmodulu M’ a M" = M /M’ jsou podsvazy
svazu podmoduli M a neobsahuji tedy nekoneény rostouci fetézec.

Necht naopak M’, M" jsou Noetherovské a necht L C M je podmodul. Potom pro L' =
a~Y(L), L" = B(L) dostédvame kritkou exaktni posloupnost

0L —-L—-L"—0.
Protoze jsou oba L' C M’ a L” C M" konetné generované, je kone¢né generovany i L. O

Dusledek 4.5. Je-li A Noetherovskyj okruh, pak kaZdiy konecéné gemerovany modul M je
Noetherouvskyj.

Dukaz. Protoze lze soucet dvou modult vyjadiit pomoci kratké exaktni posloupnosti
0—=M - MaeM"— M -0,

je podle predpokladu a predchozi véty Noetherovsky kazdy koneéné generovany volny modul
A™ a tedy i kazdy jeho kvocient. To jsou piresné kone¢né generované A-moduly. O

Véta 4.6. Necht A je Noetherovsky okruh, ktery je podokruhem A C B. Pokud je B konecéné
generovany jako A-modul, pak B je také Noetherovsky okruh.

Diikaz. Podle dusledku je B Noetherovsky A-modul, tedy kazdy A-podmodul B je koneéné
generovany jako A-modul. Tim spis je kazdy jeho idedl (tj. B-podmodul = A-podmodul)
koetné generovany jako idedl (tj. B-podmodul). O

Piiklad 4.7. Okruh Z je Noetherovsky. Proto také Z[i] = {a+bi | a,b € Z} je Noetherovsky.

Véta 4.8. Necht A je Noetherovsky okruh, S C A multiplikativni podmnoZina. Potom také
lokalizace S~ A je Noetherovsky okruh.

Diikaz. Pfipomenime kanonické zobrazeni A\: A — S~1A. Necht I C S~!A je idedl a uvazme
idedl

AN ={a€A|Na)=2€I}CA

Necht A™'(I) = (a1, ...,ax). Potom I = (A(a1),...,A(ax)), nebot pro ¢ € I plati
a biay + - - - + brag B by

b
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Véta 4.9 (Hilbertova véta o bézi). Je-li A Noetherovsky okruh, pak také Alx] je Noetherovsky
okruh.

Diikaz. Necht I C Alz] je idedl. Definujme ideél
J={acA|Ipel:p=az"+lot},

tj. idedl vedoucich koeficientu polynomu z I. Necht J = (aq, ..., ax) a zvolme polynomy p; € I
s vedoucim koeficientem a;, muzeme piredpoklddat, ze maji vsechny stupen n. Mnozina A, [z]
polynomu stupné mengiho nez n je konecné generovany A-modul a proto Noetherovsky. Pisme
Acplz] NI = A{qu,...,q}. Potom je I = (p1,...,pk,q1,--.,q): protoze kazdy p € I stupné
mensiho nez n lezi v (qi,...,q), uvazme p € I stupné alespon n. Potom p = az™ + lot, kde
a € J. Proto

p=(bia1 + -+ brag)x™ +lot = byz™ "p1 + - - - + bpz™ "pi + lot,

kde prvnich k ¢lent lezi v (p1,. .., pr) a zbytek je mensiho stupné a lezi v (p1, ..., Pk, q1,- -+, Q)
podle indukéniho predpokladu. ]

prvné definice algebry atd.

Disledek 4.10. Necht A je Noetherovsky okruh. Pokud je B koneéné generovand A-algebra,
tj. pokud B = Alby,...,b], je také B Noetherovsky okruh.

Dikaz. Plati B = Axy,...,z,]/I. Piitom A[zq,..., x| je Noetherovsky podle predchozi véty

a proto i kvocient B: svaz idedlu v Alzy,...,z,]/I je podsvazem svazu idedlu v A[x1, ..., x,].
O
Hilbertova véta o bazi dava nadéji, ze bychom s ideédly v okruhu polynomu k[z1, ..., x,]

mohli efektivné pocitat — muzeme totiz kazdy takovy idedl popsat koneénym mnozstvim dat,
totiz jeho generatory. Otdzkou samoziejmé zustava, jak napiiklad efektivné rozhodnout, zda
xel, I=J, spocitat INJ, atd. Ke viem témto ucelim se standardné pouzivaji Grobnerovy
baze. Grobnerova baze obecné zavisi na zvoleném uspofadani monomu v k[z1, ..., z,] a ruzna
usporadani se hodi k raznym ucelim. My se spokojime s tzv. lexikografickym uspotraddnim:

« a1

€T :xl ...xrar<xlﬁl...leBT B

= X y
pravé kdyz pro néjaké ¢ > 1 plati oy = B1,...,a;—1 = Bi—1,a; < ;. Vzhledem k tomu, ze se
jedna o linedrni uspofaddni, muzeme hovofit o vedoucim ¢lenu polynomu f € k[z1,...,z,]:
kdyz
f=aqx™ + Z agxﬂ = a,z" + lot
B<a

S aq # 0, hovoiime o LC f = a, jako o vedoucim koeficientu, o LM f = z® jako o vedoucim
monomu a o LT f = asx® jako o vedoucim ¢lenu.

Necht I C K[z1,...,2z,] je idedl. Definujme LTI = (LM f | f € I), idedl generovany
vedoucimi monomy polynomu z I. Zjevné se LT I sklddd pravé ze vSech polynomu, jejichz
kazdy ¢len je vedoucim ¢lenem néjakého polynomu z I.

Veéta 4.11. Necht I C K[z1,..., ;] jeidedlag,...,gx € I. Jestlize LTI = (LM gy,...,LM gy),
tak I = (q1,...,9k). MnoZina prvki g1, ...,gx € I s touto vlastnosti vidy existuje a nazgvd se
Grobnerova béze.
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Dukaz. Predpoklddejme sporem, ze f € I ~ (g1,-..,95) je nejmensiho mozného stupné.
Protoze LM f € LT I a jednda se o monom, musi byt LM f = 2® LM g;. Potom

LCf o

f - chix 9i

lezi také v I~ (g1,--.,9k) a je menstho stupné, nebot se vedouci €leny vyrusi. To je spor s
minimalitou deg f.

Necht LTI = (hy,...,h;), potom kazdy ¢len h; je vedoucim ¢lenem néjakého polynomu
g; € I. Uvazenim vSech takovych g; dostaneme Grobnerovu bazi. O

Pomoci Grobnerovy baze lze jednoduse testovat prislusnost f € I: prvné ovérime, jestli
LM f € LTI, tj. jestli je délitelny néjakym LM g;. Pokud ne, dostavdme f ¢ I. Pokud
LM f = 2% LM g;, nahradime f polynomem

_LCf
chi

«

f x%g;

a pokracujeme s testovanim.

Pozndmka. Rekneme, ze Grobnerova béaze idedlu I je redukovand, jestlize jsou vsechny g;
normované a LT g; nedéli zadny clen g; (je to analogie redukovaného schodovitého tvaru
matice, ktery je zaroven specidlnim piipadem).

Plati, ze kazdy idedl ma jedinou redukovanou Grobnerovu béazi (nebudeme to dokazovat).
V dalsim si vysvétlime, jak lze takovou bazi spocitat. Potom lze jednodusSe testovat rovnost
dvou ideali zadanych pomoci generdtori — spocitame redukované Grobnerovy béze a tyto
porovname.

4.1. Buchbergeriuv algoritmus

Algoritmus na hledani Grobnerovy béaze I = (fi,..., fn) probihd v krocich takto: prvné
spocitame pro f;, f; tzv. S-polynom S(fi, f;) tak, ze ur¢ime nejmensi spolecny néasobek z*
monomu LM f;, LM f; a polozime

« (87

. T
LTS

X

S(fis 1) - T

fi -

Poté tento polynom zredukujeme pomoci f1, ..., f, tak, ze postupné odecitdme vhodné nasobky
fr, abychom pfesné zrusili vedouci ¢len. Pokud dostaneme nenulovy polynom, jehoz ve-
douci élen jiz neni délitelny zaddnym z fi, pfiddme jej k mnoziné generdtoru (tento muze
zéviset na redukci, kterd neni jednoznacnd, protoze neni jasné jaky néasobek kterého z fy
méme odecitat). Protoze v kazdém kroku se zvétsuje (LT fi,...,LT f,,) ak[zy,...,z,] spliuje
podminku rostoucich fetézcu, dospéjeme po konetném poctu kroku do situace, kdy redukce
vSech S-polynomii jsou jiz nulové. Potom je naSe mnozina generdtort Grobnerovou bazi: necht
f=pifi+ -+ pnfn € I apredpoklddejme, ze v tomto vyjadieni f je

max{LM(p;fi) |[i=1,...,n}

nejmensi mozné; vyberme index, pro ktery nastava maximum a oznacme jej ig. Nastavaji dvé
moznosti:
e vedouci ¢leny se nevyrusi, tj. LM f = LM(p;, fi,); pak LM f € (LM fi1,...,LM f,);

10



4. Noetherovské okruhy

e vedouci ¢leny se vyrusi; pak lze pro indexy i # ig s LM(p; f;) maximalnim psét

LC(pifi)
Lc(pio J io)
(S-polynom se ziskal jako nejmensi kombinace, ve které se rusi vedouci ¢leny). Podle
konstrukce pak lze kazdy S-polynom S(f;, fi,) nahradit kombinaci f; s mensimi vedoucimi
cleny; to dava spor s minimalitou.

pifi — Pio fio = @S (fi, fio)

Piiklad 4.12. Spoctéte Grobnerovu bazi I = (f1, fa), kde fi = 23 — 22y, fo = 2%y + 2 —2y°.

Reseni. V prvnim kroku

S(f1, f2) = yfi — afy = —2* fs=a?

a zadné redukce nenf potteba. V dalsim kroku je redukce S(fi, f2) = —f3 nulové, déle
S(fi,f3) = fi —xfs = 2wy fa=wy
S(far f3) = f2 —yfs =z — 2y fs =z —2y°

a opét nejsou potieba zadné redukce. Ve skutec¢nosti lze nyni zahodit fi, fo, protoze lezi v
(f3, fa, f5). Pocitejme tedy

S(fz, fa) =yfzs—xf1=0
S(fs, f5) = f3 — xfs = 2ay* =
S(fa,f5) = fa—yfs = 2y° fo=19

(opét by bylo mozné vypustit f3 = zf5 + 2y f4). V poslednim kroku

S(fs, f6) = v°fz — 2% fe =0
S(fs, fo) = v’ fa—2fs =0
S(fs, fo) =y fs —afe = —2¢° =

Proto (fu, f5, f6) je redukovana Grobnerova béaze. o

Piiklad 4.13. Spoctéte Grobnerovu béazi I = (f1, f2), kde f1 = 22—y, fo = 22+ (y—1)? — 1.

Reseni. V prvnim kroku

S(fi,f2)=fi—fo=—v+y fs=y"—y

a zadnd redukce neni potieba. V dalsim kroku lze vynechat f1 = fo + f3, déle
S(fa, f3) =y fa—a’fa=a’y+y' —2y° =

a Grobnerova béze je (f2, f3). Pokud bychom chtéli redukovanou, je jesté potieba redukovat
f2, ¢imz dostaneme

fo=fo—fz=1a%—y,
tedy f} = fi. Proto redukovand Grobnerova béaze je (f1, f3).

V dalsfm textu ndm bude jasné, ze k[z,y]/I nebo jesté 1épe k[x, y]/v/T souvisi s nulovou
mnozinou f; = 0, fo = 0. Ta sestava za tif bodii [0, 0], [-1, 1], [1, 1] a proto dim k[z, y] /v/T = 3.
Piitom dimk(z,y]/I = 4, protoze bod [0,0] je bran ,dvakrat“, konkrétné z(y — 1) ¢ I, ale
pritom (z(y — 1))? € I, tedy x(y — 1) € VI ~ I (funkce 2(y — 1) je nulové na vyse uvedené
trojici bodu, ale nikoliv do dostate¢ného radu). o
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5. Afinni variety

5. Afinni variety

Odted budeme piedpoklddat, Ze k je algebraicky uzaviené téleso. Budeme znacit A™ mnozinu
k™ chapanou jako afinni prostor nad k, zatimco k™ budeme pouzivat pro stejnou mnozinu
chapanou jako vektorovy prostor.

V nésledujicim bude hrat zdsadni roli vztah mezi polynomy, tj. prvky F' € k[z1,...,z,] a
polynomidlnimi funkcemi f: A™ — k, (p1,...,pn) — f(p1,...,Pn). Zobecnénim zname véty
pro polynomy v jedné proménné je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.1. Je-li k nekonecné téleso (zejména je-li algebraicky uzaviené), pak kazdy poly-
nom je jednoznacné urcen svou polynomidlni funkct.

Dukaz. Jelikoz je ptitazeni F' — f zjevné homomorfismus okruhi, staci se zabyvat piipadem,
kdy f =0 a dokazat, ze pak i F' = 0. Pisme F € k[z1,...,zn—1][zs] Ve tvaru

F =Gzl + -+ Giz, + Go,

kde G; € k[x1,...,z,-1]. Podle predpokladu ma polynom F'(p1,...,pp—1,—) € k[z,], vznikly
dosazenim za proménné zi, ..., x,_1, nulové hodnoty a je tedy nulovy, tj. Gi(p1,...,Pn-1) =
0. Indukci pak musi platit G; =0 a tedy i F' = 0. O

V dalsim tak budeme volné pfechazet mezi polynomy a polynomidlnimi funkcemi na
afinnim prostoru; také se jim fika reguldarni funkce.

Definice 5.2. Afinni varieta (pfesnéji afinni uzaviend mnozina) je mnozina reseni soustavy
algebraickych rovnic
fs(x1,...,2p) =0, s€S,

kde S C k[z1,...,2y] je libovolnd podmnozina. Budeme ji znacit
V(S)={x e A" |Vse S: fs(x) =0}.

Jinymi slovy, V(S) je mnozina bodu, kde se nuluji véechny polynomy z S. Pfimo z definice
lze jednoduse odvodit, ze pro ideal I = (S) generovany mnozinou S plati

a lze se tedy kazdou afinni varietu psat ve tvaru V(I), kde I je idedl. Protoze je kazdy idedl
koneéné generovany, I = (fi,..., fr), plati také V(I) = V(f1,..., fr) a tedy kazdd afinni
varietu lze tedy ve skutecnosti zadat koneénym systémem polynomialnich rovnic.

7 teorie nadkvadrik vime, ze kazda nadkvadrika urCuje svoji rovnici jednoznacéné az na
nasobek. Pro afinni variety mame nésledujici jednoduchy postup jak z podmnoziny X C A"
vyrobit idedl (neni to vSak pfimd analogie situace pro nadkvadriky):

I(X)={f €klzi,...,z,) | Vz € X: f(x) =0}.

Je jednoduché ovérit, ze se jedna vskutku o idedl, konkrétné o ideal vSech polynomialnich
funkei, které se nuluji na X.

Lemma 5.3. Zobrazeni V a I maji ndsledujici vlastnosti

12
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e 0bé 'V a I prevraci uspordddni, tj.
SCT = V(S)2V(T), XCY = I(X)2DI(Y),

o plati ndsledujici ekvivalence X CV(S) & S C I(X),
e plati X CVI(X) a rovnost nastdvd prdave kdyz X je afinnd varieta,
o plati S C IV (S) a rovnost nastdvd pravé kdyz S je idedl tvaru 1(X).

Véta 5.4. Zobrazeni V' zaddvd bijekci mezi idedly tvaru I(X) a afinnimi varietams.

Dukaz. Ukazeme, ze na téchto podmnozindch jsou V a I vzdjemné inverzni. Protoze jsou
tyto podmnoziny pravé obrazy I a V, znamend to dokazat IVI =1, VIV = V. Dukazy jsou
analogické, provedeme prvni. Plati S C IV(S), a dosazenim S = I(X) dostdvdme I(X) C
IVI(X). Naopak plati X C VI(X) a aplikaci I se inkluze obrati, tj. I(X) D IVI(X). O

Tato véta bude nasim hlavnim néstrojem pro ptrechod mezi algebrou (idedly tvaru (X))
a geometrii (afinnimi varietami). Nasim dal3im cilem bude podrobnéji popsat idedly tvaru
I(X). Podle ptedchoziho to jsou pravé ty ideédly J, pro které plati IV (J) = J. O néco
obecnéji popiseme ideal IV (J) pomoci ideédlu J.

Definice 5.5. Radikdl v/J idedlu J C A je definovén jako
VI={feA|3k: fFer}

Idedl J se nazyvé radikdlovy, jestlize J = v/J.

Piiklad 5.6. Kazdy prvoidedl je radikalovy.

Cviceni 5.7. Dokazte, ze se vskutku jedna o ideal.

Piiklad 5.8. Necht g = g’fl .- gk je rozklad g € k[zi,...,2,] na souéin ireducibilnich.
Potom je v/(g9) = (g1 - gr). Plati totiz

Bk:fke(g)ﬁﬂkW:gfi|fk<:>Vi:gi|f(:>gl---gr|f

diky ireducibilité g; a tomu, Ze jsou navzajem ruzné. Zejména +/(zF) = (x), /(22 +1) =
(22 +1).
Véta 5.9 (Hilbertova véta o nuléch). Necht k je algebraicky uzaviené téleso.
e Mazximdlni idedly jsou v bijekci s body A™: bodu P = (p1,...,pn) € A" odpovidd mp =
(x1 —p1,y- s Ty — Pn).
o Idedl J C Kk[x1,...,xy,] je viastni, pravé kdyz V(J) # 0.
e Proidedl J Ck[z1,...,x,) plati IV (J) = V/J.

Pied vlastnim dtkaz si ukazeme, ze ptedchozi véta neplati pro k = R. Konkrétné uvazme
idedl J = (22 + 1) C R[x]. Protoze je 22 + 1 ireducibilni, je J maximéln{ a pfitom nenf{ tvaru
mp. Zaroven plati V(J) = 0 a také IV (J) = Rlz] # J = V/J.

Daisledek 5.10. Zobrazeni V. a I zaddvaji bijekci mezi radikdlovymi idedly a afinnimi vari-
etamt.
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Diikaz. Zbyva ukézat, ze obraz I tvori pravé radikdlové idedly. Pfitom ale idedl J lezi v obraze
I, pravé kdyz J = IV (J) = +/J diky Hilbertové véte. O

Pro nésledujici lemma piipomeneme definici soucinu idealt: pro idedly I, J definujeme
1J jako ideal generovany souciny gh, kde g € I, h € J. Protoze jsou zjevné takové souciny
uzaviené na nasobeni libovolnym prvkem okruhu, lze také psat

I ={gihi +---+g:h. | gi €1, hj € J}.

Lemma 5.11. Plati nasledujict vztahy
i ﬂpEP V(‘]P) = V(Zpep Jp);
e V(HUV(J)=V({INJ)=V(IJ).

Diikaz. Prvni bod plyne z toho, ze Zpe p Jp je nejmensi ideal obsahujici UpG p Jp, takze pravd
strana je zaroven V(Upe p Jp), tedy mnozina bodi, kde se nuluji vSechny polynomy ze vsech
Jp. To je ale zaroven popis levé strany.

Plati I, J D INJ D IJ a aplikace V obraci usporadani, tedy

V(I), V(J) CV(INJ)C V().
Staci tedy overit V(IJ) C V(1)U V(J). Necht =z € V(IJ), ale z ¢ V(I), z ¢ V(J). Potom
existuji g € I, h € J takové polynomy, ze g(x) # 0, h(z) # 0. Proto také gh(zx) # 0, coz je
spor s z € V(IJ). O

Diky predchozimu lemmatu na A" existuje topologie, jejiz uzaviené mnoziny jsou pravée
afinni variety. Nazyva se Zariského topologie.

Cviéeni 5.12. Popiste Zariského topologii na Al a dokazte, ze je T, ale neni Ty (za chvili
uvidime, ze zadny afinni prostor neni Hausdorffuv).

6. Ireducibilita

Definice 6.1. Afinni varieta V' se nazyva ireducibilni, jestlize nelze pséat jako sjednoceni
V=ViUVy, kde V1 CV, Vo CV jsou také afinni variety.

Piiklad 6.2. V(z122) je sjednocenim osy x; a osy x2, tedy V(z122) = V(1) UV (22) a tedy
neni ireducibilni (je reducibilni).

Véta 6.3. Necht V je afinni varieta. Potom V je ireducibilni, prdveé kdyz I1(V') je prvoidedl.

Diikaz. Necht V je ireducibilni. Predpokladejme, ze g1go € I(V), ale g1,92 ¢ I(V). Potom
Vi=VnNnV(g) SV apritom VUVe =V N (V(g1)UV(g2)) =V NV(g192) =V, nebot g1go
je nula na V, tj. V.C V(g192).

Necht naopak V' = V1UV; a zvolme g1 € I(V1)\I(V), kterd je nula na Vi, ale nikoliv na V'
(plati I(V1) D I(V') a piipadnd rovnost by dala Vi = VI(V;) = VI(V) = V). Analogicky necht
g2 € I(Vo)NI(V). Potom g1g2 je nulana ViUVa =V, tedy gi1g2 € I(V), ale g1,92 ¢ I(V). O

Definice 6.4. Topologicky prostor se nazyva Noetherovsky, jestlize neexistuje nekonecna
posloupnost
X12X5D---

uzavienych podmnozin.
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7. Dikaz Hilbertovy véty o nulach

Véta 6.5. Afinni prostor A™ se Zariského topologii je Noetherovsky topologicky prostor.

Dukaz. Ostre klesajici posloupnost afinnich variet by aplikaci I zaddvala ostie rostouci posloup-
nost idedlu v k[x1,...,z,] (na afinnich varietdch je I injektivni). O

Cviceni 6.6. Kazdy Noetherovsky topologicky prostor je kompaktni (algebraic¢ti geometrové
fikaji kvazikompaktni, aby zduraznili, ze neni Hausdorffiv — nékdy se kompaktnim prostorem
totiz rozumi kompaktni Hausdorffuv).

Véta 6.7. Kazdou afinni varietu V- C A" lze napsat jako koneéné sjednoceni (rozklad)
V=W©u---uV,

ireducibilnich afinnich variet Vi, pricemz plati Vi € Vi pro i # j (Tikdme, Ze je tento rozk-
lad iredundantni). Takovy rozklad je jednoznacny az na poradi a V; se nazgvagi ireducibilni
komponenty V.

Diikaz. Predpokladejme sporem, ze V nelze napsat jako konetné sjednoceni ireducibilnich.
Pak zejména V nemuze byt ireducibilni. Tedy V' = V4 U V{ a opét jedna z Vi, V{ musi byt
reducibilni. Bez djmy na obecnosti Vi = Vo U VJ a postupné dostdvdme nekonec¢nou ostte
klesajici posloupnost Vi 2 Vo 2 - -+ afinnich variet, coz je spor s Noetherovskosti A™. Existuje
tedy rozklad V na konecné sjednoceni ireducibilnich a vynechanim téch V; obsazenych v
néjakém Vj, j # i, se tento stane iredundantni.

Zbyva dokdzat jednoznaénost. Necht tedy

Viu---uV,=V=WU-.--UWs.

Potom V; = V;NV = U§:1 ViNW; a diky ireducibilité V; musi pro néjaké j platit V; = V;NW;,
tj. Vi € W;j. Symetricky pak W; C Vi a diky iredundantnosti musi byt ¢ = ¢’ a nésledné
Vi=W;. O

7. Dukaz Hilbertovy véty o nulach

Je jednoduché ukdazat, ze mp je maximalni idedl — je to totiz pfesné jadro homomorfismu
k[z1,...,2n] = k, F = F(p1,...,pn). Substituce y; = x; — p; totiz da

F=F(p1,...,pn) + Z any”
laf>1

(jednd se o Tayloruv polynom v bodé P), kde suma lezi v mp.

Necht J je libovolny maximdln{ idedl. Potom A = Kk[z1,...,x,]/J je rozsiieni, které
je konec¢né generované jako algebra, tj. A vznikne z k pfiddnim kone¢né mmnoha prvku a
naslednym uzavienim na s¢itani a ndsobeni.

Definice 7.1. Nechf B C A je podokruh. Rekneme, ze A je integralni nad B, jestlize kazdy
prvek A je kofenem normovaného polynomu s koeficienty z B.

Véta 7.2 (o Noetherovské normalizaci). Necht A je koneéné generovand algebra. Existuje
podalgebra B C A izomorfni k[t1, ..., t,] takovd, Ze A je integrdlni nad B.
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7. Dikaz Hilbertovy véty o nulach

Véta 7.3. Necht B C A je podokruh télesa A takovyj, Ze A je integrdlni nad B. Potom B je
také téleso.

Diikaz. Necht b € B a necht b~ € A je kofenem
2+ by 4 by + b
Po vynésobeni 5"~ ! a dosazeni b~! dostdvdme rovnost

0=b"1Fbp 14+ bb" 2 +bpb"!

se viemi ¢leny s vyjimkou b~! lezicimi v B. Proto také b—! € B. O
V dusledku téchto dvou vét je pak klti,...,t,] téleso, coz muze nastat pouze pro r = 0.

Proto je A konec¢né rozsiteni k a diky algebraické uzavienosti je slozeni
m:k Cklzy,...,zn] = kl[z1,...,2,)/J=A

izomorfismus. Proto je 7(z;) = m(a;) pro néjaké a; € k. To ale znamend z; — a; € kerm = J a
J C mp. Diky tomu, Ze je J maximdlni, musi byt J = mp.

Druha ¢ast je elementarni: pokud je J vlastni idedl, pak je obsazem v néjakém maximalnim
idedlu mp a tedy {P} = V(mp) C V(J).

V tfeti ¢asti je inkluze v/J C IV (J) zfejmé: pokud f* € J, pak se f* nuluje na V(J) a
nuluje se tedy také f, tj. f € IV(J).

V opa¢éném sméru necht f € IV (J) a uvazme nasledujici afinni varietu v A" ! se souradnicemi
T1y...y Ty, t:

VI, fa)t—1) = {(z.t) €A" x A |z € V(J), t =1/f(z)}.

Protoze je vsak f(z) = 0 na V(J), je tato varieta prazdnd a podle druhé ¢asti Hilbertovy
veéty musi byt 1 € (J, f(z)t — 1) neboli

1= gl(x)hl(xvt) +oot gr(x)hr(xat) + (f(l‘)t - 1)k($’ t)

s gi(z) € J. Po dosazeni t = 1/ f(x) a vyndsobenim vhodnou mocninou f(z) tak, abychom se
zbavili jmenovateli, dostaneme

F(@) = g1 (@) (@) + -+ g (@) () € T

Poznamka. Algebra k[z1,...,xn,t]/(J, f(x)t —1) = (k[z1,...,2z,]/])[t]/(f(x)t — 1) je pTesné
lokalizace k[z1,...,zy]/J vzhledem k prvku f(z). Tato lokalizace je podle Hilbertovy véty
nulovd, 1 = 0, coz podle definice znamens f(z)* = 0.

Zbyva tak dokazat vétu o Noetherovské normalizaci.

Diikaz Véty 7.2. Dukaz se provede indukei vzhledem k poctu generdtoru A. Necht ay,...,a,
generuji A. Tyto prvky pak zaddvaji surjektivni homomorfismus k[z1, ..., z,] — A, posilajici
x; — a;. Pokud se jednd o izomorfismus, neni co dokazovat. Necht tedy f # 0 lezi v jeho jadie
J a ozna¢me fy jeho homogenni komponentu maximalniho stupné. Potom f; # 0 a existuje
P € k™ takovy, ze f4(P) # 0. Zménme souradnice na k™ tak, ze P = (0,...,0,1). Nerovnost
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8. Polynomialni funkce

fa(P) # 0 pak znamens, 7e koeficient u ¢ je nenulovy, feknéme rovny jedné, tj. v okruhu
k[Z1,...,Zn-1][Ty] lze psit

F=3 4 ga1(@1, . T )TE 4+ (@1, 1) T+ G0(T1, - ) €
Oznaé¢ime-li B = k[ay, ..., a,—1] podalgebru generovanou ay, ..., a,—1, méme A = Blay,] a a,
je kofenem normovaného polynomu s koeficienty v B.

K dukazu indukei je tedy jesté potieba ukézat: je-li A integrélni nad B a B integralni nad
C, pak také A je integrdlni nad C. To plyne z nasledujiciho lemmatu. O

Lemma 7.4. Necht B C A jsou konecné generované algebry. Potom A je integrdini nad B,
pravé kdyz je A konecny B-modul.

Diikaz. Smér = je zfejmy, nebot integralni rozsifeni o jediny prvek Bla] je volny B-modul s
bazi {1,a,...,a%"1}.

Pro smér < predpokladejme, ze A je koneény B-modul a a € A. Uvazujme na A =
Bf{ai,...,a,} zobrazeni dané ndsobenim a a piSme aja =Y ;_; a;b;;. Maticové pak

(a1,...,ar)(aE — M) =0.
Vynéasobenim matici algebraickych dopliika k aE — M dostaneme
0= (ai,...,ar)(aE —M)(aE — M)* = (a1,...,ar)det(aE — M).
Proto a;det(aE — M) =0 a tedy
det(aE — M) = 1det(aE — M) € B{ai,...,a,}det(aE — M) = 0.

Ve vysledku je pak a kofenem normovaného polynomu det(zFE — M) s koeficienty v B. [

8. Polynomialni funkce

Korespondence mezi afinni varietami a idedly vypadd na prvni pohled uspokojivé, ale ve
skute¢nosti nam viitbec neodpovida na klasifikaci afinnich variet, nebot jedna varieta miuze
byt do afinniho prostoru vloZena riznymi zpusoby — napiiklad lze jisté tvrdit, ze vSechny
body afinniho prostoru jsou stejné, nezavisle na jejich soufadnicich, nicméné odpovidajici
idedly mp jsou ruzné. Prvné si uvédomme, Ze na otdzku klasifikace variet, ktera by nebrala
v tvahu konkrétni vlozeni variety do afinniho prostoru, nelze odpovédét bez toho, abychom
prvné popsali izomorfismy variet — jinak nelze fict, kdy jsou dvé variety stejné. Je tedy nutné
popsat ta spravnd zobrazeni mezi varietami; izomorfismy pak budou ta, kterd budou navic
invertibilni.

Definice 8.1. Nechf V C A" je afinni varieta. Rekneme, ze funkce f: V — k je polynomidlni,
jestlize existuje polynom F' € k|[xy,...,x,] takovy, ze pro kazdy bod P = (p1,...,pn) € V
plati f(P) = F(p1,...,pn)-

Mnozina v8ech polynomidlnich funkeci spoleéné s operacemi s¢itani a nasobeni po hod-
notach tvoii tzv. souradnicovy okruh variety V'; znacime jej k[V].
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8. Polynomiélni funkce

V dalsim budeme pouzivat F(P) = F(p1,...,pn).

Zabyvejme se nyni zobrazenim k[xi,...,z,] — k[V], F — f. To je zfejmé surjektivni
homomorfismus okruhu, jehoz jadro se sestava pravé z polynomu majicich nulové hodnoty na
V, tj. toto jadro je prave I(V'). Lze tedy psat

k[V] = k[xq,...,z,]/I(V).
Piiklad 8.2. Plati k|A"] =2 k[z1,...,2,]/0 =Kk[z1,..., 2]
Definice 8.3. Okruh A se nazyva redukovany, jestlize pro x € A plati 2" =0 = =z = 0.

Lemma 8.4. Necht I C B je idedl. Potom kvocient B/I je redukovany, prdvé kdyZ I je
radikalovy (viz podobné charakterizace téles a obori integrity).

Diikaz. Podle definice je B/I redukovand, prave kdyz (b+1)" =0 = b+ 1 = 0, tj. prave
kdyz b" € I = b € I, tedy kdyz VI C I, tj. kdyz I je radikalovy. O
Dausledek 8.5. Souradnicd algebra kK[V] kaZdé afinni variety V' je koneéné generovand re-

dukovand k-algebra.

Diikaz. Zjevné je k[V] generovand souradnicovymi funkcemi z1, . . ., 2. Navic je I (V') radikédlovy,
takze je k[V] redukovand podle piedchoziho lemmatu. O

Necht nyni naopak A je libovolnd koneéné generovani redukovani k-algebra. Zvolme
generatory ai,...,a, € A a uvazme homomorfismus algeber

o klz, ...,z = A,z .

Ten je surjektivni a jeho jadrem je néjaky idedl J = ker ¢; ten je radikdlovy, protoze A =
k[z1,...,2,]/J je redukovand. Plati

K[V (J)] 2Kk[z1,...,2,)/IV () = k[z1, ..., 20 /VI =K[z1,...,2,]/] = A

a je tedy A izomorfni souradnicové algebte afinni variety V (J).

Nasim dal$im cilem bude ukdazat, ze existuje bijekce mezi afinnimi varietami a konec¢né
generovanymi redukovanymi algebrami, oboji brané az na izomorfismus. Stale nam ale chybi
fict, co to je izomorfismus afinnich variet.

Definice 8.6. Necht V' C A™, W C A™ jsou afinni variety a uvazZme na A" soufadnice
Z1,...,ZTn ana A™ soufadnice y1, ..., Ymn. Rekneme, ze zobrazeni f: V — W je polynomidini,
jestlize existuji polynomy Fi, ..., Fy, € k[z1,...,z,] takové, ze pro kazdy bod P € V plati

f(P)=(Fi(P),...,Fn(P)).
Lemma 8.7. KazZdé polynomidlni zobrazent je spojité v Zariského topologiich.

Diikaz. Podle definice je kazdé polynomidlni zobrazeni f: V — W zizenim polynomialniho
zobrazeni f: A" — A™ zadaného tymiz polynomy. Staci tedy ovérit spojitost polynomialniho
zobrazeni mezi afinnimi prostory. Protoze je kazdd uzaviend mnozina prunikem nadploch
V(g), staci ovérit, ze vzor nadplochy je uzavieny:

F7HV(9) ={PeA™ | f(P)eV(g)}={PeA™|gf(P)=0}=V(gf),

kde slozeni gf je polynomidlni funkce zadand polynomem G(Fi,...,F,,), ktery ziskdme
dosazenim polynomu Fj € k[z1,...,z,] za kazdou proménnou y; vyskytujici se v G. O
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8. Polynomialni funkce

Definice 8.8. Rekneme, ze V, W jsou izomorfnd, jestlize existuji polynomidlni zobrazeni
f: VoW g: W=V takovd, ze gf =id, fg = id.
Piiklad 8.9. Parabola je izomorfni pifmce, V(o — 2%) = Al. Konkrétni izomorfismus je
napiiklad

(z1,22) > 21, (,17) = t.

Kazdé polynomialni zobrazeni f: V — W definuje homomorfismus algeber f*: k[W] —
k[V], dany predpisem f*(g) = gf,

v W

AN
N Jg
9f >
k
napiiklad f*(g1 4 92) = (91 + 92)f = g1.f + 92/ = [*(91) + [*(92)-
Tvrzeni 8.10. Izomorfni variety maji izomorfni souradnicové algebry.
Dukaz. Vse plyne jednoduse z (f1f2)* = f5 f1, id* = id. O

Pi#iklad 8.11. Polynomidlni zobrazeni f: Al — C = V(2% —23), t — (¢2, %), je polynomidlni
bijekce, navic homeomorfismus, ale neni izomorfismus.

Zjevné je f polynomidlni a tedy spojité; navic se jednoduse vidi, ze to je bijekce. Jelikoz
jsou v Al uzaviené pouze konecné a celd A', je navic f uzaviené. Podivejme se nyni na
indukované zobrazeni f*: k[C] — k[t]. To posilda x1 na kompozici z1f = t> (prvni slozka
zobrazeni f) a f*(x3) = t3. Ve vysledku je tak obrazeme podalgebra generovans t? a t> a
neobsahuje tedy t. Proto neni f* izomorfismus a tedy ani f nemuze byt izomorfismus.

K tomu, abychom dokoncili dukaz korespondence mezi afinnimi varietami a kone¢né gen-
erovanymi redukovanymi algebrami budeme zasadni nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.12. Necht ¢: k|[W]| — k[V] je homomorfismus k-algeber. Potom existuje jediné
polynomidlni zobrazeni f: V. — W takové, Ze o = f*.

Dikaz. Necht V' C A", W C A™ se soufadnicemi z;, y;. Pokud mé byt ¢ = f*, musi byt jeho
komponenty rovny f; = y;f = f*y; = py;. Polozme tedy f; = ¢y; a

=1,y fm): V—A™
Potiebujeme ukdzat, ze obraz f skutecné lez{ ve W. Necht tedy G € I(W) a pocitejme

af = g(fr,-- o, fm) = 9(@y1, - - -, ©Ym),

tedy polynomidlni funkce vznikld dosazenim ¢y; za proménnou y; v polynomu G. Protoze je
v8ak ¢ homomorfismus, je toto rovno

©g(Y1,- -, ym) = pg = 0,

nebot g € k[W] je nulovd funkce. Ve vysledku tak na obrazu im f plati g = 0 pro libovolny
polynom G € I(W) a proto im f C W. Zaroven ¢ = f*, protoze maji stejné hodnoty na
generdtorech y;. O
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9. Soucin afinnich variet

Zabyvejme se nyni podrobné vztahem afinnich variet a koneéné generovanych reduko-
vanych algeber. Umime pfifadit afinni varieté V algebru k[V] a konetné generované reduko-
vané algebte A varietu V(Jy4), kde Jy4 je jadro libovolného pevné zvoleného surjektivniho
homomorfismu k[z1,...,z,] — A. Jiz jsme ukézali, ze k[V (J4)] = A, zabyvejme se nyni vz-
tahem mezi varietami V' a V'(Jy[y). Podle piedchoziho vime, Ze maji izomorfni soufadnicové
algebry a podle tvrzeni jsou tedy izomorfni. Dostdvame tak dva (kontravariantni) funktory

{afinni variety } = {kone¢né generované redukované algebry}

takové, ze obé slozeni jsou izomorfni identité — hovoiime o (kontravariantni) ekvivalenci kat-
egorii. (Podle tvrzeni lze kazdému homomorfismu algeber ¢: A — B jednoznacéné piifadit
polynomislni zobrazeni V (Jg) — V(J4) tak, ze indukuje k[V (J4)] = A = B = k[V(Jg)].)

9. Soucin afinnich variet

Véta 9.1. Necht V.C A" a W C A™ jsou afinni variety. Potom také V. x W C A™ x A™ =
A"T™ je afinni varieta.

Diikaz. Necht V =V (f1,...,fr)aW =V(g1,-...,9s), kde polynomy f; piseme v proménnych
x; a polynomy g; v proménnych y;. Timto zpisobem je lze interpretovat jako

f17"'7f7’7gla‘°'7gs Ek[xl)"'axn7y17"'7ym]

a potom zjevné plati V. x W =V (f1,..., fry91,--.,3s). O

Véta 9.2. Pokud jsou obé V', W ireducibilni, je také V. x W ireducibilni.

Diikaz. Necht V x W = Z; U Z3. Necht Q € W a uvazujme podvarietu V x {Q} =V, kterd
je podle predpokladu ireducibilni. Musi tedy byt V' x {Q} C Z; pro néjaké i. Uvazme nyni
mnozinu W; = {Q € W | Vx{Q} C Z;} a dokdzeme, zZe je uzaviend. Protoze je W = W1 UWa,
musi pak byt W = W; pro néjaké i a potom V x W = Z;. Plati

Wi = m pryy (({P} x W) N Zy),
Pev

pricemz kazda ({ P} x W)NZ; je uzaviend a projekce pry, je na ni izomorfismus, takze i obraz
je uzavieny. O

Zabyvejme se nyni obrazem polynomidlniho zobrazeni. Ihned uvidime, Ze se obecné ne-
jednd o afinn{ varietu, nicméné budeme celkem snadno schopni tento obraz popsat. V prvni
fazi problém pievedeme na problém vypoc¢tu obrazu pii linedrni projekci. Je-li totiz zo-
brazeni f: V — W polynomidlni, muzeme uvazit jeho graf I'y C A™™™ a obraz f je pak
stejny jako obraz I'y pfi projekci na poslednich n soufadnic. Pritom graf I'y je afinni varieta,
Dy = V{I(V).y; — f(2)).

Piiklad 9.3. Popiste obraz afinniho zobrazeni f: Al — A2 f(t) = (2 — 1,3 — t).
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9. Soucin afinnich variet

Reseni. Graf ry= V(t? —1—x,t3 —t —y). Pfitom tyto polynomy v proménné ¢ maji spole¢né
fegeni, pravé kdyz Res(t? — 1 — x,t3 —t — y;t) = 0. Vypoétéme nyni tento rezultant

1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
det | =1 — = 0 1 -1 0 |=¢y?—2%-22
0 —1—-x 0 -y —1
0 0 —-1-x 0 —y
Plat{ tedy im f = V(y? — 22 — 23). o

Véta 9.4. Necht je V. C A™™ je afinni varieta. Potom pro jeji obraz pFi projekci m: AT —
A™ plati I(nV) = I(V)NK[y1, ..., Ym].

Necht nyni V = V(J). Protoze je I(7V) = vV JNk[y1, ..., ym] radikdlem JNk[y1, ..., ym],
Ize psat ©V = V(J NKk[y1,...,ym]). Toho lze vyuzit k vypoétu obrazu, resp. jeho uzdvéru
v kombinaci s Grobnerovymi bazemi, nebot je ziejmé, Ze v pifpadé uspofddani ve kterém
x; > yj je J Nklyi,...,ym] generovan prvky Grobnerovy lezicimi v klyi,...,ym] (proces
déleni muze pouzivat pouze tyto prvky).

Piiklad 9.5. Popiste obraz afinntho zobrazeni f: A% — A3 f(s,t) = (s? — t2,2st, 5% + t2).

Resend. Graf Ly = V(s® —t* — z,2st — y,s* + 1? — z). Spocitejme nyni Grébnerovu bazi
vzhledem k uspofadani s >t > x >y > 2. ZaCneme s

2 _ 1 2 1
s —ix—fz st—fy,t + £C—§Z

a S-polynomy vychazeji
t(s* — Ju—12) —s(st— 3y) = —itw — $tz + lsy
1
2

t(st—1y) —s(t® + tx — 32) = Ity — Isw + Lsz;

pridavame tedy sy — tx — tz, sx — sz + ty. V dalsim kroku

y(s® — Lz —32) —s(sy —to —t2) = tyz +ste + stz =0
w(s? — sx—1z) —s(sw—sz+ty) = —3x —%xz—i—s z — sty = —% 2—%y2+%z2
y(st — %y) t(sy —tx —tz) = y + 2+ t22 = é$2 — §y + z
z(st — ty) — t(sw — sz + ty) = ffxyfstzfﬁ =0
x(sy — tox — tz) y(sz — sz 4 ty) = —ta? — tez + syz — ty? = —ta® — ty® + t2°

a pridavdme tedy pouze ” + y* — 2*. To je zdroven jediny prvek Grobnerovy baze lezici v
k[z,y, 2]. Proto im f = V(2% + 3% — 22). v

7 pohledu uzdvéru obrazu je o dost méné zajimavy nasledujici priklad. V jeho feSeni ale
zjistime obraz presné, nikoliv pouze jeho uzavér.

Piiklad 9.6. Popiste obraz afinniho zobrazeni f: A% — A2 f(s,t) = (st,t).
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10. Projektivni variety

Reseni. Opét I'y = V (st — z,t — y) a zkoumdme pro které body (z,y) maji tyto polynomy
spole¢ny kofen. Podle Hilbertovy véty o nulach to nastane, pravé kdyz 1 € (st —z,t —y) =
J C ks, t]. Poc¢itejme proto Grébnerovu bézi. V prvnim kroku redukujeme na

J:(Sy_$7t_y)

Nyni mohou nastat dva ptipady. Bud y # 0 a potom J = (s — %,t — y) je maximéalni idedl
odpovidajici bodu (%,y) a tedy neobsahuje 1. V piipadé y = 0 je J = (—z,t — y) a opét
nastavaji dvé moznosti: pro  # 0 méame J = (1) a pro = 0 naopak J = (t —y) Z 1 (jedna

se o Grobnerovu bazi a neobsahuje 1). Vysledek tedy je

im f={(z,y) € A’ | (y #0)V(y=0Az=0)}. o

Abstrakei predchoziho pifkladu je nasledujici tvrzeni. Rekneme, ze podmnozina X C A"
je zkonstruovatelnd, jestlize se jednd o mmnozinu bodu splnujicich logicky vyrok vznikly z
polynomidlnich rovnic pomoci koneéného mnozstvi konjunkci, disjunkci a negaci. Ekviva-
lentné se jedné o koneéné sejdnoceni kvaziafinnich variet (otevienych podmnozin afinnich va-
riet). Tvrzeni fikd, ze obrazem zkonstruovatelné mnoziny je opét zkonstruovatelnd mnozina.
Z pohledu logiky je pak obraz dén existen¢nim kvantifikdtorem,

X ={(1,---,ym) €A™ | Tz1,...;xpn: (1, Tny Y1y -+, Ym) € X }.

Lze tedy toto tvrzeni interpretovat nésledujicim zpusobem: ke kazdému logickému vyrazu
tvofenému z polynomialnich rovnic pomoci logiky prvniho fadu existuje ekvivalentni tvrzeni
bez kvantifikatoru. Hovorime o ,eliminaci kvantifikdtoru*.

10. Projektivni variety

V piipadé pruseciku dvou kuzelosetek dostavame maximalné ¢tyti pruseciky. Tohoto &isla v
nékterych nelze dosdhnout — napiiklad dvé kruznice (z — p;)? + (y — ¢;)? — r? maji pravé dva
pruseciky (v pfipadé, ze se dotykaji, pouze jeden dvojnisobny). Duvodem je, ze se protinaji
jesté ve dvou nevlastnich bodech (0 : 1 : £i), tzv. circular points. V piipadé, ze pocitdme
i tyto nevlastni body a kazdy se spravnou nésobnosti, je pocet pruseciku presné de. Toto
tvrzeni neni zdaleka elementéarni a jeho dukaz bude vrcholem tohoto kurzu. Prvné zahrneme
do hry nevlastni body — budeme tedy v dalsim definovat projektivni variety.

Necht V je vektorovy prostor nad k. Budeme oznacovat P(V) = (V \ {0})/~, u ~ v &
3k € k: v = ku, projektivn{ prostor vektorového prostoru V. Zejména P* = P(k"*!). Znacime

(g : a1 : -+ xp) € P" tiidu zadanou vektorem (xg,x1,...,2,) a mluvime o homogennich
soufadnicich. Pro kazdé i = 0,1,...,n definujeme
UiZ{(:L'otxl:--~:$n)€Pn’xi§£0}
HZ:{(moxlxn)ElP’"]xzzo}
piicemz plati H; = P* 1 a U; = A" (29 : -+ : T,) (%,,%,,%) Déle plati

P* =UyU---UU,, mluvime o afinnim pokryti projektivniho prostoru P". Kazdy homogenni
polynom f € ko, ...,x,] stupné d spliuje f(kxo,...,kz,) = k%f(xo,...,z,) a lze proto
definovat

V() ={(xg: - :x,) € P"| f(xo,...,2,) =0}
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10. Projektivni variety

Definice 10.1. Projektivni varieta je podmnozina P" tvaru V(S) = ;e V(f), kde S je
néjaka mnozina homogennich polynomu.

Priklad 10.2. Nadrovina H; = V(x;) je projektivni varieta.

Opét dostavame na P™ tzv. Zariského topologii, jejiz uzaviené mnoziny jsou pravé pro-
jektivni variety.

Definice 10.3. Graduovany okruh je okruh A spole¢né s rozkladem A = P ;- Aq (vzhledem
ke séitani, tj. Aqg + Aq C Ay) takovy, ze plati Ay - Ac C Agre. Zejména 1 € Ap.

Pi#iklad 10.4. Okruh polynomu A = k|zg,...,z,] = @dzo k?[zg, ..., 2., kde
k%[xo, ..., xn] = {f € K20, ..., 2] | f homogenni stupné d}.

Definice 10.5. Homogenni idedl I v graduovaném okruhu A je ideal, pro ktery plati I =
@Di>0(AaNT). Jinymi slovy, pro kazdy prvek f € I s rozkladem f = fo+-- -+ fq do komponent
plati také f; € I.

Lemma 10.6. Pro idedl I v graduovaném okruhu A plati
e [ je homogenni, prdavé kdyZ je generovany homogennimi prvky;

e je-li I homogenni, pak I je prvoidedl, prdvé kdyz pro kazdé dva homogenni prvky f,g € A
plati fg el = f €l nebo g €I,

e homogenni idedly jsou uzaviené na soucet, soucin, prunik a radikdl.

Pozndamka. Alternativni popis V(f) pro f nehomogenni: jednd se o mnozinu téch bodu P € P"
takovych, ze pro libovolny reprezentant P = [z] plati f(z) = 0. Pisme f = fo+ -+ fq a
zabyvejme se tim, co se stane pii zméné reprezentanta, f(tz) = fo(z) + - -- + tfy(x). Tento
vyraz je nulovy pro vsechna t € k*, pravé kdyz fo(x) = --- = fq(x) = 0, tj. V(f) =
V(fo,---, fa)-

Definujeme déle I(X) jako idedl generovany vsemi homogennimi polynomy f takovymi, ze
flx = 0. Podle predchozi pozndmky lze také ekvivalentné fict, ze to je idedl vSech polynomu
nulujicich se na X.

V projektivnim ptipadé je vztah mezi idealy a varietami o néco slozitéjsi, nebot (zo, . .., zy)
je vlastn{ radikalovy idedl s V(xg,...,x,) = (). Toto je vSak jedind komplikace.

Veéta 10.7 (projektivni véta o nuldch). Necht k je algebraicky uzaviené téleso. Potom pro
homogenni idedl J C K[z, ..., x,]| plati

e V(N)=0 o VJID(x0,...,%0);

e jestlize V(J) # 0, pak I(V(J)) = VJ.
Diikaz. Uvazujme tzv. afinni kuzel nad projektivni varietou V(J) C P". Ten je definovén jako
vzor V(J) pti kanonické projekci 7: A"\ {0} — P", w(wo,...,7n) = (20 : -+ : T,). Vlastni
homogenni idedl J C k[zo, ..., z,] zaddvd jednak projektivni varietu V(J) C P" a jednak
afinni varietu V(J) € A"+, pricemz plati

VaE(J) = a1 (V(J)) u {0},

jednd se tedy o afinni kuzel nad V(J). Plati V(J) = 0, pravé kdyz V¥ (J) C {0} =
V(zo,...,2n), tedy pravé kdyz (zo,...,z,) C I(V¥(J)) = \F J podle afinni véty o nuldch.
Z piedchozi poznamky plyne I(V(J)) = 1(V¥())) = O
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11. Regularni zobrazeni a funkce

Idedl (zg,...,zy,) nazveme irelevantni. Dostavame tak bijekci mezi radikdlovymi idedly
ruznymi od (zo,...,2,) a projektivnimi varietami.
Véta 10.8. Viozeni j;: Uy — A", ji(xo,...,xn) = (‘%’, cee %, cee %), je homeomorfismus.

Diikaz. Necht i = 0. Protoze jsou obé topologie generovany nadplochami, poéitejme

Go(V(f) ={(x1,...,xn) € A" | fF(1,21,...,2) =0} = VH(F(1,—,...,—)).
Naopak,
Go \(VA)) = {(wo - w) € P 2B (2L 2) = 0} = V(f),
kde f = 2%/ f(£L,...,22) je homogenni polynom. 0

Disledek 10.9. Zobrazeni jo: Uy — A™ indukuje bijekci

{z}r%iuc;[e)j)l;s Zagzzjéelzt?[? Uamety} = {ireducibilni afinni variety v A"},

posilagici ireducibilni projektivni varietu V-C P™ na jo(Uy N'V).

Diikaz. Diky ptredchozi vété staci ovérit, ze V +— Uy NV zadava bijekci mezi ireducibilnimi
projektivnimi varietami a ireducibilnimi uzavienymi podmnozinami Uy (tj. takovych, které
nelze napsat jako sjednoceni vlastnich uzavienych podmnozin). Inverzni zobrazeni je ddno

uzavérem, X — X, jak se snadno oveéri — staéf si totiz uvédomit, ze V.= (HoNV)U (UyNV)
a jelikoz V' € Hy, musi byt diky ireducibilité V =UyN V. O

Algebraicky je projektivni rozsifeni (tj. uzavér obrazu v P™) realizovéno jako

VB = V(e o)

(toto vyzaduje algebraickou uzavienost k): pokud se pro g € k[zo, ..., 2,] homogenni nuluje
g|x0:1 na Vaf(fl? ceey fT‘)? pa‘k gk|x0:1 — flhl + - + fT‘h’Ta a prOtO gk S (f17 ceey fT‘)

Piiklad 10.10. Pokud Cy = Vaf(x% —z1(z1 — 1)(x1 — 2)), pak projektivni rozsifeni je C' =
V(zor3 — z1(21 — m0) (21 — 270))-

Otdzka. Tady dokazat silnéjsi verzi Bezoutovy véty?

11. Regularni zobrazeni a funkce

Pokusme se nyni definovat ,polynomidlni“ zobrazeni mezi projektivnimi varietami. Necht
foy -y fm € K[z0, ..., x,] jsou polynomy a uvazme

[P =P (zg:-:xn) = (folzo,. . vxn) i fm(xoy ..o 2n));

k tomu, aby vysledek nezavisel na volbé homogennich soutadnic je potieba, aby polynomy
fj byly homogenn{ téhoz stupné d — potom f;(kzo, ..., kx,) = k%f(zo,...,2,). Dvé lokdln
vyjadieni se rovnaji, (fo:---: fm) = (90 : - : gm), pravé kdyz fjgr = frg;.
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11. Regularni zobrazeni a funkce

Piiklad 11.1. Uvazme projektivni varietu V = V(zgx3 — r1272) a dvé zobrazeni do P! dan4
f=(xo:m1), g=(x2:2x3). NaV plati (zg: z1) = (z2: x3).

Nyni popiSseme jeden problém s ,polynomidlnimi“ zobrazenimi mezi projektivnimi vari-
etami — nejsou definované vsude. V piedchozim pifkladu je (zg : 1) korektni bod P! pouze
pokud zg # 0 nebo z; # 0. Ve vysledku je tedy mozné definovat zobrazeni f: V — P!
predpisem
(xo:x1) xo# 0nebo z1 #0

flxo @yt ap:a3) = {(m:m) x5 # 0 nebo 23 # 0

Pfitom neexistuje zadné vyjadieni f = (hg : hy), definované na celém V. To plyne nejrychleji
z faktu, ktery dokdzeme pozdéji, ze totiz kazdé tii homogenni polynomy maji na IP? spole¢ny
kofen, V(J?[)Zt?g — 11X, ho, hl) 75 @

Definice 11.2. Kvaziprojektivni varieta je libovolnd oteviend podmnozina projektivni va-
riety, tj. libovolny prunik uzaviené a oteviené podmnoziny. Zejména kazdé projektivni i
kazda afinni varieta je kvaziprojektivni (druhy piipad plyne z toho, ze sdm afinni prostor
A" = Uy CP" je otevienou podmnozinou projektivniho prostoru).

-

Definice 11.3. Zobrazeni f: V' — W mezi (kvazi)projektivnimi varietami se nazyva reguldrni,
jestlize pro kazdy bod P € V existuji homogenni polynomy fo, ..., fn € k%o, ..., z,] téhoz
stupneé tak, ze plati f = (fo : --+ : fm) na néjakém okoli bodu P ve V; zejména musi byt
alespon jedno f;(P) # 0.

Lemma 11.4. KazZdé regularni zobrazeni je spojité v Zariského topologiich.

Dukaz. Staci dokazat lokélné, tedy na kazdé oteviené podmnoziné V \V (fo,..., fm), kde lze
f vyjadiit jako f = (fo: -+ : fm); dukaz je pak analogicky piipadu polynomialniho zobrazeni
mezi afinnimi varietami. O

Reguldrni zobrazeni ve skutecnosti nejsou ani tak polynomidlni jako spiSe raciondlni —
pirepsanim do afinnich map Uy C P", Uy C P™ totiz dostaneme

f (1733 7~~'75’3n) f'm(lvz 7"'7x’n)
(1'17 ) :En) — (f(l)(l,xi,...,a:n) P fo(l,a:ll,...,a:n) ) :

Naopak, kazdé (casteéné definované) zobrazeni mezi afinnimi prostory, jehoz komponenty jsou

g1 gm

G g—0>. Potom pro vhodnd d; je

racionalni funkce 1ze prevést na spoleé¢ny jmenovatel (

(z2Go : 211Gy - 28 G,,)

rozsitenim puvodniho raciondlniho zobrazeni. Budeme tedy zobrazenim jako vySe fikat raciondlni
zobrazeni, pokud nejsou nutné definované vsude. Omezime se pro jednoduchost na pfipad ire-
ducibilni kvaziprojektivni variety.

Definice 11.5. Raciondlni zobrazeni f:V - -+ W mezi (kvazi)projektivnimi varietami je
tiida reguldrnich zobrazeni f’: V/ — W, definovanych na oteviené husté podmnozine V' C V,
vzhledem k relaci f' ~ [ < f/' = f"na V' nV".

Definiéni obor f je mnozina vSech bodu P € V takovych, ze existuje reprezentant f, ktery
je na P definovany. Také fikame, ze f je regularni v bodé P. Defini¢ni obor zna¢ime dom f.
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12. Dominantni zobrazeni a biracionalni ekvivalence

Protoze jsou reguldrni zobrazeni definovéna lokdlné, existuje reprezentant f’ kazdého
raciondlniho zobrazeni definovany na maximdlnim mozném V' = dom f. Na druhou stranu
existuje reprezentant tvaru (fo : - : fm); oba dva se hodi k riznym ucelum.

Zabyvejme se nyni piipadem racionalnich funkci, tj. raciondlnich zobrazeni f: V--+k C
PL. Ta jsou tvaru fi/ fo, pficemsz dvé takova vyjadien jsou stejna, prave kdyz plati f1g0 = g1.fo
na néjaké oteviené husté podmnoziné V a tedy i na celém V. Muzeme tedy algebraicky popsat
racionalni funkce jako raciondlni vyrazy fi/fo, kde fo, f1 jsou homogenni polynomy téhoz
stupné a fo ¢ I(V'), vzhledem k relaci f1/fo = go/g1 < fi90 — g1.fo € I(V'). Alternativné lze
brat fo, fi € klzo,...,x,)/I(V) a uvazovat zlomky tvaru fi/fp s ¢itatelem a jmenovatelem
homogennim téhoz stupné.

Racionalni funkce na ireducibilni kvaziprojektivni varieté V tvoii téleso, které znacime
k(V). Piimo z definice plyne, ze pro libovolnou otevienou hustou podmnozinu U C V plati
k(U) = k(V). Zejména tedy lze piejit k afinni podvarieté k(V) = k(Vp), pricemz k(Vp) je
podilové téleso souradnicového okruhu k[Vj].

Véta 11.6. Raciondlni funkce f: V — -+ k na afinnd varieté V je requldrni, prdvé kdyz je
polynomidlni.

Diikaz. Definujeme ideal jmenovatelt Dy = {h € k[V] | fh € k[V]}. Zjevne plati, ze Dy
obsahuje nulu a pak préavé vSechny funkce h, pro které existuje vyjadieni f = g/h. Plati tedy
dom f =V \V(Dy) a zejména je f reguldrni, pravé kdyz V(D) = 0, tj. pravé kdyz 1 € Dy.
To ale presné znamend, ze f ma vyjadieni ve tvaru f = g/1 a f = g je polynomidlni. O

Dausledek 11.7. Raciondlni funkce f: V - -+ k na afinni varieté V definované na V.V (h)
gsou v bijekci s lokalizact k[V]p,.

Diikaz. Jednd se prave o reguldrni funkce na V' \ V'(h), coz je afinni varieta V(I(V),th — 1)
se soufadnicovym okruhem k[V][t]/(th — 1) = k[V][h!] = k[V].
Jinak dom f 2 V N\ V(h) & V(D) CV(h) & /Dy D h & f = g/h*. O

12. Dominantni zobrazeni a biracionalni ekvivalence

Ptedpokladejme, ze V', W jsou ireducibilni kvaziprojektivni variety a f: V - -+ W racionalni
zobrazeni. Pro g € k(W) se muze jednoduse stét, ze ¢gf neni definované nikde (staci aby
im f Ndomg = ) a obecné tedy nelze definovat f*: k(W) — k(V) jako pro polynomidlni
zobrazeni mezi afinnimi varietami.

Pi#iklad 12.1. Nelze slozit Al — A2, ¢~ (¢,0) s raciondlni funkef A2 — k, (z,y) — z/y.

Zabyvejme se nyni podminkou na raciondlni zobrazeni f, aby byla kompozice gf vzdy
definovana. Protoze je dom g neprazdnda otevienda podmnozina, musi platit, ze im f protne
kazdou nepréazdnou otevienou podmnozinu, tj. im f musi byt hustd podmnozina. Naopak, v
takovém piipadé je gf definovdno na neprazdné oteviené podmnoziné f~!(dom g) C dom f.

Definice 12.2. Rekneme, Ze racionalni zobrazeni f: V - - + W je dominantni, jestlize im f C
W je hustd podmnozina.

Podle predhozi analyzy pak kazdé dominantni zobrazeni f: V - - + W indukuje homomor-
fismus algeber f*: k(W) — k(V).
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12. Dominantni zobrazeni a biraciondlni ekvivalence

Lemma 12.3. Jsou-li f: V-->W ag: W--+X dvé dominantni zobrazent, pak gf: V- -~
X je opét dominanini zobrazend.

Dukaz. Vyse jsme zduvodnili, pro¢ je gf definované na neprizdné podmnozing, zjevné se
jednd o racionalni zobrazeni. Pritom

imgf = g(im f Ndom g)

a uzavér obrazu tedy musi obsahovat obraz uzavéru im f Ndom g = dom g, tedy im g; pfitom

img=X. O

Definice 12.4. Rekneme, ze dominantni zobrazeni f: V - -+ W je biraciondlni ekvivalence,
jestliz existuje dominantni zobrazeni g: W - - + V takové, ze gf =id, fg = id.

Podle predchoziho pak kazdé biracionalni ekvivalence indukuje izomorfismus algeber k(W) =
k(V'). Nasim dalsim cilem bude ukézat i obracené tvrzeni. K tomu bude vyhodné prejit ke
kvaziafinnim varietdm. To je mozné proto, Ze pro ireducibilni kvaziprojektivni varietu V' a jeji
libovolnou neprazdnou otevienou podmnozinu U je inkluze U “— V biracionélni ekvivalence
s inverz{ id: V - -+ U.

Zabyvejme se tedy nyni pfipadem ireducibilnich afinnich variet, pro které lze jednoduse
spocitat k(V') jako podilové téleso soufadnicového okruhu k[V]. Takto lze uréit i algebru
racionalnich funkei na kvaziprojektivnich varietdch, naptiklad k(P") = k(A") = k(x1,...,zp).

Lemma 12.5. Raciondlni zobrazeni f: V - -+ W je dominantni, prdvé kdyz je f*: k[W] —
k(V) injektiond.

Diikaz. Dominantnost znamend, ze na im f se nuluji pouze polynomy z I(W), tj. z rovnosti
gf =0 pro g € k[W] plyne g = 0. To je ale pfesné injektivita f*. O

Ptedchozi lemma davé algebraicky popis dominantnosti. Indukované zobrazeni na télesech
raciondlnich funkei pak dostaneme jako jednozna¢né rozsiteni f* na f*: k(W) — k(V),
f*(g/h) = f*g/f*h (kazdy injektivni homomorfismus z oboru integrity do télesa lze jed-
noznacné rozsirit na podilové téleso).

Tvrzeni 12.6. Ke kazdému homomorfismu algeber p: k(W) — k(V) ezistuje jediné domi-
nantni zobrazeni f: V — -+ W takové, Ze p = f*.

Dikaz. Opét jsme nuceni polozit f = (vy1,...,¢Ym) a stejné jako v polynomialnim piipadé
plati im f C W a ¢ = f*. Diky tomu je f*: k[W] < k(W) 2, k(V) injektivni a tedy je f
dominantni. 0

Véta 12.7. Existuje kontravariantni ekvivalence kategorii

ireducibilni kvaziprojektiond variety) =. | konecné generovand rozsireni téles
/ / 1 7k C K ajejich h
a dominantni zobrazeni C K a jejich homomorfismy

posilagict V — k(V).

Diikaz. Staci opét najit ke kazdému koneéné generovanému rozsiteni K afinni varietu V
takovou, ze K = k(V). Necht K = k(ay,...,a,), potom K je podilové téleso podalgebry
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13. Soucin projektivnich variet

kla,...,ay], kterd je konecné generovand a redukovand, existuje tedy afinni varieta K takové,
ze

klai,...,a,) ZKk[V]

a tedy budou izomorfni i podilova télesa, K = k(V'). Protoze je k[ai, ..., a,] obor integrity,
je V ireducibilni. O

Disledek 12.8. Dvé kvaziprojektivni variety V., W jsou biraciondlné ekvivalentni, pravé kdyz
k(V) =2 k(W).

Definice 12.9. Kvaziprojektivni varieta V se nazyva raciondlni, jestlize je biracionalné ek-
vivalentni A™ (ekvivalentné P™).

Zejména je tedy V raciondlni, prave kdyz je k(V') ¢isté transcendentni, tj. k(V) = k(x1,...,zn).

P#iklad 12.10. Hyperbola je raciondlni. Uvazujme ji projektivné, tj. H = V(y1y2 — 43)-
Potom
P' = H, (wo:a1) > (wowy: o : x3)

(vychézejici z afinniho predpisu t — (t,1/t)) je regularni zobrazeni s inverzi
H—=PY (yo:y1:y2) = (Yo:y1)

Proto mame H = P! a diky tomu také Hy ~ A! (afinn{ hyperbola je biraciondlné ekvivalentn{
afinni pfimce).

V piedchozim pifkladu lze jednoduse popsat potiebnd racionalni zobrazeni Hy — Al a
dokézat, ze indukuji izomorfismus Hy = A' \ {0}. Toto je obecny fenomén.

Véta 12.11. Ireducibilni kvaziprojektivni variety V., W jsou biraciondlné ekvivalentni, prdavé
kdyz existuji oteviené husté podmnoziny V' CV, W' C W takové, ze V', W' jsou izomorfni.

Diikaz. Dostateénost podminky je ziejmd, nebot V ~ V' = W’ ~ W. Necht tedy naopak
f:V ——=+ W je biracionalni ekvivalence s inverzi g: W - -+ V. Oznacme

V' =dom fN f~(domg), W’'=domgng *(dom f).
Potom plati f(V’) C dom g a muzeme tedy uvazovat obraz gf(V') = id(V’) C dom f; tedy

f(V") € W' a symetricky také g(W’) C V'. Pritom f a g jsou inverzni vSude, kde jsou
definované, tedy zejména na V', W’. O

13. Soucin projektivnich variet

Uvazujme projektivni prostory P™, P™. Jejich souéin Ize zrealizovat jako podvarietu P(k" ! ®
km+1l) = Prtmtl ] konkrétné uvazime tzv. Segreho zobrazeni

Sum : PV x P — P[], [w]) = [v @ w).
Jeho obraz nazveme Segreho varietou a zna¢ime X,,.

Véta 13.1. Segreho zobrazend je bijekce a Y.y je projektivni varieta.
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13. Soucin projektivnich variet

Diikaz. Soufadnice v k"t! budeme znaéit z;, soufadnice v k™t jako yj av k! @ kmtt
potom z;;. Potom Segreho zobrazeni mé vyjadieni

LoYo -t TOoYm
Snm((xoxn)7(y0ym)): :(wzyy)’

InYo - - TnlYm
tj. homogenni soufadnice z;; je rovna x;y; (koeficient ) z;e;® ) y;j€; u e;®€; je x;y;). Zjevné
pro soufadnice obrazu plati z;;zp = 2i2jk. Necht Z je varieta zadand témito rovnicemi, plati
tedy Zpm C Z. Necht naopak R = (z;;) € Z a hledejme P = (z;) € P(V), Q € P(W) tak,
ze Spm (P, Q) = R. Alespon jedna ze soutadnic R je nenulovd, bez ijmy na obecnosti budeme
predpokladat, ze to je zgop = 1. Potom musi byt zo # 0 a yo # 0 a polozime tedy zg = 1,
yo = 1. Potom musi byt z;0 = x; a z0; = y;, takZe jsme nuceni poloZzit

P:(Zo()tzl():”-rzno), Q:(ZQ()ZZ()li--':Z()m).

Staci oveétit, ze skutecné R = sy, (P, Q). Pravé strana md soufadnice z;y; = zi020; = 2ijZ00 =

Zij- O

Z ptedchoziho dukazu navic vidime, ze obé projekce Y., — P" a X, — P™ jsou
reguldrni, v prvnim ptipadé zadané

(ccrrzigreo )= (o020t Zn0) = (205 1215 1 Zng)-

Véta 13.2. Necht V C P*, W C pM jsou projektivni variety. Potom V xW C P"xP™ = ¥,
je také projektivni varieta. Jsou-li obe V., W ireducibilng, pak V- x W je také ireducibilni.

Diikaz. Necht V =V (f1,...,fr), W = V(g1,...,gs) kde deg fr = d, degg, = ¢;. Pro bod
((xo 2 -+ 2 @p), (Yo = -+ : Ym)) plati fr(xo,...,z,) = 0, pravé kdyz fk(xo,...,:cn)y?’“ =0
pro kazdé j = 0,...,m. Pfitom polynom Fj; = fky?’“ je homogenni v soucinech z;y; = z;; a
budeme jej tak chdpat. Analogicky dostaneme polynomy Gj; = gjz;' a potom plati

V x W =V (zijzr — zaZjk, Frj, Gui).
Ireducibilita se dokaze stejné jako u afinnich variet. O

Ddusledek 13.3. Segreho varieta je ireducibilnd.

Diikaz. To plyne z toho, ze projektivni prostor P" je ireducibilni (protoze je P* = A", plyne
toto jednoduse z ireducibility A™). O

Tvrzeni 13.4. Necht W je kvaziprojektivni varieta. Potom Ay C W x W je uzaviend. Jsou-
li f,g:' V. — W dvé reguldrni zobrazeni mezi kvaziprojektivnimi varietami, pak podmmnozZina

{PeV | f(P)=g(P)} je uzaviend ve V.

Dikaz. Zjevné plati Ay = (W x W) N Apm, takze staci ukdzat uzavienost Apm C P™ x P™.
Pritom plati (zo: - :@m) = (Yo : -+ : Ym), pravé kdyz x,y; = x;ys, tj. zij = 2ji.
Mnozina ze zadanf je (f,g) " (Aw), kde (f,g): V — W x W. O

Véta 13.5. Projekce w: P x P — P™ je uzaviend.
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13. Soucin projektivnich variet

Diikaz. Prvné doktuzeme néasledujici tvrzeni: Necht P € P" je bod, pro jednoduchost budeme
predpokladat P = (0:---:0: 1), a X C P" projektivni varieta. Uvazujme pro F,G € I(X)
homogenni stupnu d, e oba jako F, G € k[zo, ..., z,—1][x,] stupnu d a e (tj. muze se jednoduse
stat, ze vedouci koeficient F' je 0; to je piesné koeficient u x,¢, takze to nastane, pravé kdyz
P € V(F)). Potom V(Res(F,G;xy) | F,G € I(X)) je bud obraz X pii projekci z P (pokud
P ¢ X) nebo celé P*~! (pokud P € X).

(Jednoduchy) dukaz spo¢iva v nasledujicim lemmatu: pro kazdou k-tici bodu Py, ..., Py ¢
X existuje F' € I(X) takovy, ze Pi,..., P, ¢ V(F). Pfedné existuje polynom F; € I(X)
nenulovy na FP;. Vynasobenim vhodnym polynomem G;, nulovym na ostatnich bodech, ale
nenulovym na P;, a se¢tenim dostaneme hledany F = F1Gq + - - + FiGp.

Dalsi krok je uvézit zobrazeni P" x P™ — P"~1 x P™, které je v prvni slozce projekci
z libovolného bodu P € P™ a ve druhé slozce identita. Po n krocich dostaneme zobrazeni
P" x P™ — P™. Pfitom procedura z prvni ¢asti presné v kazdém kroku zachovava obraz dané

projektivni variety do druhé slozky. O
Diikaz. Necht Z C P™ x P™ je zadand homogennimi polynomy g1, ..., gr. Pro bod Q € P™ je pak v obraze w(Z), prave
kdyz V(91(—, Q), - -, 9r(—, Q)) # 0. Podle projektivni véty o nuldch to nastane, pravé kdyz v/(g1(—, Q), ..., gr(—, Q) 2
(x0,...,Tn), tj. prave kdyz (g1(—,Q),. .., gr(—, Q) neobsahuje zddnou mocninu (zo, ..., z,)%. Stacf tedy ukézat, ze

Td = {Q € P ‘ (gl(va)’ e 797‘(77Q)) 2 (:BO: e »zn)d}
je uzaviend, nebot m(Z) = (N~ Tu. Pritom definujici podminka je zjevné ekvivalentnf tomu, ze idedl (g1(—, Q), ..., gr(—, Q))
neobsahuje véechny monomy stupné d. Uvéazime tedy k?[zo, ..., zn] N (91(—, Q), ..., gr(—, Q)), coz je vektorovy prostor
generovany

To je vlastni podprostor k%[zo,...,xs], pravé kdyz kazdych D — 1 polynomii gx(—,Q)z® je linedrné zavislych, kde
D = dimk%[zo, ..., zn]. Podminka linedrn{ zévislosti lze ekvivalentné napsat jako nulovan{ véech minorti f4du D — 1 v
matici tvofené souradnicemi vSech gi(—, Q)z®. Pfritom kazdy takovy minor je polynomidlni vyraz v souradnicich Q.
Disledek 13.6. Necht X je projektivni varieta a'Y kvaziprojektivni varieta. Potom projekce
m: X XY =Y je uzavrend.

Diikaz. Necht Z C X x Y CP" x P™. Potom Z C X x Y a plati 7(Z) = Y N7(Z) a podle
predchozi véty je tato mnozina uzaviena v Y. O

Véta 13.7. Necht X je projektivni varieta a f: X — Y libovolné requldrni zobrazeni. Potom
obraz im f CY je uzavreny.

Diikaz. Uvazme graf I'y, ten tvoii uzavienou podmnozinu souc¢inu X x Y. Podle predchoziho
dusledku je im f = w(I'y) C Y uzaviend podmnozina. O

Véta 13.8. Kazdd reguldrni funkce f: X — k na ireducibilni projektioni varieté X je kon-
stantni.

Diikaz. Uvazme slozeni X 5 k C PL, P~ (1 : f(P)). Jedna se o reguldrni zobrazen{ a
podle piedchozi véty je jeho obraz uzavieny. Zarovei ale nenf roven P!, nebot je obsazen v
Al =k, takze timto obrazem musi byt koneéna podmnozina k. Jednoduse se ukéze, ze obraz
ireducibilni variety pfi spojitém zobrazeni je ireducibilni a proto musi byt im f jednoprvkova,
tj. f je konstantni. O

Véta 13.9. Projektivni varieta je afinni (tj. je izomorfni néjaké uzaviené podmnoziné afinniho
prostoru), prdvé kdyz je konecénd.

Diikaz. Ukazeme, Ze kazd4 ireducibilni komponenta musi byt jednoprvkova. Necht X je tedy
ireducibilni projektivni varieta a f: X < A" vlozeni. Podle pfedchozi véty je kazda kompo-
nenta f konstantni a tedy i f je konstantni. Proto je X vskutku jednobodova. O

30



14. Veroneseho zobrazeni

14. Veroneseho zobrazeni
Ozna¢me D + 1 pocet vsech homogennich monomu stupné d a uvazujme zobrazeni
P S PP (wg:imy) e (oo a® ) a|=d-

Ukézeme, zZe je to vlozeni na podvarietu, které fikame Veroneseho varieta. Pfedné je jasné,
7e se jednd o reguldrni zobrazeni, nebot nékters ze slozek a:id je vzdy nenulova. Podle véty
o uzavieném obraze je pak Veroneseho varieta vskutku projektivni varieta. PopiSeme nyni
inverzni zobrazeni. Pro xgl = 0 lze tuto inverzi reprezentovat jako

(i) e (2

Necht f € k%[zq,...,=,]. Potom varieta V(f) C P® ma ve Veroneseho vlozeni rovnici
f/ = 0, kterd je linedrni v souradnicich z®. Jinak feceno, obraz V(f) je prunik Veroneseho
variety s projektivni nadrovinou v PP.

Véta 14.1. Necht X je ireducibilni projektivni varieta majici vice neZ jeden bod. Pokud je f
libovolny nekonstantni polynom, pak X NV (f) # 0 a Xy = X NV (f) je afinni varieta.

Dikaz. Diky Veroneseho vlozeni muzeme predpokladat, ze f je linedrni. Pokud by XNV (f) =
(), znamenalo by to, ze X C PP \ V(f) = AP a X by byla afinni varieta, coz je mozné pouze
pro bod. Zaroven X ~\ V(f) C AP a je tedy afinni. O

Pro afinni variety predchozi véta trivialné neplati: libovolné dvé rovnobézné piimky v
roviné A? maji prazdny prinik, V(z1) NV (z; — 1) = 0.

Véta 14.2. Necht P € X je bod kvaziprojektivni variety X. Potom afinni oteviend okoli P,
tj. otevirend okoli izomorfni néjaké afinni varieté, tvori bazi okoli P.

Dukaz. Uvazujme nyni libovolné oteviené okoli U € P bodu P € X kvaziprojektivni variety
X. Potom X \ U je projektivni varieta neobsahujic{ P a existuje tedy homogenni polynom
fel(X\NU)NI(P). Proto P e Xy =X \V(f) CU a tedy afinni oteviena okoli tvoii bazi
okoli. O

Pfedchozi véta se hodi k lokdlnimu studiu kvaziprojektivnich variet, nebot muzeme vzdy
prejit k afinnim varietam.
15. Lokalni vlastnosti variet

Pro (ireducibilni) kvaziprojektivni varietu V' definujeme tzv. strukturni svazek jako soubor
algeber O(U) pro kazdou otevienou podmnozinu U C V,

OWU)={fek(V)]| f jeregularni na U, tj. dom f D U}

Je-li Uy C Uy, pak kazda funkce reguldrni na U; je zejména regularni na Uy a mame tedy
inkluzi ry,u, : O(U1) — O(Up). Pritom plati rypy = id a ry,u,Tv,v, = Tusu, & v takovém
pripadé mluvime o predsvazku algeber. (Jedna se o kontravariantni funktor z usporadané
mnoziny vSech otevienych podmnozin do kategorie algeber.)
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16. Grassmannovy variety

Nyni vysvétlime a dokdzeme vlastnost svazku. Ta zhruba iika, ze reguldrni funkce lze
definovat lokdlné, tj. mame-li néjaké pokryti U = |J U, tak ke kazdému systému f, € O(U,)
takovému, ze

TUaUg,Un o = TUaNUs,Us [

(podminka kompatibility — funkce se shoduji na pruniku jejich defini¢nich oboru), existuje
jedind f € O(U) takovd, ze ry,uf = fa- Tato vlastnost plyne jednoduse z toho, ze jsme
reguldrni funkce definovali jako funkce majici lokélné vyjddieni f1/ fo.

Nase pfedchozi vysledky fikaji napiiklad O(V') = k[V], O(V},) = k[V], pro afinni varietu
V a O(X) = k pro projektivni varietu X.

Definujeme lokdIni okruh variety X v bodé P € V jako

Op ={f €k(V)| f jeregularni v bodé P}

Jelikoz je raciondlni funkce g/h reguldrni v bodé P, pravé kdyz h(P) # 0, tj. pravé kdyz
h ¢ mp, lze ekvivalentné psat Op = k[V]n,. Diky tomuto ma Op jediny maximélni ideal

f)ﬁp:mpOP:{g/hEOp‘gemp}

a je to tedy lokalni okruh.

16. Grassmannovy variety

Grassmannova varieta G(k,n) ma velice bohatou strukturu. Za¢neme s tim, ze ji popiSeme
jako mmnozinu, teprve poté ji nadefinujeme jako projektivni varietu. Jako mnozina je G(k,n)
mnozina vSech k-rozmérnych podprostoru ve vektorovém prostoru K. Je-li (vy,...,vx) li-
nearné nezdvisld k-tice vektoru z K", pak oznatme [vy,...,v;] vektorovy podprostor jimi
generovany. Mame tak zobrazeni

(K™ D V(k,n) - G(k,n)

a G(k,n) je jisty kvocient definiéniho oboru V(k,n) (tj. mnoziny linedrné nezavislych k-tic
vektorti). Neni $patné si uvédomit, ze se jednd o kvocient podle akce grupy GL(k) linedrnich
izomorfismit K*, kterd ptsobi na k-ticich vektorti pomoci maticového nisobeni, tj. nahradf
tuto k-tici jinou, slozenou z odpovidajicich linearnich kombinaci,

('Ul, ooy Uk)(aij) = (Z ViQily ey Zviaik>-

Nasim cilem nyni bude G(k,n) popsat jako podmnozinu néjakého projektivniho prostoru. K
tomu vyuzijeme vnéjsi mocninu AFK” vektorového prostoru K”. Plati totiz, ze vnéjsi soucin
vy A --- A vy se pfi zméné baze zméni pouze vynasobenim skaldrem (konkrétné pii zméné o
akci matice A se soucin vynasobi det A). Zobrazeni

G(k,n) —)P(AkKn>, [’Ul,...,’l}k] — [’Ul/\"-/\’l}k]

je tedy dobte definované, nazyva se Pliickerovo vlozeni. Ukdzeme nyni, Ze je injektivni a jeho
obrazem je projektivni varieta. K obojimu se budeme snazit z tenzoru w = vi A - - - A vy, ziskat
zpét podprostor [v1, ..., vg]. Definujme zobrazeni

0ot K" — AMHKY v — w A
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16. Grassmannovy variety

Ziejmé plati
[v1,...,vK] = ker @,

nebot vy A - Awv, Av = 0, pravé kdyz vi,..., v, v jsou linedrné zdvislé. Z tohoto ihned
plyne injektivita Pliickerova vlozeni. PopiSme nyni jeho obraz pomoci polynomidlnich rovnic.
Hlavni ideou je, ze jadro zobrazeni ¢, ma vzdy dimenzi nejvyse k. Plati totiz:

Lemma 16.1. Jsou-li uq,...,u, linedrné nezdvislé, pak uq,...,u, € ker @,,, pravé kdyz
w:ul/\-w/\ur/\w’.

Diikaz. Doplime uq, ..., u, do baze K". Potom u;; A---Aug, s i1 < -+ < iy tvori bazi AFK™.
ZapiSeme-li w v této bézi, je podminka u; € kery,, tj. w A u; = 0 ekvivalentni tomu, ze
vSechny koeficienty u bazovych prvki, ve kterych se nevyskytuje u;, jsou nulové. Proto se ve
v8ech ¢lenech musi vyskytovat vSechna uq, ..., u, a w ma kyzeny tvar. O

Vidime tedy, ze obrazem Pliickerova vlozen{ jsou pravé ta w € AFK"™, pro néz ker ¢,
mé dimenzi alespon k (pfitom vétsi dimenzi mit nemuze) nebo ekvivalentné ¢, mé hodnost
nejvyse n — k. To lze Tict také tak, ze matice ¢, ma vSechny minory fddu n — k + 1 nulové.
Protoze jsou tyto minory polynomidln{ vyrazy v soufadnicich projektivniho prostoru P(AFK™),
je obrazem Pliickerova vloZen{ projektivni varieta. Odted budeme vzdy G(k,n) uvazovat jako
varietu v P(AFK™).

V nésledujicim budeme potiebovat, ze G(k, n) je ireducibilni. To se jednoduse vidi pomoci
zobrazeni v : V(k,n) — G(k,n) definovaného vyse. Toto zobrazeni je ziejmé reguldrni a
surjektivni (stacilo by i dominantni). Protoze je (K")¥, a tedy i V(k,n), ireducibilni, bude
ireducibilni i obraz G(k,n).

V nasledujicim se ndm bude hodit, ze zobrazeni v je oteviené. Zakladni piiklad otevieného
zobrazeni v topologii je projekce sou¢inu X x Y — X (v algebraické geometrii se toto musi
dokdzat znovu, protoze sou¢in ma vice otevienych mnozin). Jednoduchym zobecnénim jsou
pak tzv. bandly, které vypadaji jako soucin pouze lokdlné. Nase zobrazeni je bandl, jak za
chvili ukazeme.

Lemma 16.2. Necht X a Y jsou kvaziprojektivni variety. Pak je projekce X x Y — X
otevrend.

Drikaz. Tvrzeni staci dokdzat pro projektivni variety, protoze zizeni otevieného zobrazeni na
oteviené podmnoziny je oteviené. Necht je m : U C X x Y bdzova oteviend mnoZina, tedy
doplnék U = (X x Y) \ V(g) nulové mnoziny néjakého polynomu g = g(z,y). Potom x € X
nelezi v 7(U) prave kdyz g(x,—) je nulovy na celém Y, tj. g(z,—) € I(Y). To je ale linedrni
podminka na koeficienty g(z, —) € Klyo,. - . , Ym], které zavisi polynomidlné na x, ..., z,. 0O

Uvazujme podmnozinu U C V(k,n) danou k-ticemi (vy,...,vy), jejichz projekce do KF
tvoreného prvnimi k souradnicemi jsou linedrné nezavislé. Jejich vhodnou kombinaci, tj. vy-
nasobenim vhodnou invertibilni matici A, muzeme dosdhnout toho, ze tyto projekce tvoii
standardni bézi K*. To znamen4

_ A _ E
(v1,...,v5)A L= <B>A L= (BA_I) = (e1 +wi,..., e + wg)
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16. Grassmannovy variety

Potom [vi,...,vx] = [e1 + w1,...,ex + wg] a navic baze (e; + wi,...,ex + wg) uvedeného
tvaru (projekce do K* dévaji kanonickou bazi) je jedind. To znamens, Ze zobrazeni

(ank)k — G(k;,n), (wl,. . .,wk) — [61 +wy, ..., ek —i—wk]

je regularni bijekce a neni tézké napsat predpis pro jeho inverzi, kterd je regularni na jisté
oteviené mnoziné U C G(k,n), konkrétné na obraze predchoziho zobrazeni. Vzhledem k
tomu, jak jsme tento izomorfismus odvodili, je ziejmé, ze v(U) = U a pii uvedené identifikaci

U = (K" *)* m4 zobrazen{ piedpis
A 1
<B> — BA™".

A¢ to tak na prvni pohled moznd nevypadd, jedna se o projekci. To je ddno tim, ze U~

(K"=F)¥ x GL(k) pomoci
(g) — (BA™L A).

Shriime situaci nasledujicim diagramem

KRk GL(k) = U < V(k,n)
K(n—k)k ~ U ¢ G(k,n)

Konstrukci lze provést i s jinymi slozkami nez pravé s prvnimi k. Vzniklé mnoziny U pokryvaji
G(k,n) a mnoziny U pokryvaji V(k,n). Jelikoz je kazdé ztazeni U — U oteviend, jednoduse
se ukaze, ze i celé v : V(k,n) — G(k,n) je oteviené.

Projektivni verze Grassmannovy variety je varieta k-rozmérnych projektivnich podpros-
toru, kterym budeme v dalsim fikat k-roviny, v P". To je ale to samé, co (k + 1)-rozmérné
vektorové prostory v K1 budeme tedy znadcit

G(k,n)=G(k+1,n+1).

Nad G(k,n) krom V(k,n) existuje jesté celd fada dalsich bandlu (pficemz vSechny v jistém
smyslu vzniknou z V(k,n) — jsou k nému tzv. asociované). My budeme potiebovat nésledujici
“tautologicky bandl”

Y ={(A,z) € G(k,n) xP" |z € A} C G(k,n) x P"
Pomoci ¥ definujme pro projektivni varietu X C P" tzv. incidenéni varietu Cx(X) jako
Ch(X)={A e G(k,n) | XNA#0} CG(k,n).
Ukéazeme nyni, ze se skuteéné jednda o variety. V ptipadé X to plyne z nasledujiciho
(w], [v]) € E<= wAv=0.

Oznacime-li projekce m1 : X — G(k,n) a 2 : ¥ — P, pak Cr(X) = m1(m5 (X)) a jde tedy
také o projektivni varietu. Poznamenejme, ze ¥ — G(k,n) je opét bandl s fibrem P*.

Rekneme, 7e obecny bod z variety X mé vlastnost P, jestlize mnozina bodi z € X
majicich tuto vlastnost je oteviend husta (v piipadé ireducibilni X tedy oteviend neprazdna)
nebo obecnéji, pokud mnozina bodt z € X majicich tuto vlastnost obsahuje néjakou otevienou
hustou podmnozinu.
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17. Dimenze

Tvrzeni 16.3. Je-li k > 1, tak obecnd k-rovina obsahuje obecnou l-rovinu a obecnd l-rovina
je obsaZena v obecné k-roviné.

Diikaz. Necht U C G(I,n) je oteviend neprazdnd. Smysl prvniho tvrzeni je, Ze mnozina
V={AeG(k,n) |IT €U : T C A}
je oteviend neprizdna. Uvazujme nésledujici zobrazeni
§: KOHDEHD 5 G(1,n)

posilajici (k + 1)-tici vektort (vo,...,vg) na l-rovinu [vg,...,v]. Potom V = ~v(6~1(U)) a
prvni tvrzeni plyne z otevienosti . Druhé tvrzeni se ukdze podobné z otevienosti § (ta plyne
z toho, Ze to je slozeni projekce a v pro [-roviny). ]

17. Dimenze

Definice 17.1. Rekneme, 7e projektivni varieta X C P m4 kodimenzi nejvyse k, jestlize
kazdy k-rozmeérny projektivni podprostor (zkracené k-rovina) A C P” protind X . Samoziejmeé
pak X ma kodimenzi praveé k, jestlize navic existuje (k — 1)-rovina disjunktni s X (tedy X
nemd kodimenzi nejvyse k + 1). Dimenzi{ variety X pak nazveme ¢islo d =n — k.

Zabyvejme se nyni (k—1)-rovinami v piipadé, ze X ma kodimenzi k. Podle definice existuje
néjaka, ktera je disjunktni s X. Ukdzeme nyni, ze ve skuteénosti obecnd (k — 1)-rovina bude s
X disjunktni. Uvazujme tedy varietu incidence Cp_1(X). Ta je uzaviena a podle predchoziho
také vlastni, takze jeji komplement

G(k - 1,77,) ~N Ckfl(X),

sklddajici se préave z (k—1)-rovin disjunktnich s X, tvoii otevienou neprazdnou, a tedy hustou,
podmnozinu.

Lemma 17.2. Dimenze projektivni variety X je rovna mazimu z dimenzi jejich ireducibilnich
komponent.

Diikaz. Oznaéme komponenty X;. Jelikoz je kazda X; obsazena v X, plyne piimo z definice, ze
dim X; < dim X. Pfedpokladejme, ze je tato nerovnost striktni pro v8echna ¢. Potom obecna
k-rovina je disjunktni s kazdou X; a tedy i s X. To je spor s tim, ze kodimenze X je k. [

Je-li A nyni k-rovina, obsahujici néjakou “obecnou” (k—1)-rovinu, tedy takovou disjunktn{
s X. Potom X N A musi byt koneéna, jelikoz je disjunktni s projektivni nadrovinou a je tedy
afinni. Ve skutecnosti opét plati, ze mnozina vSech k-rovin majicich koneény prunik s X tvoii
otevienou neprazdnou podmnozinu. To je proto, ze obecnéd (k — 1)-rovina je disjunktni s X
a tedy obecnd k-rovina A obsahuje (k — 1)-rovinu disjunktni s X. To ale znamend, ze prunik
X N A C A musi byt koneény, protoze je disjunktni s néjakou nadplochou a je tedy afinni.

Ve skutecnosti plati, ze pocet pruseciki X N A je pro obecnou k-rovinu maximélni mozny
a roven stupni variety X.
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17. Dimenze

Priklad 17.3. Ve dvou trividlnich (extrémnich) pfipadech, lze zcela charakterizovat variety
urcité dimenze. Podle definice varieta X C P™ m4a dimenzi 0, tj. kodimenzi n, pravé kdyz
kazdd n-rovina (ta existuje jedind a to P™) protne X, tedy X je neprazdnd, a navic existuje
(n — 1)-rovina, ktera je s X disjunktni. Potom je ale X afinni a tedy kone¢n4.

Varieta X C P"” m4 dimenzi n, tj. kodimenzi 0, pravé kdyz kazda 0-rovina, tj. bod, protina
X. To ale znamend, ze X = P".

V soucasné chvili neni viibec jasné, zda dimenze zavisi pouze na varieté, nebo i na jejim
vlozeni do P". K tomu, abychom tuto nezavislost ukazali, bude potfeba dimenzi popsat jinym,
invariantnim zpusobem. Necht P je libovolny bod (k — 1)-roviny A C P" disjunktni s X.
Uvazujme projekci z bodu P. To je regularni zobrazeni

m:P"{P} — prt
dané volbou nadroviny I' C P". Obraz 7(Q) je potom jediny prisecik pifmky PQ s I' = P71,
Ve vhodnych soufadnicich, ve kterych P = (0:---:0:1) a ' = P" ! m4 7 predpis
(ot rmp) = (ot Tp1).

Ukézeme nyni, ze obraz 7(X) ma stejnou dimenzi jako X. Zaroven porovname dals{ invari-
ant, stupen transcendence trdeg K(X) télesa K(X) racionalnich funkci na X. Jednd se o
maximalni pocet prvku K(X) algebraicky nezdvislych nad K. Jsou-li tyto prvky aq,...,as, je

K(ay,...,as) izomorfni podilovému télesu okruhu polynomu v s proménnych. Kazdy prvek
K(X) je algebraicky nad K(ay,...,as). Jelikoz je K(X) konetné generované, je uz rozsiteni
K(X) : K(a,...,as) koneéné. Plati, ze libovolny maximélni systém algebraicky nezéavislych

prvku mé stejny pocet.

Tvrzeni 17.4. Plati dim7(X) = dim X a trdegK(7(X)) = trdeg K(X).

Dikaz. Prvné si uvédomme, ze pro prvni rovnost chceme dokazat codim w(X) = codim X —1.
Necht tedy A C P*~! je libovolnd (k—1)-rovina. Potom 7! AU{P} je k-rovina a proto protind
X. To ale znamend, ze A protind m(X). Zaroven w(A) je (k — 2)-rovina disjunktni s 7(X),
protoze A je disjuktni s X.

Pro vypocet stupnu transcendence pripomenme, ze K(X) je generované x1/xy, ..., zn /o,
kde ptredpokldddme, Ze zp neni nulové na X, tj. zy & I(X). Zobrazeni X — 7(X) je dom-
inantni, lze tedy chapat K(X) jako rozsifeni K(7(X)). Jako takové je generované jedinym
prvkem z,,/xg. Uvdzme libovolny homogenni polynom f € I(X) stupné d, ktery je nulovy na
X, ale nikolivna P = (0:---:0:1). To znamen4, Ze jeho koeficient u z¢ je nenulovy a fakt,
ze f/xd = 0 v K(X) vyjadiuje piesné, ze prvek z,/zo je algebraicky nad K(m(X)). Je tedy
rozsireni K(X) : K(7(X)) kone¢né a proto se stupné transcendence rovnaji. O

Pozndmka. Tady by se asi hodilo Fict, ze obraz 7(X) je uzavieny, takze muzeme
pouzivat nas$i stavajici definici dimenze.

Dausledek 17.5. Plati dim X = trdeg K(X).
Diikaz. Dukaz provedeme indukei vzhledem ke k = codim X. Pro k = 0 mame X =P" a
trdeg K(X) = trdeg K(z1/x0,...,2n/20) = n = dim X.
Je-li X vlastni podvarieta, zvolime projekci 7 jako vySe a dostdvame
dim X = dim7(X) = trdeg K(7(X)) = trdeg K(X)
podle pfedchoziho tvrzeni a indukéniho predpokladu. O
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17. Dimenze

Tvrzeni 17.6. Necht f: X — Y je surjektivni obecné koneéné zobrazeni mezi ireducibilnimi
kvaziprojektivnimi varietami a X ; X vlastni podvarieta. Potom f(Xo) ;Cé Y je také vlastnt
podvarieta.

Diikaz. Prvné muzeme Y nahradit libovolnou afinni otevienou podmnozinou, napiiklad Y, =
Y N\ V(g), a X piislusnym vzorem X,r = X \ V(gf), ktery je také afinni. Poté mizeme X
nahradit grafem I'y, takze f je tim padem ziZenim projekce A™ — A". Na zdvér si uvédomme,
ze staci dokazat tvrzeni v piipadé m = n 4+ 1, protoze obecny ptipad je kompozici takovych
projekci. Jsme tedy v situaci, kdy

XCA™ YCA" a f(x,...,2041) = (T1,...,2).

Piedpokladejme sporem, ze f(Xp) = Y. Potom K(Xy) i K(X) lze povazovat za rozsifeni
K(Y). Ukézeme prvné, ze jsou to algebraickd rozsiteni: jelikoz je f obecné kone¢né, existuje
h € I(X), které je nenulové na néjakém bodu f~1(Y) \ X. Po vyjadieni

h:ao(ml,...,mn)xiﬂ+---—|—ad(x1,...,mn)

je pak ziejmé, ze néjaky koeficient a; ¢ I(Y') a generdtor x,1 € K(X) je tedy algebraicky
nad K(Y).

Zvolme minimalni polynom x,; € K(X) nad K(Y'), po vyndsobeni vhodnym nenulovym
polynomem z K[Y] miizeme dosdhnout toho, Ze je tento prvkem KI[Y][t] = K[f~*(Y)],
oznacme jej opét h. Jelikoz plati h(z,+1) = 01 v K(Xj) a h je ireducibilni, musi byt h zaroven
minimélnfm polynomem x,41 € K(Xo) nad K(Y). Necht nynf g € K[f~1(Y)] je libovolny
nulovy na Xy. Potom po vynésobeni néjakym nenulovym b € K[Y] plati h | bg diky mini-
malité h. Je tedy f~1(V(b))UV(g) D V(h) D X. Jelikoz je I(Xy) generované koneéné mnoha
g1 -, gr dostavame f=H(V (by)U---UV (b,))UXy 2 X. Proto Xo 2 X~ (V(b1)U---UV (b)) =
Xp,.p, je hustd v X. O

Disledek 17.7. Je-li Xog C X podvarieta projektivni variety X, kterd neobsahuje Zddnou jeji
komponentu, pak dim Xg < dim X.

Dukaz. Staci se omezit na ptipad, kdy X je ireducibilni a tedy X vlastni podvarieta. Pfipo-
merime surjektivni obecné koneéné zobrazeni 7 : X — P? dané opakovanou projekei z bodi.
Podle ptredchoziho tvrzeni je 7(Xp) ; P? a m4 tedy dimenzi

dim Xy = dim7(Xp) < d = dim X. O

Veéta 17.8. Je-li X projektivni varieta a V(f) nadplocha neobsahujici Zidnou komponentu
X, pak plati dim(X NV (f)) = dim X — 1.

Dikaz. Podle predchoziho dusledku je jisté dim(X NV (f)) < dim X —1. Predpoklddejme nyni,
ze je tato dimenze striktné mensi. Potom existuje (k + 1)-rovina A disjunktni s X NV (f).
Potom ale X N A musi byt koneénd (lezi totiz v afinnim A \ V(f)) a jisté lze najit k-rovinu
I' C A, kterd bude s X disjunktni. To je ale spor s tim, ze k je kodimenze X. O

Poznamka. V piipadé ireducibilni projektivni variety X pfedchozi véta iikd, ze mazimum
z dimenzi{ komponent X N V(f) je rovno dim X — 1. Ve skute¢nosti ale plati, ze vSechny
komponenty X NV (f) maji dimenzi dim X — 1 nebo ekvivalentné, ze toto tvrzeni plati také
pro kvaziprojektivni variety.
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17. Dimenze

Dausledek 17.9. KaZdd ireducibilnd projektivni varieta X C P™ dimenze n — 1 (tj. kodimenze
1) je nadplocha, tj. X =V (f).

Dikaz. Je-li f € I(X) libovolny homogenni polynom, pak X C V(f). Protoze je X ire-
ducibilni, lezi v nékteré ireducibilni komponenté V'(f). Protoze jsou obé ireducibilni a téze
dimenze, musi byt X = V(f). O

Dausledek 17.10. KaZdijch n homogennich polynomai md spolecnij nenulovy koren, tj. () #
V(fi,..., fa) CP".

O poctu téchto feseni pak mluvi Bezoutova véta, kterou dokazeme pozdéji.
Pomoci pfedchozi véty lze dimenazi ireducibilni projektivni variety X charakterizovat jako
“délku” d nejdelsiho fetézce
0C XSS Xg=X

ireducibilnich variet (index znaé¢i kodimenzi). Podle pfedchoziho dusledku mé totiz kazdy
fetézec délku maximalné d. Podle pfedchozi véty pak lze najit X1 & Xo dimenze piesné d — 1
a indukei pak fetézec délky d. V feéi souradnicovych okruhti méa tato charakterizace nésledujici
vyjadfeni, ve které je nyni X ireducibilni afinni varieta. Dimenze X je rovna tzv. Krullové
dimenzi K[X], kterd je definovdna jako “délka” d nejdelsiho fetézce

0=1G- G I; G K[X]

prvoidedlu v K[X].
Tato definice ma tu vyhodu, Ze je vyjadiena v fe¢i variety samotné a nezavisi na jeho
vlozeni do projektivniho prostoru a je tedy zjevné invariantni vzhledem k izomorfismtm®.

Pomoci této charakterizace nyni dokazeme nésledujici vétu vhodnou pro poéitani dimenzi.

Véta 17.11. Necht je f: X — Y surjektivni zobrazeni mezi projektivnimi varietami takové,
%e d = dim f~1(y) nezdvisi na y € Y. Potom

dim X =dimY +d.

Diikaz. Muzeme predpoklddat, ze Y je ireducibilni — jinak ji rozlozime na ireducibilni kom-
ponenty. Necht Y, g Y je libovolnd komponenta Y NV (g), kde g neni nulovd na Y a polozme
Xo = f~1(Yp). Ma-li Yy maximélni dimenzi dimY — 1, dostdvdme indukei na Xo — Yp, Ze

dimX >dimXg—1=dimYy+d—1=dimY +d.

Necht naopak Yj je komponenta, jejiz vzor Xog = f~!(Yy) obsahuje komponentu X NV (gf)
maximalni dimenze dim X — 1. Potom

dimX =dimXyg—1=dimYy+d—1<dimY +d.
O

LUkézeme nyni, Ze je invariantni i vzhledem k biraciondlnim ekvivalencim. To je do jisté miry jasné u stupné
transcendence, nedokdzali jsme vsak, Ze ten je dobfe definovany. Necht 7 : X — P? je néjakd obecné koneénd
projekce, kde X je ireducibiln{ projektivn{ varieta. Nechf U C X je néjaka oteviend mnozina. UkdZzeme, Ze
dim U = dim X (v definici pomoci délky fetézcu). Zfejmeé kazdy ostie rostouci fetézec uzavienych ireducibilnich
podmnozin U zaddvéa pomoci uzavéru ostie rostouci retézec uzavienych ireducibilnich podmnozin X. Je tedy
dim U < dim X. Pro opa¢nou implikaci staci najit ireducibilni nadplochu Y C X, ktera nebude lezet v X \U a
pouzit indukei na YNU C Y. Podle pfedchoziho je (X \U) vlastni uzaviend mnozina. Zvolme v P? libovolnou
nadrovinu A nelezici v 7(X \ U) a nechf Y je libovolnd komponenta 7~ '(A), kterd se zobrazi surjektivné na
A. Potom 7 : Y — A je opét obecné koneénd projekce a muzeme pokracovat indukei.
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17. Dimenze

Priklad 17.12. Spocitejme dimenzi Grassmannovy variety G(k,n) elementdrnim zpusobem.
Uvazme zobrazeni

v:V(k,n) — G(k,n), (vi,...,v5) — [v1,..., 0]

s definiénim oborem V' (k,n), ktery neni projektivni, ale pouze kvaziprojektivni — chtélo by
to vSechno zobecnit, snad nékdy piisté. Jelikoz se jedné o otevienou podmnozinu v K™, je
dim V' (k,n) = nk. Spo¢itejme dimenzi fibru f~1(A). Ten se zjevné sklad4 pravé ze viech bazi
A alze jej tedy ztotoznit s otevienou podmnozinou K ¥ a mé4 dimenzi k2. Proto

nk = dim V(k,n) = dim G(k,n) + k*
a koneéné dim G(k,n) = nk — k* = k(n — k).

Priklad 17.13. Kazda projektivni varieta X C P™ je biraciondlné ekvivalentni nadplose.
Predpokladejme, ze X ma kodimenzi alespon 2 a hledejme projekci

7 P"~{P} — P71,

z n&jakého bodu P tak, aby ztzeni 7 : X — 7(X) mélo v obecném fibru jediny prvek.
Podle véty o obecné koneénych zobrazenich je pak 7 : X — 7(X) biraciondlni ekvivalence
(na trovni téles raciondlnich funkci se jednd o rozsifeni stupné jedna). Zabyvejme se proto
mnozinou vSech piimek protinajicich X. To je presné C1(X) a md dimenzi d + n — 1, nebot
varieta incidence ma tuto dimenzi (projekce na X m4 fibry dimenze n — 1) a projekce na
C1(X) ma obecné konecné fibry.

Zabyvejme se nyni podmnozinou Cy (X) téch piimek, které protinaji X ve vice jak jednom
bodé. Uvazujme zobrazeni (X x X))\ A — G(1,n) posilajici dvojici bodu (z,y) na piimku zy.
Jeho obraz (pfesnéji fe¢eno uzaveér tohoto obrazu) ma dimenzi nejvyse 2d < d +n — 1. Proto
obecna piimka z C;(X) protind X v jediném bodé. Uvazujme nyni varietu dvojic (P, p), kde
P je bod lezici na piimce p, kterd protind X. Podmnozina téch dvojic (P,p), kde p protina
X v jediném bodé ruzném od P je podle predchoziho oteviend a neprazdnd. Libovolny bod
P vyskytujici se v néjaké takové dvojici pak bude spliovat, ze projekce z néj bude po zuzeni
na X obecné injektivni.

Véta 17.14. Necht f: X — Y je zobrazeni mezi projektivnimi varietami a poloZme
d = min{dim f~'(y) | y € Y}.

Potom mnozina U = {y € Y | dim f~!(y) = d} je neprdzdnd oteviend. Jsou-li obé X, Y
ireducibilnt, pak plati dim X = dimY + d.

Diikaz. Nahradme X C P grafem f a zobrazeni f pak projekei
g: Ty CP'"xY —Y.

Necht minimélni dimenze fibru je d = dim f~!(y). Zvolme libovolnou (n — d — 1)-rovinu
A C P" disjunktni s f~1(yo). Potom U zfejmé obsahuje kopmlement vlastni uzaviené mnoziny
Yo = g(Ty N (A xY)), tj. mnozinu téch y € Y, pro néz je f~'(y) disjunktni s A.

Ukazeme nyni, ze U je skutetné oteviend. Kdyby (Y ~\ Yp) ; U, zuzime f na Y; a
pouzijeme piedchozi tvrzeni znova. Opét tedy mnozina téch y € Yp, pro néz je dim f~!(y)
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18. Blow-up

minimalni, obsahuje komplement néjaké vlastni uzaviené mnoziny Y; ;Cé Yy. Protoze je prostor
Y Noetherovsky, musi se posloupnost Yj 2 Y1 ; ... stabilizovat od néjakého Y,, a tedy
U =Y \Y, je oteviena.

Je-li nyn{ Y ireducibilni, tak zizenfm na U dostavame f : f~1(U) — U spliiujici piedpo-
klady pfedchozi véty. O

Zajimavym dusledkem je néasledujici.

Dusledek 17.15. Necht f : X — Y je zobrazeni mezi projektivnimi varietami takové, Ze
viechny fibry f~1(y) maji tutéz dimenzi. Jsou-li Y a viechny fibry f=(y) ireducibilni, je
wreducibilni 1 X .

Diikaz. Nechtf X = X1U---UX, je rozklad X na sjednoceni ireducibilnich komponent a necht
fi : Xi — Y znadi zizeni f na jednotlivé komponenty. Ozna¢me d; minimalni dimenzi fibru f;
anechf d; je maximéln{ z nich. Podle pfedpokladu je pak dimenze f; *(y) konstantni a rovna
dimenzi f~1(y). Z ireducibility fibrii pak f; Y(y) = f~1(y) a tedy X = X je ireducibilni. [

Pozndmka. Shafarevich ma kapitolku 1.5.3 o kone¢nych zobrazenich f: X — Y mezi afinnimi
varietami X, Y. Ta jsou definovdna pomoci tak, ze k[X]| je intergralni nad k[Y] (ekviva-
lentné koneéné). Potom ma vétu, ze takové zobrazeni musi byt nutné surjektivni (vyuziva
Nakayamovo lemma a néjakou algebru) s dusledkem, ze kazdé konecéné zobrazeni je uzaviené.
Daéle ukdaze lokalnost této podminky a definuje ji obecné pro zobrazeni mezi kvaziprojek-
tivnimi varietami. Potom ukaze, ze kazdé dominantni zobrazeni obsahuje ve svém obraze
néjakou neprazdnou otevienou. Pak zkonstruuje kone¢nou projekci (viz vyse) a zobecni to na
nelinearni ,,projekce”.

18. Blow-up

Necht X C A" je ireducibilni afinni varieta dimenze alespoii 1 a Py € X jeji bod; pro
jednoduchost budeme pfedpoklddat Py = 0. Definujeme blow-up variety X v bodé Py jako
uzaver
{(P)|PeX,Pct}CA" xP" 1,

znacime jej X.

Tecny kuzel variety X v bodé Py je afinni kuZel na pruniku tohoto blow-upu s rovinou
P = 0 (piimky ¢ jsou seény X prochézejici Py, takze tecny kuzel sestava z te¢en prochézejicich
R).

Zabyvejme se nyni rovnicemi zadavajicimi blow-up a teény kuzel. Oznacime soutadnice
na A" jako x; a homogenni soufadnice na P"~! jako ;. Pak polynom g(x,7), homogenni v
proménnych Z; stupné d, je nulovy na X, pravé kdyz 0 = g(z, tx) = tg(x, z) pro kazdé z # 0,
t # 0. Predpoklddame-li dale, ze X # {Py}, je to ekvivalentni g(x,z) = 0, tj. g(x,x) € I[(X).
Pisme g(z,2) = }|,/=q 9a(®)Z, pak rovnice tetného kuzele jsou

0=g(0,z) = Z 9a(0)z%,

la|=d

coz je zjevné bud nulovy polynom nebo inicidlni ¢len (¢len nejmensiho stupné) polynomu
f(x) = g(x, x); znacime jej f(x)in. Vidime tedy, ze teény kuzel X v bodé Py =0 je

VA (fin | f € I(X)).
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19. Te¢ny prostor

Piiklad 18.1. Zabyvejme se kiivkou V(32 — 23 — x2). Jeji tecny kuzel v pocatku je V(3% —
2?) = V(y—z)UV (y+z) (inicidlnf ¢len libovolného ndsobku f = 3% — 23— 23 je ndsobkem fiy)
a je sjednocenim dvou piimek které bychom jisté chtéli za teény povazovat. V dalsi kapitole
definujeme te¢ny prostor a uvidime, ze ten je dvourozmeérny. Tecny kuzel tedy 1épe vystihuje
intuitivni predstavu o te¢nach.

_ Protoze je X biraciondlné ekvivalentni s X \ /) a ta zase s otevienou hustou podmnozinou
X, ma blow-up X stejnou dimenzi jako X a je také ireducibilni. Pfitom te¢ny kuzel je afinni
kuzel na pruniku s nadplochou x = 0; tento prunik mé dimenzi dim X — 1 a proto teény kuzel
ma opét dimenzi dim X.

Zabyvejme se nyni rovnicemi zaddvajicimi blow-up jesté jednou. Necht f = f; + hot a
pisme f pro libovolny polynom vznikly z f tim, ze v kazdém jeho ¢lenu nahradime libovolnych
d proménnych z; proménnymi z;. Ozna¢me J idedl generovany mnozinou

J = (i — @i i, j=1,...,n}U{f | f € [(X)}).

Tvrdime nyni, ze X = V(J). Zjevné X CV(J)apro (z,[F]) € V(J) s 2 # 0 je nutné & = tx
nenulovy nésobek z a proto f(z,7) = f(z,tx) = t*f(x), takze € X a tedy (z, [2]) € X.
Zbyva tedy ovéfit, ze X a V(J) se shoduji i pro x = 0. Podle pfedchoziho uz zndme tecny
kuzel a je jasné, ze (0, [z]) € V(J) musi spliovat f(0,7) = fin(Z), takze opravdu (0, [z]) € X.

Piiklad 18.2. Vratme se jeste ke kiivee X = V(y? — 23 — 22) a popisme jeji blow-up v
pocatku. Podle piedchoziho je X = V(ay — yz,3? — 222 — 72).

Zajimavy je popis v néjakém afinnim kusu A? x P!, konkrétné pro T = 1, § = t je
y = % = xt. Potom rovnice vychdzi t> — 2 — 1 a bude se jednat o parabolu, zejména nebude
obsahovat zddnou singularitu. Obecné pro kiivku X plati, ze opakovanou aplikaci blow-upu
v bodech singularity dostaneme po konecném poctu kroku nesinguldrni kiivku.

Blow-up A2 je pokryt afinnimi prostory nasledujicim zpusobem:
A2 B2 (s,0) o (s(1,8),(1: 1))
(s inverzi ((z,y), (% : 7)) — (#,7/F)). V této mapé je pak X popséno rovnicemi f(s, st,1,t).
Predpokladame-li, ze puvodni polynom f obsahoval néjakou mocninu z¢ (v opaéném piipadé
by byl f =y f rozlozitelny; lze fesit pro kazdou komponentu zvlast), pak bude tato nahrazena
z¢74%% v f a posléze s°~¢. Po koneéném mnozstvi blow-upi pak bude tento polynom nizstho
inicidlniho stupné a po dalsim koneé¢ném mnozstvi blow-upu pak dokonce linedrni.

19. Tecny prostor

Definujme pro idedl I C K[zy,...,x,] jeho linedrni ¢ast v bodé P € A" jako

19 = {df(P) | fe1},

kde df(P) = 2 dzg + -+ 2 dz,, (a kde dw; = 2; jakozto linedrni forma na k™). Tecny
prostor TpX ireducibilni afinni variety X v bodé P € X je nasledujici rovina

TpX = {v € K" | Vo € (X)) : a(v) = 0}.
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19. Teény prostor

Bod P € X se nazyva nesinguldrni nebo hladky, jestlize dimTpX = dim X (ekvivalentné
CpX =TpX). Dudlni prostor k TpX je izomorfni
TpX =KO[2y, ... 2,]/1(X)Y,

je totiz zobrazeni KM [zy,... z,] = (K")* — (TpX)* (dané zizenim linedrni formy na
podprostor) surjektivni s jddrem prave I(X )g).
Zabyvejme se nyni kratce teénym prostorem projektivnich variet. Uvazujme zobrazeni

k" {0} = P, v [u].

V afinni mapé U; se jednd o zobrazeni (zg,...,xn) — (2o/Tiy .. Ti/T4y ..., Tn/T;) a tedy
jeho diferencidl ve v = (vp, ..., v,) je surjektivni s jddrem danym
(dzov; — dzsvo) /x> =0, i= 0,....4,...,n.

Resenfm této soustavy jsou pravé nasobky v, tedy k™+1/[v] = Tj,P", nezdvisle na volbé
afinni mapy. Pro f homogenni stupné d zjevné plati

d- f onxo_‘_ + f
a po dosazeni bodu [v] € V(f) pak
0=d-f(v) =YD v+ + Y0, = df()v.

Zejména je tedy diferencidl df(v) nulovy na celé piimce [v] a proto muzeme polozit

T[U]X = ﬂ ker df(v)/[v],
fel(X)

pripadné pak jeho projektivni rozsifeni, tj. projektivni podprostor V(I(X )[(;}))

Veéta 19.1. MnozZina nesinguldrnich bodi ireducibilng kvaziprojektivnd variety tvoii neprdzdnou
otevirenou podmnozinu.

Dausledek 19.2. Dimenze ireducibilni variety X je rovna dim X = min{dim7pX | P € X}.

Dukaz. Popisme prvné mnozinu téch bodu P, pro néz ma TpX minimalni dimenzi d =n — k
ze viech teénych prostoru. Ta je ddna tim, ze néjakych k diferencialu df;(P),...,dfx(P)
je linedrné nezavislych, kde fi,..., fr € I(X), tedy nenulovosti néjakého determinantu. Je
tedy vskutku oteviena. Zbyva ukazat, ze je d dimenze X. K tomu pouzijeme nésledujici
charakterizaci.

Tvrzeni 19.3. Teény prostor TpX afinni variety X je dudlni k mp/m%D = imp/f)ﬁ%;, kde
mp C K[X] je mazimdlnt idedl prislusny bodu P a Mp C Ox p je mazimdini idedl lokdlniho
okruhu X v P.

Ptred dukazem tohoto tvrzeni dokonéeme dukaz véty. Z lokalni charakterizace te¢ného
prostoru plyne, Ze je invariantni vaéi izomorfismim variet. Z otevienosti mnoziny bodu,
kde dimTpX je minimélni, pak plyne, ze toto minimum je dokonce invariantni vzhledem k
biraciondlnim ekvivalencim. Protoze je kazda varieta biracionalné ekvivalentni s nadplochou,
sta¢i rovnost d = dim X ovéfit pro ireducibilni nadplochu X = V(f) (tj. f je ireducibilni
polynom). Pfitom je ziejmé, ze plati TpX = ker df(P) a staci tedy ukdzat, ze diferencial d f
je v néjakém bodé nadplochy X nenulovy. Protoze ma ale %fi mensi stupen nez f, plyne z

g—gi € I(X) = (f), ze % =0 a f je potom konstantni, coz je spor s ireducibilitou. O
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20. Konec¢na zobrazeni

Vratme se nyni k dikazu tvrzeni.

Dikaz Tvrzeni 19.3. Definujme prvné diferenciél polynomialni funkce f € K[X] v bodé P €
X, df(P): TpX — K, jako zuzeni diferencidlu libovolného rozsifeni na polynomidlni funkei
na A", tj. polynom. Jelikoz se kazdé dvé takové rozsiteni lisi o prvek I(X), jehoz diferenciél je
nulovy na TpX, je df(P) dobfe definovany. Je-li f € m%, tedy soucet polynomidlnich funkef
tvaru gh, kde g,h € mp jsou nulové v P, pak podle Leibnizova pravidla

df(P) = d(gh)(P) = g(P)dh(P) + h(P) dg(P) = 0.
0 0

Méme tedy dobfe definované zobrazeni
DP : mp/m%g — (TPX)* = K(l)[aﬁl, - ,xn]/I(X)g)

Jelikoz je kazda linedrni funkce « diferencidlem afinni funkce a—a(P) € mp, je Dp surjektivni.
Pro injektivitu necht f € mp. Tayloruv ,rozvoj“ v bodé P (ve skutecnosti polynom) davd

f(@) = f(P) +df(P)w =P+,
g

kde dalsi cleny jiz zjevné lezi v m?g, protoze vzdy obsahuji sou¢iny alespon dvou linearnich
¢initeld (z; — z;(P)) € mp. Je-li tedy df(P) = 0, pak f € m% a Dp je izomorfismus. O

Pozndmka. Tayloruv polynom (a rozvoj) v reguldrnim bodé ptes lokalni parametry, lokalni
parametrizace (jakozto formdlni fada). Aplikace na biraciondlni invarianci dimenze ve smyslu
délky nejdelsiho fetézce ireducibilnich podvariet. Definice stupné protinani dvou rovinnych
kiivek v bodé.

20. Konec¢na zobrazeni

Definice 20.1. Polynomidlni zobrazeni f: X — Y mezi afinnimi varietami se nazyva konecné,
jestlize indukované zobrazeni f*: k[Y] — k[X] déld z k[X] koneénou k[Y]-algebru.

Lemma 20.2. Zizeni konecného zobrazeni f: X — Y na libovolnou afinni oteviFenou podmnoZinu
Y, C Y, tj. zobrazeni f:Y; — Xpy, je opét koneéné. Analogicky ziZeni na libovolnou
uzavienou podmnozinu Z CY je konecné.
Diikaz. Dokézeme prvni ¢ast, druhd je jednodussi. Zuzeni ze znéni lemmatu indukuje
ST kY] = k[Y]n — k[X]ny = k[Xg].
Je-li k[Y]-modul k[X] generovan prvky z1,..., 2, pak pro g/(hf)* € k[X]ss plati
g/(Rf)F = (w1 (i f) + -+ @n - () /(R)* = 21 (B /BE)f) + - A @ - ((ha/2") )

a k[X]py je tedy také generovan xq,. .., xy,. O
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20. Konec¢na zobrazeni

Protoze je k[X] konecnd k[Y]-algebra, je kazdy prvek integralni, zejména pak kazda
soufadnicova funkce x; je kofenem

" af) + -+ tlag f) + arf =0,

kde a; € k[Y]. Pro kazdou volbu @ € Y je tedy z; kofenem normovaného ¢iselného polynomu
a existuje tedy pouze kone¢né mnoho bodit P € f~1(Q). Obrécené tvrzeni neplati, napiiklad
projekce V(zy — 1) — Al m4 konecné fibry, ale na tirovni algeber indukuje zobrazen{ k[x]
k[z, 27!, které neni koneénou algebrou.

Nakayamovo lemma je zdsadni pomuckou pro dikazy s koneénymi zobrazenimi.

Veéta 20.3. Je-li ziZent requldrniho zobrazeni f: X — Y konecné na néjakém okoli kazZdého
bodu Q €Y, pak [ je konecné.

Diikaz. Necht f*: k[Y},] — k[X},f] je konetnd algebra, jako modul generovand g;i, ..., gis €
k[ X4, f]. Po vyndsobeni vhodnou mocninou h; f 1ze docilit toho, Ze g;1, ..., gis jsou regularni
na celém X. Necht Y =Y}, U---UY}, . Potom tvrdime, ze k[X] je jako k[Y]-modul generovana
gij- Pro g € k[X] plati ghik" € k[Y][gi1, -, gis]. Protoze viak Y}, pokryvaji Y, plati podle
Hilbertovy véty o nuldch 1 € (hlkl, o B

g€ (gh™, ..., ghtr) Ck[Y][gi]- o

Definice 20.4. Rekneme, 7e reguldrni zobrazeni f: X — Y mezi kvaziprojektivnimi vari-
etami je konecéné, jestlize existuje pokryti Y afinnimi otevienymi mnozinami U C Y takové,
ze f: f71(U) — U je konecné.

Véta 20.5. Reguldrni zobrazeni f: X — Y je izomorfismus, pravé kdyz je koneéné, bijekce
a diferencial df(P) je izomorfismus pro kazdé P € X.

Dukaz. Podle néasledujicitho lemmatu staci ukazat, ze na drovni lokdlnich okruht indukuje f
izomorfismus

F*: Oyippy — Ox.p.

Surjektivita df(P): imy;f(P)/imY{f(P) = me;p/Dﬁ)?;P v fe¢i Ox.p-modult znamena
My.5(p)Ox:p + M p = Mx.p.

Podle Nakayamova lemmatu pouzitého na M x,p/My p)Ox.p to pak znamend

My (p)Ox;p = Mx;p-
Nakonec se Nakayamovo lemma pouzije na Ox,p/Oy.¢(p); predpoklady plati, protoze

My ) Ox:p + Oyipp) = Mxip + Oyypp) = Oxip:
Dostdvame tak Ox.p/Oy.rpy = 0, tj. f*: Oy,¢py — Ox,p je izomorfismus. O
Jind formulace Nakayamova lemmatu: N koneéné generovany, N ®4 A/m=0= N =0

Lemma 20.6. Reguldrni zobrazent f: X — Y je izomorfismus v néjakém okoli P € X, prdavé
kdyz je indukované zobrazeni f*: Oy.ypy — Ox,p izomorfismus.
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20. Konec¢na zobrazeni

Diikaz. Prvné nahradme obé Y afinnim otevienym okolim f(P) a poté X afinnim otevienym
okolim P lezicim v jeho vzoru. Ukdzeme nyni, ze f~! je reguldrni v okoli bodu f(P).

Necht k[X] je generovany 1, ..., x,. Podle pfedpokladu existuji y1,...,y, € Oy(p) tak,
7e x; = f*y;. Necht jsou tyto reguldrni na néjakém afinnim otevieném okoli Y;, > P. Potom
¥ k(Y] = k[Xpnys] je surjektivni.

Injektivita se dokdze podobné. Necht (g1, ...,g-) je jadro

f*: ]k[Y] — OX;p.

Protoze jsou obrazy g; v Oy (py rovny nule (lokdlni zobrazen{ je injektivni), jsou vSechna g;
nulovéd na néjakém okoli bodu f(P). Na tomto okoli je injektivni i f*: k[Y] — k[X].
Dohromady je pak f* izomorfismus a tedy i f. Proto je f~! reguldrni. O

Véta 20.7. Konecné zobrazeni f: X — Y je uzaviené.

Diikaz. Necht Q € Y nelezi v obraze f. Potom podle Hilbertovy véty o nuldch plati

STmQ)k[X] = (f1(#) — a1, -, fm(2) — gm) = k[X].

Podle dikazu Nakayamova lemmatu tedy existuje h € mg takové, ze f*(1 + h)k[X] = 0, tj.
(1+h)f =0al+h e I(imf). Protoze je ale h(Q) = 0, je Y1y} oteviené okoli @, které je
disjunktni s im f. O

Dausledek 20.8. Je-li f: X — Y libovolné requldrni zobrazeni takové, Ze im f =Y, pak im f
obsahuje néjakou otevrrenou hustou podmnozinu Y .

Diikaz. Lze predpoklddat, ze Y je ireducibilni a X je afinni; dédle 1ze X nahradit grafem
I'y. Pak X C A" x Y je uzaviena podmnozina a f je projekce na druhou slozku. V dikazu
budeme neustdle prechézet od Y k otevienym neprdzdnym podmnozinam. Necht (£, Qo) nelezi
v uzévéru X C P" x Y a uvazme projekci A" x Y — (A"/f) x Y. Ta je reguldrni a konecna
nad {Q €Y | (¢,Q) ¢ X} > Qo. Slozen{ takovychto projekei je reguldrni a koneéné zobrazen{
m: X — A?xY . Protoze jiz nelze vybrat projekei, musi byt im7 = AxY, takzeim f =Y. [

Véta 20.9. Kazdd nesinguldrni projektivnd varieta X dimenze d lze vlozit do P2¢+1,

Dikaz. Dukaz spociva v tom, ze X C P" postupné promitdme z bodu P ¢ X. K tomu, aby
zuzeni projekce m: X — m(X) byl izomorfismus staci, aby 7 bylo injektivni na X a meélo
injektivni diferencial.

Zabyvejme se tedy podmnozinou

{(P,Q,R)|Q, Re X; Q+# R; P, Q, R kolinedrni}.

Projekce na dvojici (@, R) ma zjevné fibry dimenze 1, takze mé tato podmnozina dimenzi
2d + 1. Podobné podmnozina

{(PQ)|QeX; PecToX}

m4 dimezni 2d (projekce na Q € X maé fibry dimenze d). V obou piipadech pak projekce na
P neni surjektivni pokud n > 2d + 1, takze lze vhodnou projekci zvolit. O
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21. Stuperi

21. Stupen

Véta 21.1 (Bezoutova véta, elementarni verze). Necht X,Y C P? jsou dvé krivky zadané
homogennimi polynomy X = V(f),Y = V(g). Potom pocet jejic priseciki je maximdlné
IXNY| <degf-degg.

Dukaz. Zvolme soufadnice tak, ze (0 : 0 : 1) ¢ X UY a ze zadné dva pruseciky nelezi na
piimce prochézejici timto bodem. To znamend, Ze muzeme predpokladat

Bod (z¢ : x1 : x2) je prusecikem, pravé kdyz polynomy f,g € Klzg,z1][z2] maji spolecny
kofen, tj. pravé kdyz rezultant

Res(f, g; x?) € K[.%'(), 1'1]

mé kofen (z¢ : 21). Snadnym vypoétem se lze piesveédéit, ze Res(f, g, z2) je homogenni stupné
d - e. Plati totiz, ze v matici zaddvajici Res(f, g, x2) je na pozici (i,5) bud polynom stupné
i — j nebo i — j + d, pficemz druhé plati, praveé kdyz j > d, tj. mezi (o(1),1),...,(c(n),n) je
to prave e-krat. Tvrzeni plyne z toho, ze kazdy koten Res(f, g; x2) odpovida nejvyse jednomu
pruseciku. O

Pozndmka. S trochou préce lze ukédzat, ze v piipadé, ze se X, Y protinaji v bodé (zg : 21 : 22)
transverzalneé, je (xzgp : x1) jednoduchym kofenem rezultanty Res(f,g,x2). To znamend, ze
kdyz se X, Y protinaji transverzalné vsude, je poCet pruseciku roven presné sou¢inu stupinu
deg f - deg g definujicich polynomu.

Znaci-li o, ..., a4 : P! — P? néjaké lokélni parametrizace kofenti f (napiiklad v podobé
formalnich mocninnych fad «oj(zg : 21) = (xo : 21 @ @;(zo : z1)), kde o € Kzg : 21]), lze
rezultantu psat (obecné ve vzorci vystupuje vedouci ¢len f, ktery jsme ale prohlésili za 1)

Res(f,g,72) = g(a1) - -~ g(aa).

Derivaci v P = (z¢ : 1) dostdvame za predpokladu, ze kofenem f je aq(P), vztah

d(Res(f,g,22))(P) = d(g(1))(P) - g(az(P)) - - - g(aa(P))

(ostatni ¢leny vypadnou, protoze obsahuji g(aq(P)) = 0). Protoze teény prostor V(f) v bodé
a1(P) je ddn pfesné obrazem daj (P), a jelikoz tento nelezi v ker dg(aq (P)) diky predpokladu
transverzality, je diferencidl d(g(cq))(P) nenulovy a proto je nenulovy i cely soucin. Ve
vysledku je P jednoduchym kofenem rezultanty Res(f,g,x2).

V obecném piipadé (kdy se X, Y neprotinaji transverzalné) je potieba kazdy prusecik brat
s vhodnou nasobnosti, abychom dostali jejich pocet rovny deg f-deg g. V moderni algebraické
geometrii se tato nasobnost zavadi s pomoci schémat. Prinik X NY ve smyslu schémat
obsahuje totiz mnohem vice informaci nez jen body tohoto pruniku. Veskera informace je
obsazena v souctu idedlu I(X)+1(Y), ktery neni obecné radikédlovy a neodpovida tedy varieté.
Radikélovy neni dokonce ani v pfipadé transverzalniho pruniku, ale rozdil mezi I(X)+ I(Y')
a I(X NY) se vyskytuje pouze v nizkych stupnich polynomu, pro k& > 0 je

I®(X)+1W(v) = 1W(X nY).
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21. Stuperi

V takovém pripadé fikame, ze tyto idedly maji stejnou saturaci a z hlediska schémat je
povazujeme za totozné. Stejné jako projektivni variety jsou v bijekci s radikdlovymi ho-
mogennimi idedly (po odebrani irelevantniho), podschémata projektivniho prostoru jsou v
bijekci se saturovanymi homogennimi idedly. Budeme tedy v ndsledujicim pracovat s (témér)
obecnymi homogennimi idedly a tvarit se, ze jsou to geometrické objekty. V piipadé, ze tyto
idedly budou radikalové, budeme je ztotoznovat s odpovidajicimi projektivnimi varietami.

Necht I C K]xzo, ...,z je homogenni idesl. Rekneme, ze je saturovany, jestlize pro kazdy
homogenni prvek f plati zof,...,z,f € [ = f € I. Saturace idealu je nejmensi saturovany
idedl

I={feKzo,...,z,) | Gk >0): (mg)kf C I}

obsahujici 1.

Lemma 21.2. Pro homogenni idedly I,J C K|z, ...,z,] jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentnd.
1. I=1J,

2. pro d>> 0 plati ['D = J(d)

Diikaz. Prvné dokazeme implikaci (1) = (2) pficemz zjevné staci, ze 1D = T4 pro d > 0.
To je proto, ze I = (fi1,..., f-) a kazdy homogenni prvek f = ayf1 +---+a,f, € I dostatecné
velkého stupné mé kazdé a; tak velkého stupné, ze a;f; € (mgp)¥f; C I. Pro druhou implikaci
si stacf uvedomit, ze to, zda f € I, zévisi pouze na I9), d > 0. O

Dejme nyni do souvislosti saturované idealy s projektivni vétou o nulach. Plati, Ze zo-
brazeni
{radikélové saturované idedly} v, {projektivni variety }

je bijekce (irelevantni idedl mg neni saturovany) a V(I) = 0, pravé kdyz 1 € I.

Nyni vysvétlime, jaky geometricky objekt lze saturovanému idedlu prifadit. Pfedné je
to jeho mnozina boda V(I) C P", ta viak opovidd idedlu v/I. Nejjednodussim pifkladem
neradikélového idedlu je I(X)?, o kterém budeme uvazovat jako o mnoziné X “ndsobnosti
dva”. Zjemnénim V' (I) je mnozina ireducibilnich komponent idedlu I, ktera obsahuje vsechny
ireducibilni komponenty V' (I), ale jesté nékteré variety navic. Ty jsou zdsadni pro pocitani v
soufadnicovém okruhu K|z, ..., z,]/I. Ireducibilni komponenty I se definuji pomoci tzv. pri-
marniho rozkladu (Ize to i pfimé&ji, my ale budeme primdrni rozklad stejné potiebovat).

Rekneme, ze idedl I je ireducibilni, jestlize nelze napsat jako prinik dvou striktné vétsich
idedlu. Protoze je S = K]z, ..., x,] Noetherovsky okruh, tj. neexistuje nekoneéné rostouci
posloupnost idedlu, 1ze kazdy idedl rozlozit jako konecény prunik

I=LN---NI,

ireducibilnich idealiu. Poznamenejme, Ze tento rozklad neni jednozna¢ny v zadném smyslu.
Rekneme, ze idedl I je primdrni, jestlize

fgel= (fel)Vv(geVI).

Tato vlastnost se déd interpretovat dvéma zpusoby. Lezi-li sou¢in fg v I a f ¢ I, pak f €
V1. Toto lze také interpretovat ekvivalentné v kvocientu S/I takto: kazdy délitel nuly je
nilpotentni. Pro nds bude v nésledujicim uzitetnéjsi jeji obraceni. Jestlize prvek S/I neni
nilpotentni, pak neni délitel nuly, tj. ndsobeni timto prvkem je injektivni zobrazeni S/I — S/I.
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Myslim si, ze pro homogenni ideal I, nesta¢i podminku ovérovat pouze pro homogenni
prvky f,g. Nicméné muzeme nadefinovat primarni homogenni idedl jako ten, ktery vyse uve-
denou podminku spliiuje pouze pro f, g homogenni. To ndm bude v nasledujicim postacovat.

Lemma 21.3. KazZdy ireducibilni idedl je primarni.

Diikaz. Necht I C S je ireducibilnf ideél a f,g € S dva (homogenn{) prvky spliujici fg € I.
Definujme (homogenni) idedly

(I:¢g")={heS|hg"el}
které zjevné tvori neklesajici posloupnost
(I:g)SU:g®) S

Diky Noetherovskosti S musi pro néjaké n platit (I : g"™1) = (I : g"). Jelikoz chceme ukézat,
ze bud ¢" € I nebo f € I sta¢i ndm diky ireducibilité I dokdzat, ze (I + (f))N(I+(g9")) = I.
Necht tedy h lezi v tomto pruniku (a muzeme predpokladat, Ze je homogenni). Mame

hge I+ (fg) =1,

tedy pii rozkladu h = k + lg" musi byt Ig"*! € I, coz znamend | € (I : ") = (I : g") a
proto lg™ € I a kone¢né h € I. O

Tvrzeni 21.4. Je-li I primdrni, pak /I je prvoidedl.

Diikaz. Je-li fg € VI, tj. fFg* € I, pak bud f* € I nebo ¢* € VI, kazdopadné vsak f € VT
nebo g € V1. O

V dalsim néas nebude zajimat rozklad na prunik ireducibilnich idedali, ale primarnich ideali.
Plati, ze I N J je primarni, pokud /I = /.J (ktery je pak roven /I N J):

fgeInJ e (feDVvgeVD)A((fed)vigeVi) e (fedInd)v(gevVinld)

Muzeme tedy sloucit ty Cinitele, jejichz radikély jsou stejné a dostaneme rozklad na prunik
primérnich idedlu, ktery ovsem stédle neni jednoznaény. Je-li vak I = I1N---N I, takovyto ire-
dundantni rozklad na primarni, tj. takovy, ze vynechanim libovolného ¢lene se prunik zméni,
pak \/T1, ..., +/I, uz na rozkladu nezavisi? a piislugné ireducibilni variety V (I1),...,V(I,) se
nazyvaji ireducibilni komponenty (projektivniho schématu zadaného idedlem I'). Samoziejmé
plati

Vih)=vV(Ln---NnL)=V()U---UV(L).

Piiklad 21.5. I = (2%, 2y) = (z) N (2,9)? = () N (22, y) (plus obréazek). Ireducibilnimi
komponentami tedy jsou piimka V(z) (tedy osa y) a bod V(z,y) (tedy pocatek).

Tvrzeni 21.6. Je-li V(I) = {P}, pak I'D C S md pro d > 0 konstantni kodimenzi, kterd
je rovna dimenzi “afinntho souradnicového okruhu”.

2Nebudeme to dokazovat, jen uvedeme zakladnf myslenkou. Tou je charakterizovat tyto prvoidedly alterna-
tivnfm zpusobem jako ty, které se vyskytuji mezi idedly (I : f), f € S.
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Dikaz. Predpoklddejme, ze P = (1:0:---:0) a uvazme (surjektivni) homomorfismus
o : Klzo,...,xn) — Klz1,. .. 20,  f(zo,.. . 2n) = f(1,21,...,25)

a zizenim na homogenni polynomy stupné d nalevo a polynomy stupné nejvyse d napravo
jim indukovany izomorfismus

©0d : K(d)[xg,xl, - =, K(Sd)[xl, ey T
Vezmeme nyni kvocient podle obrazu idedlu I a dostaneme izomorfismus
KD[zo, 21, ..., 2n] /[ID = KED [y, .2 fpa(1D).

Ukazeme nyni, ze prava strana je izomorfni “soufadnicovému okruhu” Kizi,...,z,]/¢o(I)
pro d > 0. Podle projektivni véty o nuldch mp = /T, tj. (x1,...,2,)¥ = (mp)* C I a proto
(mo)* C o(I). Diky tomu je kazdy prvek K[x1, ..., x,]/o(I) reprezentovan polynomem stupné
menstho nez k. Je-li tedy d > k — 1 je pfirozené zobrazeni

KED [z, 2] /pa(TD) — Kz, ..., 2] /o(D)
surjektivni. Potfebujeme dale ukézat, ze pro d > 0 je
(D) NKED [z, .. 2] = pa(ID).

Piitom ale (mo)* NKED [z, .., 2,] € @a(ID) vidy. Jelikoz je o(I)/(mg)* konecné rozmérny

vektorovy prostor generovany feknémé ¢(g1) + (mo)*, ..., ¢(gr) + (mo)*, bude pro libovolné
d > max{deg g1, ...,degg,} platit, ze ¢(I) je generovany
(p(91); - 2lgr)) + (mo)* C p(I1D). O
Definujeme Hilbertovu funkci homogenniho idedlu I C K[z, ..., x,] jako

hi(d) = dim KD [z, . .., 2]/ TD.

V nésledujicim ukazeme, ze pro d > 0 je hr(d) polynom nad Q (a to sice tzv. numericky,
tj. jeho hodnoty jsou celociselné). Zatim jsme to ukdzali pro idedl, jehoz asociovand varieta ma
jediny bod. Rozsifeni na libovolné konecné mnoziny vyzaduje rozklad idedlu na ireducibilni
komponenty. Je-li I = Iy N---N I, kde V(1) = { Py}, tvrdime, Ze pro d > 0 plati

h[(d) =hp, (d) +---+ h[r(d).
Predpokladejme, ze r = 2, tj. I = I; N Is. Potom
0*)5/([1(]]2) *)S/IlEBS/IQ *)S/(Il+12) —0

je exaktni, pficemz I1 + I = S, alespori pro d > 0, nebot V(I + I) = V(L) NV (l2) =0 a
tedy I; + Iy = S. Ve vysledku hr,nr,(d) = hr, (d) + hr,(d) pro d > 0.

Pro nas bude primarni rozklad uzitetny zejména kvuli tomu, Ze nadm umozni poznat
deélitele nuly v S/I. 1deél I je totiz primarni, pravé kdyz kazdy délitel nuly v S/I je nilpotentni.
Rozklad na primarni potom davé nasledujici kritérium. Je-li (f + I) € S/I délitel nuly, pak
existuje g € S tak, ze fg € I =11 N---N 1, atedy za pfedpokladu, ze f nelezi v zidném \/T]
dostdvame g € I; pro vSechna j, tedy g € 1.
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Lemma 21.7. Jestlize f neni nulovy na Zddné ireducibilni komponenté I, pak f+1 € S/I
je nedélitel nuly.

Véta 21.8. Hilbertova funkce hy(k) = dimK® [z, ..., z,]/I®) je pro k > 0 rovna hodnoté
(jediného) numerického polynomu, jehoZ stupen je roven d = dimV(I). Vedouci koeficient
tohoto polynomu je 1/d!-ndsobkem prirozeného ¢isla deg I, které nazgvdme stupném I.

Dukaz. Vétu dokdzeme indukei vzhledem k dim V' (I). Je-li tato dimenze nula, vétu jsme jiz
dokézali. Necht tedy m4 V(1) nenulovou dimenzi a zvolme libovolny linearni polynom f, ktery
je nenulovy na v8ech ireducibilnich komponentach I. Potom nédsobeni f zadava injektivni
homomorfismus S/I — S/I jehoz kojadro je zjevné S/(I + (f)). Oznacime-li J = I + (f)
mame tedy exaktni posloupnost

0 — k=D k=1 gk) /pk) _y gk / (k) ),
Pro dimenze tedy plati hy(k) — hy(k — 1) = hy(k), neboli
hi(k) = hy(k) 4 -+ h;(0).

Protoze V(I + (f)) = V() N V(f), je tato dimenze o jedna mensi a muzeme indukei
predpokladat, ze pro k > 0 je

hy(k) = ca1(g5) + -+ o (()-

Sectenim pak dostdvame pro k > 0 vyjadieni

(k) = cacr () -+ (D)) e ((5) + -+ (o)) + (o)
(k;l) —const

= cd_l(k—oil-l) +..-—|—co(k-{1) + const :Ed(l:l) _|_..._|_El(llf) +EO(]8)-

Z tohoto tvaru je jasné, ze vedouci koeficient je ¢y/d!, pficemz ¢y = cq4—1 je podle indukce
prirozené ¢islo. O

Piiklad 21.9. Spocitejme stupen idedlu (f). V piipadé, ze f nemd ndsobné ¢initele v rozkladu
na soué¢in ireducibilnich polynomu, tedy pocitame stupen I(V(f)), tedy nadplochy V(f).
Postupujme stejné jako v predchozim dukazu pro I =0, J = (f), mame tedy

ho(k) = dimK® [zg, ..., 2,] = (FI).

n

7 exaktni posloupnosti analogické té z dikazu, kde ale tentokrat f navysuje stupen o deg f,
dostavame pro k > 0 vztah

hipy(k) = ho(k) = ho(k — deg f) = (*1") — (*+"48)
= (k:n/n' +(n+---4+1) k" /nl + lot)—
— (k"/n! +((n—degf)+- -+ (1—degf)) k" '/n!+ lot)
=ndeg f k"1 /n! +lot
=deg f-k"1/(n—1)! +lot.

Je tedy stupen idedlu (f) roven stupni polynomu f.
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Véta 21.10 (Bezoutova). Necht I C S je libovolny homogenni idedl a necht f € S je ho-
mogenni polynom. Potom plati

deg(I + (f)) =degI - deg f

Diikaz. Vyuzijeme exaktni posloupnost z diukazu predchozi véty, opét s posunem o deg f.
Oznacéime J = I + (f) a dostavame

hy(k) = hr(k) — hr(k — deg f)
= (cdkd + e kT + lot) — ( ca(k —deg /)Y +cqg_1(k — deg )41 —Hot)

cq-kd—cqddeg f-kd—14lot cqg—1-k4=1+lot
= cyddeg f - k1 + lot
=degI/d!-ddeg f - k%' + 1ot
=degl -deg f-k¥1/(d—1)!+lot O

V piipadé, ze je f linedrni, je jeho stupen 1 a je tedy pocet prusec¢iku X s V(f) roven
stupni deg X.

Disledek 21.11. Kazdy izomorfismus P* — P" je linedrni.

Dukaz. Idea dikazu je, ze nadroviny jsou pravé nadplochy stupné jedna a ty jsou pii kazdém
izomorfismu zachovavény. Pfitom ale zobrazeni zachovévajici nadroviny je (alespon pron > 1
nebo 2) nutné linedrni. O

Piiklad 21.12. Kubicks kiivka X = {(s® : 5%t : st? : 3) | (s : t) € P!} C P3 neni “Gplny
prunik”, tj. neexistuje codim X homogennich polynomu, které by generovaly I(X). V nasem
pripadé je kodimenze dva a chceme tedy ukazat, ze I(X) neni generovany dvéma homogennimi
polynomy. Pokud by to byla pravda, musel by souc¢in jejich stupnu byt roven stupni X. Ten
se jednoduse spocitd, ze je tii. Ukdzeme prvné, ze I(X) je roven idedlu

2 2
I = (xoxy — 27, X0T3 — T1T2, T1XT3 — T3).

Jako bézi S(D /1(X)(D lze totiz zvolit jisté ti{dy monomi. Snadno se pak lze piesvedcit, ze
relace
Toxz ~ !L‘%, LoL3 ~ L1x2, L1L3 "~ 90%

zachovavaji soucet indexu a naopak kazda dvojice monomu se stejnym souctem indexu je
ekvivalentni. Je proto hy(k) = 3k+1 adeg = 3. Jelikoz X = V(I) je jedinou komponentou I
dimenze 1, musi byt deg X = deg I(X) néjaky délitel 3, pficemz stupen 1 ma pouze projektivni
podprostor a X neni piimka.

Podle Bezoutovy véty by za predpokladu I(X) = (f, g) musely mit polynomy f, g stupné
1 a 3, coz by ale znamenalo, ze X lezi v roviné. Jednoduse se lze presvédéit, ze tomu tak
neni. Dodejme, ze existuji homogenni polynomy f, g takové, ze X = V(f,g) (pficemz vyjde
nejspis 1(X)? = (f, g), protoze polynomy jsou stupiiii 2 a 3). V takové, piipadé iikame, ze X
je mnozinovy Uplny prunik.

Navic existuji i piiklady variet, které nejsou ani mnozinovym tplnym prunikem, napiiklad
Segreho varieta 19 C P5 je dimenze 2, ale nelze zadat 3 rovnicemi; stejné to dopadne pro
obraz Veroneseho vlozeni P? — P5.
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Zabyvejme se nyni tim, jak spocitat stupen nula rozmérného idealu, o kterém budeme
uvazovat afinné. Pfedné pomoci primédrniho rozkladu zredukujeme problém na ideal soustie-
dény v jednom bodé. Toho dosahneme pomoci néasledujiciho lemmatu.

Lemma 21.13. Necht I = I N Iy, pricemz d = dim V (I1) = dim V(I3) > dim V (I;) NV (I3)
(nebo V(I;) NV (Iz) = 0). Potom plati deg I = deg I; + deg I.

Diikaz. Vyuzijeme exaktni posloupnosti
0—S/(Ihinl) —S/I1®S/Iy — S/(I1 + 1) — 0.
Podle ni plati
hrnr, (k) = hr (k) + hr, (k) — hr 41, (k)
- (deg L k4d + lot> + (deg I k4/d! + 10‘5) - <10t>
= (deg I, + deg I5) - k%/d! + lot. O
Je-li tedy I nula rozmérny ideal s primérnim rozkladem I = I N ---N I, pak plati
degl =degli +---+degl,

a v nasledujicim posta¢i spoc¢itat primarni ideédl odpovidajici bodu P € V(I), ktery oznacme
Ip. Stupen deg Ip se nazyva lokdlnim stupném I v bodé P.

Lemma 21.14. Primdrni idedl Ip odpovidajici bodu P € V (I) je roven I+ (mp)¥ pro k> 0.

Diikaz. Podle Hilbertovy véty o nuldch plati /Tp = mp a tedy (mp)* C Ip pro néjaké k > 0.
Potom
k
I+ (mp) C Ip.

Pro druhou inkluzi si uvédomme, ze
V) L+ mp)=V( [ [)NnV(mp)*) =0
I;#Ip I;#Ip

a podle Hilbertovy véty o nuldch pak ﬂlﬁgp I; + (mp)* = R. Je-li f € Ip, mizeme tedy
psat f =g+ h, kde g € ﬂljﬂp Ijahe (mp)¥. Proto také g = f —h € Ip + (mp)* = Ip a
dohromady g € I. Proto plati také

ngf—l-(mp)k. ]

Poznamenejme, ze jakmile I + (mp)* = I + (mp)**1, je jiz tato spoleénd hodnota rovna
Ip. Toho lze vyuzit pro vypocet Ip — postupné poéitat I,I+mp, I+ (mp)?, ... do okamziku,
kdy se posloupnost zastavi. Jelikoz R/(mp)¥ lze kanonicky ztotoznit s vektorovym prostorem
polynomu stupné mensiho nez k, lze spocitat kodimenzi

Ip/(mp)* C R/(mp)"*
vétsinou relativné snadno. Tato kodimenze je rovna dimenzi kvocientu R/Ip, tedy deg Ip.

Rekneme, 7ze dvé variety X,Y C P" komplementarni dimenze (tj. dim X + dimY = n) se
v bodé P € X NY protinaji transverzalné, jestlize TpX + TpY = TpP™.
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Tvrzeni 21.15. Jestlize se variety X,Y C P" komplementdrni dimenze protinaji v bodé P
transverzdlné, pak deg(I(X)+ I(Y))p = 1. Pokud prinik nend transverzdlni v P, potom

deg(I(X)+I(Y))p >n+1—dim(TpX +TpY).

Diikaz. Pocitejme afinné s P = 0. Potom I(X) obsahuje polynomy tvaru f() + hot, kde f(1)
je nulové na TpX a podobné pro I(Y'). Pokud je tedy prunik transverzalni, mame

x1 +hot,...,z, +hot € I(X) + I(Y).

Snadno se lze piesvédéit, ze 1(X)41(Y)+(mg)* obsahuje induktivné véechny monomy stupné
k,k—1,...,1 a proto
I(X)+ 1Y) + (mp)k =mg
mé kodimenzi 1 v R.
Neni-li prunik transverzalni, lze podobné ukazat, ze

IX)+ 1Y)+ (mp)? CR

se skladd praveé z téch polynomu s nulovym absolutnim ¢lenem, jejichz linedrni ¢dst je nulova
na TpX + TpY. Kodimenze tohoto idedlu je proto rovna té z tvrzeni (jednicka odpovida
absolutnimu élenu). Kodimenze (I(X) + I(Y))p = I(X) + I(Y) + (mg)* je bud’ stejnd nebo

vy$si, proto plati nerovnost z tvrzeni. O

Poznamenejme, ze Bezoutova véta plati mnohem obecnéji, nez jak jsme ji zde formulovali
a dokdzali. Zejména, pokud je prunik X NY transverzalni ve vSech bodech, plati, ze

#(XNY)=degX -degY

(obecné to myslim nebude platit ani po nahrazeni #(X NY) stupném deg(I(X) + I(Y)),
ackoliv pro uplné pruniky by to platit mélo).

Tvrzeni 21.16. Idedl I C S je primdrni, prdvé kdyz mnozina {(I : z) | x ¢ I} obsahuje
jeding prvoidedl P. V tom pripadé 7ikdme, ze I je P-primdrni a plati P = /1.

Dikaz. Pocitejme (I : x) v piipadé, ze I je primarni. Jelikoz = ¢ I, je soucin xy € I pouze,
pokud y € V1, tedy vady I C (I : z) € /I = P. Vzitim radikalt dostévame /(I : 2) = P
a jediny prvoidedl mezi (I : z) tedy muze byt P. V dalsim ukdzeme, ze néjaky prvek z, pro
néjz je (I : x) prvoidedl, existuje. Budeme v8ak postupovat obecnéji.

Predpoklddejme, ze I = Iy N--- N I, je minimalni rozklad na pruanik primarnich idealu.
Potom pro libovolny = € (IaN---N1.)~ I; plati (I : ) = (I; : x) a podle pfedchoziho
pak /(I : ) = P;. Diky konecné generovanosti P; také (Py)* C (I : x), tedy (Py)*(x) C I.
Zvolme k minimalni s touto vlastnosti. Potom (Py)*~(z) € I a nechf y € (Py)*1(x) < I.
Dostévame Py € (P)¥(x) C I atedy Py C (I : y). Zaroveii viak podle predchoziho také
(I :y) = (1 : y) C P, a dostdavame tedy rovnost. Plati tedy, ze kazdy z asociovanych
prvoidedlu se vyskytuje jako (I : x) pro néjaké = ¢ I.

Pro uplnost jesté ukazeme, ze v obecném piipadé z predchoziho odstavce kazdy prvoidedl
tvaru (I : ) musi byt nektery z P;. To je proto, ze

PN--nP=VIC/IT:x)=y/(Ii:z)n---n\/(:2)= ) P,

x¢ P;

Je-li tedy (I : x) prvoidedl, pak musi byt roven nékterému z P; (je roven pruniku nékterych
z nich a proto musi byt roven jednomu z nich). O
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22. Lokalni parametry

Pozndmka. 7 predchoziho tvrzeni 1ze jednoduse vyvodit, ze kazdy ireducibilni idedl je primarni.
Predpokladejme, ze existuji z,y ¢ I takové, ze (I : z), (I : y) jsou dva ruzné prvoidedly. Pak
pro libovolny z € I+ (z) I je (I : z) = (I : z) (inkluze “D” je zfejmé a druhd plyne z toho,
ze z t(wzx) € I plyne tw € (I : z) atedy t € (I : x), protoze wx ¢ I, tj. w ¢ (I : x)). Stejné
tak (I : z) = (I : y) pokud z € I + (y) \ I. Proto (I + (z)) N (L + (y)) = I, coz je spor s
ireducibilitou. Podobny dukaz lze vést v homogennim piipadé, jakmile se ukaze, ze v ptripadé,
ze (I : x) je prvoidedl, musi byt automaticky homogenni a je roven (I : x;), kde x; je néjaka
homogenni komponenta x. Dikaz tohoto tvrzeni viz Eisenbud.

Véta 21.17 (Noetherovskd normalizace). Je-li A konecné generovand algebra nad K, po-
tom existuje polynomidlni podalgebra Kxi,...,z,] C A takovd, Ze A je jejim konecngm
(integrdlnim) rozsirenim. Ekvivalentné plati ndsledujici. Necht X je afinni varieta. Potom
existuje konecnd projekce.

Diikaz. Dokézeme geometrickou verzi. Uvazme projektivni rozsifeni. Jednoduse lze ukézat, ze
v pifpade, ze X C A" je vlastn{ podvarieta, pak X \ X C P"~ A" = P(dir A") je také vlastni
(projektivni podvarieta). Zvolme libovolny smér ¢ € P(dir A?) nelezici v X. Potom projekce
ve sméru / je afinni zobrazeni A” — A" /¢, jehoz zizeni na X je koneéné zobrazeni X — Y. Po
koneéném poctu kroka dospéjeme ke koneénému zobrazeni X — A%, které indukuje kyzeny
injektivni homomorfismus algeber.

Necht nyni f € K[X] a reprezentujme jej pomoci homogenntho polynomu stupné d na
K"*! ktery nenf nulovy na bodu projekce £ = (0 : ---:0: 1). To znamend, zZe jeho koeficient
u z¢ je nenulovy, feknéme, 7e je roven 1. To ale znamend, ze K[X] = K[Y][z,] je generované
prvkem x,, ktery spliiuje integralni polynom

feKlzg,...,zn] = Klxo,...,zn_1][t] — K[Y][t].

Zbyva ukazat zékladni vlastnosti integralnich rozsifeni: je-li B konetné generovand nad A,
pak je integralni, pravé kdyz je koneéna a z toho plynouci uzavienost na kompozice. Zakladni
ingredience je Cayleyho-Hamiltonova véta. O

22. Lokalni parametry

Definice 22.1. Necht X je kvaziprojektivni varieta dimenze d a P € X nesinguldrni bod.
Rekneme, ze uq,...,uq € Op jsou lokdlni parametry v bodé P, jestlize u; € mp a tvoii bazi
mp/mg2 =ThHX.

Priklad 22.2. Na A" jsou lokdlnimi parametry v bodé P naptiklad 1 — p1,...,Tn — Pn-
Lze zvolit okoli bodu P, na kterém jsou vSechna u; regularni.

Véta 22.3. Necht uq,...,uq jsou lokdlni parametry v bodé P takové, Ze jsou requldrni na X
a necht X; = V(u;). Potom X; se protinaji transverzdlné v bodé P a zejména je P ireducibilni
komponentou X1 N ---N Xgy.

Dikaz. Podminka je ekvivalentni tomu, ze duj(P),...,duy(P) jsou linedrné nezavislé prvky
TpX. Jelikoz je u; € 1(X;), je TpX; C ker du;(P). Zaroven ma vsak X; dimenzi alespoii d —1,
takze musi nastat rovnost. Prinik X; N---N Xy méa pak v bodé P dimenzi 0 a jedna se tedy
o celou ireducibilni komponentu. O
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Podle predchozi véty lze tedy volit okoli bodu P takové, ze X; = V(u;) se protinaji v
jediném bodé P a to navic transverzalné.

Veéta 22.4. Lokdlni parametry v bodé P generuji idedl mp C Op.

Dikaz. To plyne jednoduse z Nakayamova lemmatu (Nmp = N, N konetné generovany
= N = 0) — okruh Op je Noetherovsky a tedy mp je koneéné generovany; piitom N =
mp/(u1,...,uq) splituje Nmp = N (tj. mZ = mp modulo (uy,...,uq)). O

Definice 22.5. Rekneme, Ze formalni mocninng fada ® = Yoo Fi je Taylorova fada funkce
f € Op, jestlize pro kazdé k > 0 plati

k

f- ZFz(ul, ,ud) S m]erl.
=0

Tato definice samoziejmé zavisi na volbé lokédlnich parametru.

Véta 22.6. Necht uq,...,uq jsou lokdlni parametry v nesinguldrnim bodé¢ P € X. Potom
kazdd funkce f € Op md jedinou Taylorovu Tadu ®. Pritazeni f — ® je injektivnd homomor-
fismus Op — Kk[z1,...,z4].

Dukaz. Existence je relativné jednoduché. Staéi induktivné zkonstruovat soucet Fy+- - -+ Fj.
Podle predpokladu f — (Fo + -+ + Fi)(u1,...,uq) € mPkH, takze v m}fH existuje vyjadieni
tvaru
f—(Fo+-+ Fr)(uy,...,uq) = Z gau®,
|a|=k+1

kde go € Op. Pisme go = go(P) + ha, pak plati h, € mp, takze plati

f=(Fo+- -+ Fp)(ug,...,uq) = Z Jo(P)u®. (modek*z)
|a|=k+1

Staci tedy polozit Fi11 = > go(P)z®.

Pro jednoznaénost staéi ukdzat, ze kazdd Taylorova fada nulové funkce je nulové. Necht
tedy ® = > F; je Taylorova fada nulové funkce, podle indukéniho predpokladu jiz vime, ze
ma nulovou ¢ast do dimenze k, tedy

Fk’+1(u17 s 7'U,d) € m}ig+2'
Pokud budeme sporem predpokladat, ze Fy 11 # 0, mtizeme vhodnou linedrni zménou soufadnic
docilit toho, ze Fj11 ma koeficient u :cdk'H rovny jedné, tj. Fy1q1 = xdk+1 +£L’de1 +- -+ Gy,
kde G; € ki[z1,...,24-1]. Po dosazeni uy,...,uy dostaneme
_ ., k1 k
Frpi(ut, .o yug) =uy ™ +ug Gr(ui, .oy ug—1) + -+ Graa (Ut - oo ug—1)-
Zaroven vSak tento vyraz lezi v m }f+2 a lze jej tedy vyjadrit jako
k+2 k+1
Fk+1(ul, e ud) € guy, T2 (ul, o ud_l)mp+ ,

kde g € Op. Odectenim pak (1—gud)udk+1 € (uy,...,uq—1). Piitom 1—gug € Op je jednotka,

takze také ud]€+1 € (uy,...,uq—1). Zejména

Viug,...,ug—1) C V(ug),
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22. Lokalni parametry

coz je spor s transverzalitou.

Jelikoz je prifazeni f — & ziejmé homomorfismus okruht, staci se zabyvat jeho jadrem,
tj. funkel f € Op s nulovou Taylorovou fadu, tj. f € (y>q mpk = I. Protoze je I konectné
generovany a plati Imp = I, podle Nakayamova lemmatu je I = 0. O

Véta 22.7. Ireducibilni podvarieta Y C X kodimenze 1 md v okoli kaZdého nesinguldrniho
bodu P € X lokdlni rovnici f € Op, tj. existuje okoli U > P takové, Ze f je reguldrni na U,
a zZe (f) C O(U) je presné idedl funkci nulovijch na UNY .

Tato véta plyne z nasledujici véty.

Pozndmka. Doplnit dukaz.
Veéta 22.8. Lokdlni okruh Op nesinguldrniho bodu P € X je obor s jednoznacénygm rozkladem.

Tato véta plyne ze stejné vlastnosti pro k[z1, . .., z4] a algebraického lemmatu o podokruzich
UFD.

Pozndmka. Doplnit diukaz.

Véta 22.9. Necht f: X — P™ je raciondlni zobrazeni z nesinguldrni kvaziprojektivni variety.
Potom mnozina bodu, kde f neni definovand, md kodimenzi alespori 2.

Dikaz. V okoli U 5 P pisme f = (fo: -+ : fm), pfiCemz muzeme predpokladat, ze fo,..., fm
jsou reguldrni na U a jako prvky Op nemaji spolecny faktor (vyuzivame, ze Op je UFD).
Pokud by V (fo, ..., fm) obsahovalo néjakou ireducibilni komponentu kodimenze 1, pak lokélné
V(fo,---, fm) 2 V(g) a tedy g | fi, spor. O

Disledek 22.10. Raciondlni zobrazeni z nesinguldrni krivky do projektivniho prostoru je
requldrng.

Disledek 22.11. Biraciondlni ekvivalence mezi nesinguldrnimi kiivkami je izomorfismus.

Véta 22.12. Necht Y C X je podvarieta a P €Y je nesinguldrni bod obou X, Y. Potom lze

zvolit lokdlni parametry uy, . .., u, na X v bodé P tak, Ze v néjakém okoli U > P je (u1, ..., Um)
presné idedl funkci nulovych na UNY ; navic um41, - - ., Un jsou lokdlni parametry na'Y v bodé
P.

Pozndamka. Doplnit dikaz.

Pozndmka. Zajimavé cviceni: Necht pro hladkou ireducibilni afinni varietu V =
V(F1,...,F,) kodimenze r jsou diferencidly dF;(P),...,dF,(P) linedrné nezavislé v
kazdém bodé P € V. Dokazte, ze I(V) = (Fi,...,F,). Aplikujte na Pliickerovy
relace pro Grassmannovu varietu.

Pozndmka. Normalizace kiivek = odstranéni singularit. Vlozeni hladkych d-rozmérnych

projektivnich variet do P??*!, Vétveni, pocet vzori f~'(y) koneéného zobrazeni do
normdlni variety je roven stupni rozsifeni (jeSté je potieba néjaka separabilnost
roz§ifeni); vztah k nakrytim. Divizory na hladkych varietach, zejména kiivkach,
Bezoutova véta, prusecikova cisla.
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