1. MOOREOVA-PENROSEOVA PSEUDOINVERZE

Necht ¢ : U — V je linedrni zobrazeni mezi Eukleidovskymi prostory. Zabyvejme se
otazkou, zda existuje inverzni zobrazeni a v pfipadé, Ze neexistuje, otdzkou, jak blizko se
k inverzi mtiZzeme piiblizit. Necht tedy 1 : V — U je libovolné zobrazeni a zkoumejme slozen{
Y a . Ziejmé je 1 = 0 na Kker ¢ a nejlepsi, co muzeme oc¢ekdvat, je, ze bude toto slozeni
rovno identité na né&jakém dopliku ker . Symetricky muzeme ocekavat @1 = id pouze na
néjakém doplinku ker 1.

Definice 1.1. Linearni zobrazeni ¥ : V' — U se nazyva Mooreova-Penroseova pseudoinverze
linedrniho zobrazeni ¢ : U — V, jestlize

e Y = id na (kerp)* a

e i = id na (kere)t.

Protoze je vzdy ¢ = 0, je prvni podminka ekvivalentni tomu, zZe 1 je kolma projekce na
(ker @)+

Lemma 1.2. Pro Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi plati im ¢ = (ker)*.

Diikaz. Podle druhé podminky z definice plati (ker 1)+ C im ¢, ukdzeme nyni opaénou inkluzi.
Prvné si uvédomme, Ze plati @) = ¢ — na ker ¢ jsou obé strany nulové a na (ker )+ to
plyne z prvni podminky. Jinymi slovy tato rovnost znamenad, ze iy = id na im ¢. Zaroven je
véak kompozice 1) projekce, musi tedy nutné im ¢ lezet v jejim obraze (ker )L, O

Symbolicky budeme situaci z predchozi definice/lemmatu znazoriiovat diagramem

¢
(kerp)t = Timp
D W S2]
ker ¢ (im @)+

kde fakt, Ze 1) je naznacené jako zobrazeni im ¢ — (ker ) znaéi, ze je nulové na komplementu
(im )t a jeho komponenta v ker ¢ je taktéz nulova. Znacka = uprostfed znali, ze jakozto
zobrazeni mezi (ker )t a im ¢ jsou ¢ a ¢ vzdjemné inverzni.

Jiné vyhodné znaceni je pomoci blokovych matic. Pokud zvolime na U bézi tak, ze vektory
ze zacatku tvoif bazi (ker ), zatimco vektory z konce tvoii bazi ker ¢ a analogicky pro V a

podprostory im ¢, (im¢)*, lze matice ¢ a v psat v blokovém tvaru

A0 AL 0
o=(o0) o= (" )

U prvni matice dva nulové bloky napravo znaéf, ze ¢|ier, = 0, zatimco dva nulové bloky dole
znaci, ze komponenta ¢ v (im )+ je nulova.

Ziejmé také naopak v situaci z predchozfho diagramu je (im @)+ = ker ) a 1 je Mooreovou-
Penroseovou pseudoinverzi ¢. Timto dostavame jednoduse nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.3. Necht ¢ : U — V je linedrni zobrazeni mezi Eukleidovskymi prostory (koneéné
dimenze). Potom Mooreova-Penroseova pseudoinverze existuje a je jedind. Znacime ji ™. O

Tradiéné se Mooreova-Penroseova pseudoinverze definuje pomoci singuldrniho rozkladu
(singular value decomposition). Tento pfistup je vyhodny i z dalsich duvodi. Uvazujme proto
adjungované zobrazeni p* : V — U.
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Lemma 1.4. Zobrazeni p*¢p je samoadjungované a plati (p*p(u),u) > 0 (Tikame, Ze ¢*p je
pozitivné semidefinitni). Navic ker(¢*p) = ker ¢.

Dukaz. 7 definice adjungovaného zobrazeni plati
(" p(u), u') = (p(u), p(u)) = (u, p"p(u'))

a navic prostfedni ¢len je pro u = u' nezdporny.
Inkluze ker(p*p) D ker ¢ je zfejma. Je-li naopak ¢*¢(u) = 0, pak také 0 = (p*p(u),u) =
lo(u)|? a proto p(u) = 0, tedy u € ker ¢. O

Podle tohoto lemmatu existuje na U ortonormalni béze o = (uy, . . ., Uy, slozend z vlastnich
vektoru ¢*p a muzeme ji zvolit tak, ze

[Upgty ..o um] = ker(p*p) = ker
a tim padem
[ug, ..., u] = (kerp)t.

Necht vlastni éisla pifslusnd uy, . . ., Uy, jsou A, ..., Ap,. Podle nasi volby A,y 1 = --- =\, =0
a zbyla A; jsou nenulova. Stale podle pfedchoziho lemmatu plati

i = (A, ui) = (@ p(ug), ui) >0

Zkonstruujme nyni vhodnou ortonormalni bazi V', vzhledem k niz bude mit ¢ co nejjednodussi
tvar. Prvné se zabyvejme obrazem ¢, ktery je generovan o(uy),. .., o(uy):

(p(ui), p(uj)) = (P p(u), uj) = Ai(ui, uz) = Aidy;.
Jsou tedy vektory ¢(u;) navzajem kolmé o velikostech
lp(ui)] = VA = si.
Tato ¢isla nazyvame singuldrni hodnoty zobrazeni . Polozime
vi = 3-p(w)

proi=1,...,r a doplnime vy, ..., v, do ortonormélni baze § = (vy,...,v,) prostoru V.
Vzhledem k témto bazim ma ¢ matici

(tato matice mé rozmeéry m x n). Poznamenejme, ze matice adjungovaného zobrazeni ¢* je
“stejnd”, akorat ma rozmeéry n x m. V téchto bazich je také extrémné jednoduché napsat



Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi
(31)*1 0 e 0
0

af = (37’)71

0

Timto soufadnicovym zapisem se casto Mooreova-Penroseova pseudoinverze definuje. Ele-
gantné to lze provést nasledujici ivahou. Pracujme pro jednoduchost ve standardnich Euk-
leidovskych prostorech a misto ¢ pracujme s matici M. Ve vySe popsanych bazich a, § ma
M diagonalni matici, ozna¢me ji ¥. To znamend, ze lze psat

M = PXQ*,

kde P, @ jsou ortogondlni matice. Tomuto rozkladu matice M se iika singularni rozklad.
Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi potom muzeme spoéitat jako M+ = QX TP*, kde ©T
vznikne (tak jako vyse) z diagonalni matice ¥ inverzi vSech nenulovych prvku.
Poznamenejme jesté, ze z matice (¢)gq 1ze také odvodit geometricky vyznam singuldrnich
hodnot. Uvéazime-li v U jednotkovou sféru, pak jeji obraz pii zobrazeni ¢ je (v nékterych
smérech mozna zdegenerovany) elipsoid, jehoz délky poloos jsou pravé singuldrni hodnoty.

Tvrzeni 1.5. Plati nasledujici vztahy

*

o Je-li @ injektivni, potom o = (p*@) " 1p*.
o Je-li ¢ surjektivni, potom ot = @*(pp*) L.

Dukaz. V bazich «, B jsou vSechny uvazované matice diagonalni. V ptipadé injektivniho ¢
mé ¢*p na diagondle pouze &isla s?. Proto (¢p*¢) ! existuje a md na diagonale ¢isla 3;2 a
tim paddem prava strana mé na diagondale prvky 3;1. Ty7z diagondlni tvar levé strany jsme
odvodili pred tvrzenim. Podobné analyza funguje v piipadé surjektivniho . O

Véta 1.6. Plat7
(1) ppTo=1¢
(2) oot ="
(3) ¢ty je samoadjungované
(4) pe™ je samoadjungované

Naopak kazdé zobrazeni splniugici tyto ctyri vztahy je Mooreovou-Penroseovou pseudoinverzi.

Diikaz. Je jednoduché ovérit vztahy z tvrzeni pro Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi; vlast-
nosti (3) a (4) plati proto, ze prisluné kompozice jsou kolmé projekce na podprostory im ¢ a
(ker ). V tomto i opacéném sméru je podstatné si uvédomit, ze projekce je samoadjungovana,
pravé kdyz je kolma®.

Podle (1) a (3) je ¢t samoadjungovand projekce (nebot (pt¢)? = pt¢) ve sméru
ker(otp) = kery, nutné tedy kolmd. Proto je jejim obrazem (ker ) a o1 tedy spliiuje
prvni defini¢ni vztah.

Ipodle definice je projekce p je samoadjungovand, pravé kdyz (u,p(v)) = (p(u),v). Tato podminka je
trividlné splnénd pro u,v € kerp a u,v € imp. Pro u € kerp, v € im p tato podminka je (u,v) =0, tedy prévé
kerp L imp. Zbyly pfipad u € imp, v € kerp je symetricky.



Témér v jakékoliv knize pojednavajici o Mooreové-Penroseové pseudoinverzi lze najit al-
ternativni dikaz hrubou silou. O

2. APROXIMACE RESEN{ SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Zabyvejme se soustavou linearnich rovnic Az = v. Pokud je matice A Gtvercova a invert-
ibilni, 1ze formalné tuto soustavu vyfesit vyndsobenim inverzi A=1,

r=A"1Ar = A" 0.

V piipadé, ze A nem4 inverzi nebo dokonce neni ani ¢tvercova, lze stdle néco fict o feSenich
pomoci Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze.

Tvrzeni 2.1. Soustava Ax = v md TeSend, prdvée kdyz
AA v =

Diikaz. Pokud plati AATv = v, pak ziejmé ATv je feSenim. Naopak, pokud Az = v pro
néjaké x, potom
AA Y = AAT Az = Az = v.

Jiny dikaz spocivd v tom, ze AAT je projekce na im A, a proto rovnost AATv = v je
ekvivalentni tomu, ze v € im A, coZ je ziejmé to samé, Ze soustava mé feSeni. ]

Vidime tedy, ze i v piipadé, ze A nema inverzi, nebo dokonce neni ani ¢tvercovd, muzeme
néjaké jeji resent (v pripadé, Ze existuje) najit jako ATv. V ndsledujicim ukdzeme, jaky geomet-
ricky vyznam toto feSeni méd. Obecnéji se budeme zabyvat otdzkou geometrického vyznamu
Atv i v piipadé, kdy soustava Az = v nemusi nutné mit feseni.

Rekneme, 7e z je nejlepsi aproximace Fesent, jestlize minimalizuje vyraz | Az — v|, tj. pokud
pro libovolné y plati

|Az —v| < |Ay — v

Ziejmé je tedy Az bod im A, ktery je nejbliz v, je to tedy kolma projekce vektoru v do
podprostoru im A. Tu umime podle piedchoziho napsat pomoci pseudoinverze jako AATv.
Plati tedy

Lemma 2.2. Vektor x je nejlepsi aproximaci feSeni soustavy Az = v, prdvé kdyz plati
Az = AA Y.

Zejména tedy A*v je nejleps aproximace feseni. Obecné je takovych nejlepsich aproximaci
vic. Mezi nimi lze ATv charakterizovat pomoci nasledujici véty

Véta 2.3. Vektor ATv je nejlepsi aprozimace veseni soustavy Ax = v s nejmensi normou,
“zkrdcené” nejmensi nejlepsi aproximace resent.

Diikaz. Mnozina nejlepsich aproximaci je pravé mnozinou feSeni soustavy
Ax = AATw

a jednd se tedy o afinni podprostor se zaméfenim ker A. Vektor z tohoto afinniho podprostoru
s nejmensi normou je tedy jediny a to pravé ten, ktery je kolmy na zaméieni ker A. Pfitom
ale Atv € im AT = (ker A)*. O
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Piiklad 2.4 (Aproximace piimkou). Necht jsou v roviné dany body (z1,v1),. .-, (Tn, yn)-
Ukolem je vést témito body piimku. Pokud by to bylo mozné presné, existovaly by a,b (koe-
ficienty v rovnici piimky a + bx = y) takové, ze

a-14+b-21 =1

a-1+b-2,=1yn

Nasim tkolem je tedy vyftesit soustavu (vzhledem k nezndmym a, b) s rozsifenou matici

I 1 | w»n
1z, Yn
Jeji nejmensi nejlepsi aproximace feseni je
+
I = (1
(aa b)T = 1: :
1z, Yn

Ptimka s rovnici y = a + bz se nazyva aproximaci piimkou zadané n-tice bodu. Je potieba
viak vysvétlit, v jakém smyslu je to nejoptimalnéjsi odpovéd na nasf otdzku prolozeni piimky
zadanymi body. Tato piimka minimalizuje

n

Z ((a + bx;) — yi)Q,

i=1
tedy odchylku funkénich hodnot a + bx; od zadanych y;. Tato aproximace se pouziva, pokud
vime, ze zadané hodnoty y; muzou byt zatizeny chybou, ale z; jsou naméfeny piesné.

3. NECO MALO K DUALITE

Necht U C V je vektorovy podprostor a uvazujme vlozeni
t:U—=V

a k nému dudlni surjektivni zobrazeni
GV U,
které je ziejmé déno predpisem 7 — n|y. Definujme
Ut =kert* ={neV*|VYueU: (nu) =0}
L,

kde podminku (n,u) = 0 si lze predstavovat jako “n L U neboli n € U~"; proto také tento
podprostor dualniho prostoru znac¢ime timto symbolem.
Pokud je V redlny vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, je zobrazeni

R:V V™", v (v, —)
izomorfismus a lze jej pouzit pro ztotoznéni V* s V. PTi tomto ztotoznéni
Ut ~{veV |VYueU: (Rv,u) =0},

pricemz (Rv,u) = Rv(u) = (v, —)(u) = (v,u). Jednd se tedy o opravdovy kolmy doplnék a
neni Spatné si jej takto predstavovat i pokud neméame skaldrni soucin k dispozici.



Vratme se nyni do obecné situace. Piitazeni U — U+ je zobrazeni
Dy : {podprostory V'} — {podprostory V*},

které zjevné obraci usporadani, tj. pokud Uy C Ui, pak UOL ) UlL. Navic, pokud U ma
dimenzi d, pak U' ma dimenzi n — d (také tikame, ze ma kodimenzi d). To je proto, ze je
jadrem surjektivniho zobrazeni V* — U* z n-rozmérného do d-rozmérného prostoru.

Nasim dalsim krokem bude ukazat, ze zobrazeni Dy je bijekce (a tedy antiizomorfismus
uspofadanych mnozin — ve skutecnosti svazii). Zabyvejme se proto tim, co se stane pii druhé
aplikaci “kolmého doplnku”. Geometricka intuice z Eukleidovskych prostort tika, ze druhy
kolmy doplnék musi nutné obsahovat pivodni prostor a ve skute¢nosti se musi rovnat, protoze
maji stejné dimenze. Stejny argument funguje i obecné, jen je potieba druhy kolmy doplnék
nejprve pievést z V** do V. Oznacime-li vlozeni k : U+ — V*, je prostor U jadrem

Ve S Ut
které posild v + ev, ++ ev, |;1. Pii identifikaci V 22 V** je tedy U1 mnozina viech vektorii
v, které se nuluji na viech forméch z UL. Protoze se vsak vechny formy z U+ podle definice

nulujf na U, plati U C U+t Zaroven maji oba prostory stejnou dimenzi, musi byt tedy
totozné, U++ = U.
Véta 3.1. Zobrazeni U — U~ urcuje bijektiond zobrazent
Dy : {podprostory V'} — {podprostory V*}

s nasledujicimi vlastnostmi

e Dy prevraci usporaddnt,

o je-li U dimenze d, pak DyU = U™ je dimenze n — d,

e (UynUy)*t =Uqd + Ui,

o (Up+Uh)t =UdnUT

Diikaz. Vse je dusledkem prvniho bodu, dokonce i vztah mezi dimenzemi. Muzeme totiz vy¢ist
dimenzi U jako délku d nejdelsiho striktné rostouciho fetézce podprostori 0 = Uy C Uy €
- CUg=U. O

Péknou aplikaci je popsani svazku vSech rovin v prostoru prochazejicich danou p¥imkou p.
Pfechodem ke kolmym dopliikiim to znamend popsat viechny pifmky obsazené v roviné p=.
To je ale jednoduché — jejich smérové vektory jsou pravé viechny nenulové prvky p*. Pokud
je p zadand implicitné jako feseni soustavy a(v) = B(v) = 0 dvou rovnic, je p* = [a, 3] a
pifmka lezici v pt je proto generovand libovolnou jejich nenulovou linedrni kombinaci ac+ bg.
Piechodem zpatky vidime, ze rovnice odpovidajici roviny obsahujici p je (ac+b3)(v) = 0, ve
vysledku tedy libovolna nenulova linedrni kombinace definujicich rovin pfimky p.

Dalsim vztahem mezi podprostory V a V* je ten mezi implicitnim a parametrickym
popisem. Necht je podprostor W C V* zaddn parametricky jako W = [n!,... ,nk]. Potom

W={veV |V¥peW: (gv)=0}.
Protoze je vSak W popsan parametricky, sta¢i podminky zkontrolovat na generatorech,
Wh={veV | v=-=@"v) =0}

To je ale popis W jako prostoru fesenf soustavy linearnich rovnic n'(v) = 0,...,n%(v) =0,
tedy implicitni popis. Stejny princip funguje naopak. Je-li U = [vy,...,v4], pak

[]L = {776 v ‘ (777'01) == (U»Ud) :0}
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Formalné tak prevod parametrického popisu na implicitni je elementarni. Parametricky popis
U je ekvivalentni implicitnimu popisu U™, ten lze pomoci vyFeSeni soustavy s parametry
prevést na parametricky popis, ktery je zpétné ekvivalentni implicitnimu popisu U.

Tvrzeni 3.2. Necht jsou na V zaddny formy n°,n', ... n¥. Jestlize libovolné v € V' splriujici

M) = =) =0
spliiuje zdroveri n°(v) = 0, pak n° € [n',... n¥].
Pozndmka. Opaénd implikace je trividlni: je-li n° € [p',...,7*], pak z n'(v) = ---9*(v) = 0
plyne jednoduse n°(v) = 0.
V pifpadé implikace (n'(v) = --- = 7¥(v) = 0) = (°(v) = 0) mlzeme mluvit o tom,

7e rovnice n°(v) = 0 je logickym diisledkem zminéné soustavy. Véta tedy iikd, Ze pokud je
n%(v) = 0 logickym diisledkem, je ve skute¢nosti “algebraickym” diisledkem; lze odvodit ze
soustavy tim nejtrividlnéjsim moznym zpusobem — je kombinaci rovnic soustavy. V jistém
smyslu se jednd o uplnost jistého logického systému: implikace, které plati, jsou pravé ty,
které lze dokdzat (pomoci zminéného jednoduchého pravidla).

Drikaz. Implikaci lze vyjadrit jako
[77077717 s 7"7k]L = [7717 s 777k]l-
1

Druhou aplikaci Dy dostavame [7°,7%, ..., 0% = [n',...,n*] a zejména n° € [p,...,9%]. O

Nésledujici tvrzeni je dobfe zname z teorie feSeni soustavy linearnich rovnic a lze jej vyvodit
z Gaussovy eliminaéni metody. Uvadime zde alternativni dikaz pomoci duality.

Tvrzeni 3.3. Soustava rovnic Axr+b = 0 nemd resent, prdvé kdyz existuje linedrni kombinace
jejich radki (tedy rovnic) tvaru 1 = 0.

Drikaz. Trik spociva v “projektivizaci” soustavy. Puvodni soustava nemé feSeni, pravé kdyz
kazdé teseni soustavy Ax + bt = 0 spliuje také ¢ = 0. Podle pfedchoziho tvrzeni to nastane
pravé kdyz forma zadand fddkem (0,...,0,1) je linedrni kombinaci fddku rozsirené matice
(A]D). O

Pozndmka. Obecné vyjadieni duality: (—, —): U X V' — K bilinedrni zobrazeni takové, ze U — V*, u +— (u, —)
aV — U", v (—,v) jsou izomorfismy. Tenzorovy piistup: existujie: U®V — Ka §: K — V ® U takové,

eV 22N veUeV L, vaUu L2, Ue Ve U <Y U jsou identickd zobrazen.

4. NECO MALO K TENZOROVEMU SOUCINU

Pointa tenzorového soucinu je, ze chceme prevést bilinearni zobrazeni na linearni. Konkrétné
bilinedrni zobrazeni U x V' — W bude ekvivalentni linedrnimu zobrazeni U @ V. — W. Sym-
bolicky

Liny (U, V; W) 2 Hom(U @ V, W),

kde vsak pro uplnost fikame vic nez v predchozim — vyzadujeme, aby se jednalo o izomor-
fismus vektorovych prostoru (a ne jen o bijekci). Timto vztahem je tenzorovy soucin uréen
jednozna¢éné az na izomorfismus a ve véts§iné aplikaci neni potfeba znat pfesnou definici a
vystacime si s touto vlastnosti. Pokusme se s jeji pomoci “odvodit” definici tenzorového
sou¢inu. Dosadme do uvedeného vztahu W = k. Dostdvdme

Liny(U, Vik) = (U ® V)*.
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Budeme-li nyni pfedpokladat, ze ma U ® V kone¢nou dimenzi, lze psat
U®V =Ling(U, V; k)*

Chceme-li tedy dostat tomu, Ze tenzorovy soucin pievadi bilinedrni zobrazeni na linedrni,
jsme vedeni k nasledujicimu:

Definice 4.1. Necht U a V jsou vektorové prostory koneéné dimenze. Definujeme jejich
tenzorovy soucin U @ V def Ling (U, V5 k)*.
Definujme nyni bilinedrni zobrazeni t : U x V' — U ® V pfedpisem
t(u,v) : & — P(u,v),

jedna se tedy o “evaluaci” (viz srovnani druhého duélu s puvodnim vektorovym prostorem).
V nésledujicim budeme znacit u ® v = t(u,v) a je to tedy zobrazeni, které kazdou bilinedrni
formu posila na jeji hodnotu na dvojici (u,v).

Lemma 4.2. Zobrazeni t je bilinedrni, tj.
(a1u1 + aguz) v =1a1 - u1 @V + ag - us Qv
a analogicky pro druhou sloZku.
Diikaz. Leva strana je dana evaluaci
O — P(aju + ague,v),

zatimco prava je dana jako linedrni kombinace evaluaci, tedy

O — a1 P(ur,v) + ax®(uz, v).
Tyto dva vyrazy se rovnaji diky bilinearité . ([l

Véta 4.3. Necht vektory {e; | i = 1,...,n}, tvord bdzi prostoru U a vektory {€; | j =
1,...,m}, tvori bazi prostoru V. Pak vektory {e; ®€; |i=1,...,n;j =1,...,m}, tvori bdzi
prostoru U @ V.

Pozndamka. Pi praci s tenzorovym soucinem je vyhodnéjsi se vzdat usporadani prvka baze a
pracovat s neuspofddanymi bazemi. V dalsim budeme zkracovat na “{e;} je baze U”.

Pred tim, nez budeme moct dokéazat predchozi vétu, je dobré popsat bdzi prostoru vsech
bilinedrnich forem. Necht tedy méme béze jako ze znéni véty a k nim dudlni baze f* a fJ.
Definujme bilinearni formu

JoP UV sk () e fu) P o)
(soucin funkénich hodnot — prvku télesa k). Prvné dokdzeme
Lemma 4.4. Mnozina {f* - f7} tvo bdzi Liny(U, V; k).

Diikaz. Pointou dukazu je, ze dvé bilinearni formy se rovnaji, pravé kdyz davaji stejné hodnoty
na vSech dvojicich (e,,€s) bdzovych vektoru. Pokusme se napsat bilinedrni formu @ jako
kombinaci

®=> - (- )
i



Tato rovnost bude podle predchoziho splnéna, pravé kdyz pro kazdé r, s bude platit
‘1> eraes Zq)lj fZ f]) eraes Z(I)ij Cr fj(es)— rs.

Je tedy vidét, ze koeficienty existuji a to jediné, ®,s = ®(e,, €5). To ale piesné znamend, ze
dana mnozina je béze. d

Dikaz Véty 4.3. Ukdzeme nyni, ze {e; ®€;} tvoii dudlni bazi k bazi {f’fj} z lemmatu. Staci
tedy pocitat
(es @ej)(f"- f°) = (f" - f*)(eir€5) = ["(ei) f°(€;) = 6; 67,
coz je 0 s vyjimkou ptipadu ¢ = r, j = s. To je ale pfesné podminka na dualni bazi. O
Vrafme se nyni ke vztahu, ktery jsme pouZili k motivaci definice tenzorového soucinu

a ovéime, ze opravdu plati. Pfipomenme kanonické zobrazeni t : U x V. — U ® V dané
(u,v) = u®wv.

Véta 4.5. Ezistuji prirozené izomorfismy
Hom(U ® V, W) — Liny(U, V; W) +— Hom(U, Hom(V, W)),
prong z nichZ je dan @ +— pot.

Dukaz. Prvni izomorfismus je zjevné linearni zobrazeni a jednd se o bijekci podle univerzalni
vlastnosti tenzorového sou¢inu. Druhé zobrazeni posild f : U — Hom(V, W) na

(u,v) = f(u)(v).
Je to presné zobrazeni zprostiedkujici bijekci (W)U = WUXV  kterou zndte z diskrétni

matematiky, jenom je zizené na vhodné linedrni zobrazeni. Jeho inverze posild g : U xV — W
na u — g(u, —), kde g(u, —) je “parcidlni zobrazeni” v — g(u,v). O

Tvrzeni 4.6. Zobrazeni
U@ V* — Ling(U,V;k) 2 (U V)*
dané predpisem n ® 0 — n - 6 je izomorfismus.

Diikaz. Zobrazeni prevadi bazi f! @ ff na bazi f?- ]?j O

Jakozto zobrazeni U ® V' — k je obraz n ® 6 dan predpisem u ® v — n(u) - 0(v) a lze jej
tedy popsat jako kompozici

UV "2 kok =k,

kde prirozeny izomorfismus k ® k = k je dan predpisem a ® b —> ab.
V dalsim budeme potiebovat analogii predchoziho tvrzeni pro antisymetrické tenzory. Z
technickych divodu zménime predchozi zobrazeni vynasobenim konstantou ¢!.

Tvrzeni 4.7. Zobrazeni ANV* — Ling(V, ..., V;K)antisym dané predpisem
o€Y,

je izomorfismus.
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Dukaz. Prvné se zabyvejme tim, jaky efekt na multilinedrni formu pfislusnou tenzoru ¢ €
(V*)®4 m4 permutace o:

(pe(n* @~ @10 (v1,...,0) = "V @ @07 D) (01, ..., v,
=D (w1) - 7D (vg) = 0" (0g1(1)) -+ 1 (Vo1 (g))
= (7]1 D& nq)(va_l(l)’ sy Ua'—l(q))

Proto obecné plati (pot)(v1,...,vq) = t(vy-1(1)s- -+, Vs-1(g)) @ zejména t je antisymetricky,
pravé kdyz je antisymetrickd prislusna multilinearni forma. Proto se izomorfismus z predcho-
ziho tvrzeni zuzi na izomorfismus A?V* s podprostorem antisymetrickych g-linearnich forem.
Vynéasobeni ¢islem ¢! na tom nic nezméni. O

Vysvétleme nyni, pro¢ je vynasobeni ¢islem ¢! vyhodné. Je to proto, ze plati

(fil /\.../\fiq)(eilgw'7eiq) =1L

v /v

To se ndm bude hodit v piisti kapitole. Uvedme nyni jesté verzi véty o determinantu pro
antisymetrické multilinearni formy. Je-li ¢ : U — U linearni zobrazeni, plati

()" (' @ @) (1, ..., un) = (™ 0" @+ @ @™ ™) (un, . .., up)
= (0" )(u1) - -+ (" n™) (un) =" ((ur)) - -+ - - 0" (p(un))
="' @ on)(e(w),. .., o(un))

a stejny vztah tedy plati i pro antisymetrické n-linedrni formy,

w(p(ur), ..., o(un)) = ((¢")"w)(u1, ..., un) = det - wlur, ..., un),
(jelikoz samoziejmé plati det ¢* = det ¢).

Pozndmka. Zatimco vlozeni AU — U®? neni homomorfismus algeber, existuje kanonicky homomorfismus
U®? — AU, ktery na abstraktni trovni posild u1 ® - -+ ® ug — u1 A --- A ug (tady je 1épe uvazovat o AU
jako o abstraktnim prostoru s vlastnosti Hom(AU, V) = Ling(U,...,U;V)antisym — antisymetrizace je pak
dudlni k inkluzi antisymetrickych zobrazeni do vSech zobrazeni; konkrétni realizace pro U kone¢né dimenze
je AU = Ling(U, ... ,U;K); ). Popiseme nyni vztah vngjsi mocniny a antisymetrickych tenzort: uvazme

antisym
evaluaci

ev: (U @U®! - K
a zuzme ji na antisymetrické formy (A?U)* = Ling(U, ..., U;K)antisym C Ling(U, ..., U;K) = (U®9)*. Diky
antisymetrii se pak toto ziuzeni faktorizuje skrz

ev: (AU)" @ AU - K
které je dualitou. Pfitom dudlni bazovy prvek k e;; A---Aei, je QA ®---® f'1) (nebo QA(f®---® f)
pro logictéjsi verzi Tvrzeni 4.6). Budeme proto pouzivat ztotoznéni ATU™ = (AU)”, FOA-Afle = gA(f @
-+ ® f'), které respektuje kanonické baze obou prostoru.

9. DETERMINANTY, OBJEMY A ORIENTACE

Necht U je vektorovy prostor dimenze n. Potom vnéjsi mocnina A"U* mé dimenzi 1 a v
dalsim ji budeme ztotoznovat s prostorem vsech antisymetrickych n-linearnich forem na U.
Libovolny jeji nenulovy prvek (nutné tedy generator) nazyvame objemovou formou na U a
znacime jej

Vol € Lin, (U, ..., U;R)antisym-
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Jeho hodnotu na vektorech wuy,...,u, nazyvame orientovanym objemem rovnobéznosténu
urcéeného témito vektory. Diky objemové formé muzeme interpretovat determinant operatoru
@ : U — U. Jeho vnéjsi mocnina

(90*)/\” . AnU* —>AnU*
totiz posild Vol na néjaky nésobek Vol a z ¢asti o vnéjsich mocnindch vime, ze je to prave
Vol(p(u1), ..., e(uy)) = (det @) - Vol(uq, . . ., uy).

Znamend to tedy, ze operator ¢ zvétsuje objem pravé (det ¢)-krat. Tato vlastnost nezdvisi
na volbé objemové formy — podstatné je, ze se jednd o “relativni tvrzeni”, tedy nefikdme nic
o tom, jaky je vysledny objem, ale pouze ho porovnavame s puvodnim. Pokud bychom vsak
chtéli definovat determinant linedrniho zobrazeni mezi dvéma ruznymi vektorovymi prostory
(stejné dimenze), museli bychom na nich zafixovat objemové formy.

Souvisejicim pojmem je orientace rediného vektorového prostoru U. Rekneme, ze dvé béze
(e1,...,en) a (€1,...,€y,) jsou shodné orientované, jestlize plati

egN--Nep=c-(eg AN - Nep)

pro néjaké kladné ¢ € R. Konstanta ¢ je timto vztahem samoziejmé jednozna¢né urcena
— jednéd se o determinant matice pfechodu od prvni bdze k druhé — a je tedy nenulova.
Pro ¢ zaporné mluvime o opacéné orientovaniych bazich. Takto ndm na mnoziné vsech bazi
vznika relace ekvivalence majici praveé dvé tiidy, které nazyvame orientace U. Pokud je na U
zvolena orientace, fikame, ze je U orientovany a prvky vybrané orientace nazyvame kladné
bdze, zatimco zbylé jsou zdporné bdze.

Priklad 5.1. Na R" definujme standardni orientaci jako tfidu b&azi obsahujici standardni
bazi (e1,...,en).

Piiklad 5.2. Nechf V je komplexni vektorovy prostor a VE znaéf redlny vektorovy prostor
s touz nosnou mnozinou, tymz séitanim, ale s nasobenim skaldry zizeném na realnd cisla;
mluvime o realifikaci V. Na VR existuje kanonicks orientace (zavisejici samoziejmé na kom-
plexni struktufe), kterou nyni popiSseme. Zvolme libovolnou béazi (ei,...,e,) komplexniho
prostoru V. Potom
(e1,i€1, ..., €n,ley)

je béze redlného prostoru VR a prohlasime ji za kladnou bazi. Je potieba ukazat, Ze pro jinou
volbu komplexni baze bude vznikla redlnd baze shodné orientovand a tim padem dostavame
opravdu dobfe definovanou orientaci.

Matice prechodu mezi dvéma komplexnimi bazemi je vSak libovolna invertibilni komplexni
matice a musime tedy ukazat, ze redlnd matice piislusna libovolné invertibilni matici ma
kladny determinant. Rozlozme komplexni matici pfechodu na soucin elementarnich matic.
Prislusna matice prechodu mezi redlnymi bazemi je tak opét souc¢inem jistych “elementarnich”
matic. Pfi¢itani (komplexnfho) nésobku da matici determinantu 1, prohozeni dvou fadku
taktéz (prislusnd redlnd matice odpovida prohozeni dvou dvojic fadku). Ndsobeni komplexnim
¢islem ma prislusnou redlnou matici vzniklou z jednotkové vyménou dvou jednicek za blok

(6 2)

Vratme se nyni k obecné situaci redlného vektorového prostoru U.

ktery méa determinant a? + b > 0.
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Veéta 5.3. Dvé bdze o, B jsou shodné orientované, prdvé kdyz je lze spojit cestou, tj. prdvé
kdyz existuje spojité zobrazeni

v:[0,1] 2 U x---xU=U"
splriugict ndsledujici

*(0)=a,y1)=p5a
e pro kazdé t € [0,1] je n-tice y(t) bdzi U.

Pozndmka. Spojitost jisté davéa smysl pro U = R™. Avsak libovolny (kone¢né rozmérny ) redlny
vektorovy prostor je izomorfni R™ a spojitost lze definovat ve smyslu tohoto izomorfismu —
hlavné na volbé takového izomorfismu nezavisi.

Diikaz. Neni tézké se presvédcit, ze kazdou Ctvercovou matici s kladngym determinantem lze
napsat jako soucin elementarnich s kladnym determinantem. Prohozeni dvou sloupcu lze
nahradit kompozici operaci I — I + II, Il — II — I, I — I + II, kterd samoziejmé
zaroven s prohozenim sloupcu také jeden z nich vyndasobi ¢islem —1, ale Gaussova eliminace
lze provadét i s touto operaci. Vynasobeni dvou sloupcu ¢islem —1 lze nahradit provedenim
dvou pfedchozich sloZzenych operaci za sebou.

Dale neni tézké se presvédcit, ze kazda z elementarnich matic 7; s kladnym determinantem
lze spojit s jednotkovou matici E cestou I'; prochazejici pouze maticemi s kladnym determi-
nantem. Jejich souc¢in T' = T - - - T} pak lze spojit s jednotkovou matici jednoduse pomoci
cesty

t—Tq(t) - Tk(t).
Jelikoz vsak plati
a=p0-T,
hledand cesta mezi bazemi «, § lze volit napriklad jako
Eis B-T(t) - Th(0).

V opacném sméru velicina (det id.,;),) € R* zavisi spojité na t a jeji hodnota pro t = 0 je
1. Proto i jeji hodnota pro ¢t = 1 musi byt kladna, tj. (detidg,) > 0 a béze o, 8 jsou shodné
orientované. O

Dilezitym ptikladem objemové formy je objemova forma vznikld ze skalarniho sou¢inu na
ortentovaném KEukleidovském prostoru €. To by nemélo byt prekvapujici — skaldrni soucin
na & udava smysl velikosti vektorti a 1hli mezi nimi; z téchto tdaju lze objem spocitat.
Objemova forma v8ak udava orientovany objem, proto je navic potieba jesté volba orientace.
Z jiného uhlu pohledu na Eukleidovském prostoru jsou dvé objemové formy a neni zadny
divod preferovat jednu z nich; ten nastava az pii zafixovani orientace. Pro neorientovany
Eukleidovsky prostor bychom mohli nadefinovat pouze neorientovanou objemovou “formu”
| Vol |; k nf se vratime za chvili.

Necht (ey,...,e,) je libovolnd kladné orientovand ortonormdlni béze. Kanonickou obje-
movou formu zafixujeme pozadavkem

Vol(ey,...,e,) = 1.
Je-li (f1,..., ") dudlni baze, pak plati

(fl/\"‘/\fn)(el,---;en) — Z SignO"fg(l)(el)"'fo(n)(en) = 1,

oEX,
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nebot jediny nenulovy ¢len se objevuje pro o = id. Lze tedy polozit
Vol = fL A+ A f™

7 tohoto vztahu Ize vidét, ze objemova forma nezdvisi na volbé kladné ortonormalni baze —
matice pfechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi je ortogonalni a mé tedy determinant
+1; pokud jsou baze navic kladné, musi byt roven 1 a to stejné plati pro determinant matice
prechodu mezi dudlnimi bazemi (je totiz stejny). Ve vysledku pro jinou volbu béze (e, ..., €,)
a k ni dudlni (f1,..., f") plati
Volzfl/\.../\fn:fl/\.../\f”.

Pro orientovany objem plati vztah
fHlu) o fH(un)

Vol(uy, ..., u,) = Z signo - f7M (up) -+ £7) () = det : :

O'Gzn fn(ul) o e fn(un)

Jelikoz f’(u]) je i-t4 soufadnice vektoru u;, muzeme vypocet shrnout v nésledujicim.
Tvrzeni 5.4. Orientovany objem Vol(uy, ..., uy) lze spoéitat jako determinant matice, jejiz
J-ty sloupec je tvoren souradnicemi vektoru uj v libovolné kladné ortonormdlni bdzi (ta viak

musi byt stejnd pro viechny sloupce).
Jeho druhou mocninu lze spocitat jako Gramuv determinant

(Vol(ug, ..., u,))? = det((us, u;))
z matice, jejiz prvek na pozici (i,7) je skaldrni soucin (u;,uj).

Dukaz. Druhé tvrzeni plyne z prvniho vynasobenim popsanych matice zleva matici k ni
transponovanou. Na porzici (7, j) dostaneme souéin i-tého a j-tého sloupce, tedy

D i) (ug) = (uiyug)
k

(jednd se o vzorec pro skalarni sou¢in v ortonormélnich soufadnicich). O

Jako dusledek dostavame vzorec pro neorientovany objem na Eukleidovském prostoru
jako odmocninu z Gramova determinantu — ten zavisi pouze na skaldrnim soucinu a niko-
liv na orientaci. Z tohoto pohledu lze interpretovat Gramuv-Schmidtuv ortogonalizaéni pro-
ces jako vzorec pro objem. Béhem néj totiz ménime kazdy vektor pouze pri¢itanim ndsobku
predchozich vektoru a neménf se tedy orientovany objem. Pfitom po provedeni celého procesu
a pro vznikly ortogondln{ systém (v1,...,v,) je Gramova matice diagondlni a neorientovany
objem je tak roven

| Vol(ut, ..., un)| = |v1| - |vnl,
souc¢inu velikost{ vektoru vy, ..., v,. Znaménko je téz jako u puvodniho orientovaného objemu
a je tedy urceno tim, zda je (u1, ..., u,) baze kladné ¢i zédpornd (v ptipadé, ze se nejednd viubec
o bézi, je objem beztak nulovy). Pfitom velikost vektoru v; je rovna vysce rovnobéznosténu
ur¢eného uy, ..., u; s podstavou danou prvnimi ¢ — 1 vektory. Jedna se tedy o vzorec

objem rovnobéznosténu = objem postavy X vyska

Hlavni vyznam této formulky je v tom, Ze po nékolika strankach je snad kone¢né ziejmé, proc¢
tomuto objektu fikdme orientovany objem.
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6. GEOMETRIE V ROVINE A PROSTORU

Prvné se zabyvejme rovinou &, kterou budeme chépat jako R? se standardnim skaldrnim
souCinem a standardni orientaci. Ta je mimochodem totozna s tou vzniklou z komplexni
struktury na C = R2.

Pro vektory u,v € & pocitejme neorientovany objem z Gramova determinantu

(u,u) (u,v)
(v,u)  (v,v)
kde « je ihel mezi vektory u, v a rovnost plyne z (u, v) = |u||v| cos @. Odmocnénim dostavéame
vztah

(Vol(u,v))? = = |uf*of? = (u,v)* = [ul|v|* sin® ,

| Vol(u, v)| = |ul|v]||sin .
Standardné bereme a € [0,7], diky orientaci muzeme nyni rozsifit definicni obor na a €
(—m, 7| a zvolit znaménko podle orientace (u, v). Mluvime pak o orientovaném ihlu od vektoru
u k vektoru v a muzeme psat
ul ol
w2 w2

= Vol(u,v) = |ul|v|sin a.

Budeme psat a = <(u,v).

Orientovany thel se hodi v tlohach, ve kterych je potfeba (zejména algoritmicky) rozhod-
nout o viditelnosti objekti v roviné. Dalsim ptipadem je 1iloha rozhodnout, zda mnohotihelnik
A;p - -+ A, zadany posloupnosti vrcholu je kladné ¢i zaporné orientovany (v piipadé, Ze nevime,
zda je konvexni). Velice jednoduchym zptusobem (alesponi z teoretického pohledu) je spocitat
v8echny orientované uhly

<I(AnA1, A1A2), <I(A1A2, A2A3), e Q(An_lAn, AnAl)

podél mnohoihelnika a secist je. Pokud je soucet roven 27, je mnohouhelnik kladné oriento-
vany, pokud —27, je zaporné orientovany. Ostatni pfipady nemohou pro mnohothelnik nas-
tat a lze takto i detekovat nékteré pripady, kdy se nejednd o mnohotihelnik (zdaleka ne vsak
vsechny). V ptipadé, kdy je mnohotihelnik konvexni, budou mit vSechny tihly stejné znaménko
a to lze spocitat pomoci orientovaného objemu (u ¢tyithelniku sta¢i spocitat znaménka i v
nekonvexnim piipadé). Jinym feSenim je se¢ist orientované objemy
%VOI(AlAQ, A1A3) + 4 %VOl(AlAnfl, AlAn)
Pokud je vysledek kladny, je mnohothelnik kladné orientovany a naopak.

Piiklad 6.1. Ukazme nyni, ze vyse uvedeny soucet vyjadiuje obsah mnohothelniku Ay - - - A,,.
V prvnim kroku dokazeme o néco obecnéji, ze soucet

Vol(X Ay, XAs)+ -+ Vol(XA,—1,XA,) + Vol(XA,, XA;)
nezavisi na volbé bodu X. To je tim, ze
VOI(YAZ, YAH_:[) == VOI(YX + XA“ YX + XAH_1)
= VOI(XAZ, XAi_:,_l) + VOl(YX, XAi—i-l) + VOI(XAZ, YX),
kde ¢leny Vol(Y X, X A;11) se pii secteni vyrusi se cleny Vol(X A4;,Y X) = — Vol(Y X, X A,).
V dalsim kroku ukdzeme, Ze existuje vnitini diagondla A;A;, kterd protind mnohoihelnik
pouze v koncovych bodech. Pak lze induktivné predpokladat, ze vzorec pro obsah funguje pro

oba mnohothelniky vzniklé rozdélenim podél A;A; a jejich sectenim dokézat, Ze tento vzorec
funguje také pro nas mnohotihelnik. Necht A; je bod s nejmensi z-ovou soufadnici. Pokud
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lezi uvniti trojuhelniku A;_; A;A;+1 néjaky dalsi vrchol mnohothelniku, zvolime za A; ten s
nejmensi z-ovou soutadnici. Pokud ne, zvolime za délici diagondlu A;_1 A;11.

Pozndmka. Orientovanad Eukleidovskd rovina? je kanonicky (jednorozmérnym) komplexnim
vektorovym prostorem: izomorfismus C — V je zadan tim, Ze posild 1 +— e; a i — eo,
kde (e1,e2) je libovolnd kladné orientovand ortonormélni baze. Jina volba se lis{ o matici z
SO(2) = U(1) a proto je komplexni struktura jednoznacéné. Tim lze také definovat orientovany
thel mezi nenulovymi vektory u,v jako <t(u,v) = arg(v/u) — je totiz v = z - u pro jediné
komplexni ¢islo z, jehoz argument je presné onen orientovany thel.

Neorientovana rovina ma dvé komplexni struktury, které se navzajem lisi o komplexni
konjugaci. Ve vysledku je tak tihel jednozna¢ny az na znaménko.

Pfejdéme nyni ke standardnimu orientovanému Eukleidovskému tiirozmérnému prostoru
&3. Krom skalarnfho soucinu lze na &3 definovat vektorovy sou¢in pomoci objemové formy.
Po dosazeni dvou vektoru u,v € £ se z objemové formy stane linedrni forma

Vol(u, v, —) : &3 — R.

Kazd4 linedrni forma je rovna skalarnimu souc¢inu s jednoznaéné uréenym vektorem, ktery v
tomto piipadé znac¢ime u X v. Je tedy definovan vztahem

Vol(u, v, w) = (u x v, w).

V kladné ortonormélni bazi 1ze vektorovy souéin spocitat jako

ul ot w! ul vl (e, w) ul vl e
(u xv,w) = [u? 02 w?| =|u? v? (eg,w)| = ( |u? v? es|,w),
uw v wd ud v (eg,w) uP v es

kde determinant napravo sice nedava formalné smysl, pokud jej vSak rozvineme podle tetiho
sloupce, dostaneme korektni vzorec

uxv—uve+u3 3e—i—1vle
T3 3T L2 T2 2]
Jeho korektnost plyne ze vztahu (u x v)* = (u x v,e;) = Vol(u,v,e;) pro souradnice v

ortonormalni bézi.
Zabyvejme se nyni abstraktnimi vlastnostmi vektorového soucinu. Z antisymetrie plati

(u x v,u) = Vol(u,v,u) =0,

a proto je u X v kolmy na u a analogicky také na v. Tim je urc¢en jeho smér, nyni uréime
orientaci a na zavér jeho velikost. Orientace je dana tim, ze

Vol(u,v,u X v) = (u X v,u X v) >0
a je tedy (u,v,u x v) kladné orientovand (za predpokladu, ze se jedna o bazi; v opa¢ném

piipadé vsak u x v = 0 a jeho orientaci neni potieba urcovat).

2Ve skuteénosti stac¢f mit skaldrn{ souéin zadén az na ndsobek — takové struktuie se Fikd konformni; lze v
ni méfit thly a porovnavat velikosti. Typickym piikladem konformniho zobrazeni, které neni ortogonélni, je
stejnolehlost.
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Zbyva spocitat velikost u x v. Pomoci Gramova determinantu

(u,u) - (u,v) 0
lu x v|* = (u x v,u x v) = Vol(u,v,u x v) = [{v,u) (v,v) 0
0 0 (uxwv,uxwv)

1/2

= (fulPlol?® = (u,0))""* - Ju x o]
Pomoci thlu o mezi vektory u, v dostdvame finalni vztah
lu x v| = |u||v|sin a.
Tentokrat neni mozné pritfadit thlu « orientaci jako v rovinném piipadé.

Véta 6.2. Vektorovy souc¢in md ndsledujici vlastnosti (které ho jednoznacné uréugi)

o Vektorovy soucin — X — je antisymetrické bilinedrni zobrazent.

Vektor u x v je kolmy na u a v.

Vektor u x v je menulovy, prdvé kdyz jsou u, v linedrné nezdvislé a pak
bdze (u,v,u X v) je kladné orientovand.

Plati |u x v| = |ul|v|sin <(u, v).

7. VZTAH KVATERNIONU A ORIENTOVANEHO OBJEMU

Obecné muzeme ftict, ze objemova forma je kompatibilni se skalarnim sou¢inem, jestlize
| Vol(uy, ..., un)| = |u1| - - |un| kdykoliv uy, ..., u, tvoii ortonorméalni systém vektoru. Nad R
je pak objemovéd forma Vol uréena jednoznacéné az na znaménko (orientaci), nad C jednoznacné
az na nasobek komplexni jednotkou. Jednoduchou modifikaci ortonormalni baze lze najit
takovou ortonormélni bazi, jejiz objem je roven 1. Standardni baze R™ a C™ jsou ptiklady
takovych bazi.

Zabyvejme se prvné kratce situaci v redlné Eukleidovské roviné &. Objemova forma je

Vol: & x & — R,
kterou muzeme diky skalarnimu soucinu piepsat jako
Vol(u,v) = (Tu,v).
Protoze je objemova forma kompatibilni se skalarnim sou¢inem, mame
Vol(e1,e1) =0, Vol(ey,e2) =1, Vol(ez,e1) = —1, Vol(ez,e2) =0

a tedy Ie; = e, Ies = —ey. Diky tomu I?2 = —id a zobrazeni I zad4va na V strukturu
komplexniho vektorového prostoru: v(a + bi) = va + I(vb) (samoziejmé, I je rotace o 90° v
kladném sméru).

Nyni se zabyvejme stejnou situaci v “komplexni Eukleidovské roving” &. Objemova forma
je Vol: & x & — C, kterou muzeme diky skalarnimu souc¢inu piepsat jako

Vol(u,v) = (Ju,v).
Tentokrat je J: & — £ “konjugované linedrni”,
(J(uar),v) = Vol(ua,v) = aVol(u,v) = a(Ju,v) = ((Ju)a@,v),
tj. J(ua) = (Ju)a. Z kompatibility se skaldrnim souc¢inem Je; = ey, Jea = —e; a proto
J? = —id (druh4 iterace uz je linedrni) a zobrazeni J zaddva na & strukturu kvater-

nionického vektorového prostoru: definujme kvaternionickou algebru H jako podalgebru gen-
erovanou I, J € Homg(V,V), kde I = iE je ndsobeni imaginarni jednotkou i. Ukazeme, ze
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jako vektorovy prostor je generovand E, I, J, K = IJ: uz vime, ze plati I? = J? = —E,
IJ = —JI = K, pocitejme nyni K? = —JIIJ = J?> = —FE a obdobné JK = —KJ = I,
KI = —IK = J. Plati

E61 = €1, 161 :eli, J61 = €9, Kel :egi

a tedy zobrazeni H — &, Q — Qe; je izomorfismus. Obrazy E, I, J, K zna¢ime postupné 1,
i, 7, k a v dalsfm budeme o H uvazovat jako o prostoru R* = [1,4, j, k] spoleéné s ndsobenim
danym vyse uvedenymi vztahy.

1 ik
11T @ j k
ili -1 k —j
ilji -k -1 i
klk j —i -1

8. DODATEK KE GEOMETRII V PROSTORU

V této ¢asti dadme do souvislosti geometrii v prostoru s kvaterniony. Pfipomenme, ze kvater-
niony vzniknou z komplexnich ¢isel pridanim jednotky j, kterd antikomutuje s komplexni
jednotkou 14, tj. plati ij = —ji, a spliuje i2 = j?> = —1. Oznaéme k = ij. Potom mime
nasledujici

q=(a+zi)+ (y+20)j = a+ (xi+yj + zk).
Cislo a nazveme redlnou édsti kvaternionu ¢ a v = xi + yj + zk jeho vektorovou édsti; 1ze
totiz tuto ¢ast ztotoznit s vektorem (z,y, z) € R3. Chdpeme proto komplexni jednotky i, j, k
jako vektory standardni béze. Pro jejich soucin plati jednoduché vztahy, diky nimz se snadno
OvVeri, ze
veow=—(v,w)+v X w.
Jelikoz je skalarni sou¢in komutativni a vektorovy souc¢in antikomutativni, dostavdme snadno
vztahy
(v,w) = —F(vw + wv) = —Re(uv), vxw = 3(vw—wv) = Im(uw).
Orientovany objem Vol(u, v, w) snadno ziskdme jako redlnou ¢ést
Vol(u, v, w) = — % (www — vuw + wuv — wvu) = — Re(uwvw).

Zabyvejme se nyni inverzi kvaternionu ¢ = a+4v. K tomu ndm poslouzi konjugovany kvaternion
q* = a —v. Plati

¢g=(a—v)(a+v)=aa—vv=aa+ (v,v) = ]a\z + |U\2 = \q|2

1 1 _

atedy ¢~! = |¢|~2¢*. Zejména, pokud je q jednotkovy kvaternion, tj. |¢| = 1, dostdvame ¢~ =
q*. Kvaterniony maji také goniometricky tvar; my si vystacime s jednotkovymi kvaterniony,
pro néz plati

q = cosy +vsiny,
kde ¢ € [0,7] a v € R3 je jednozna¢né uréeny jednotkovy vektor s vyjimkou ¢ = +1, kdy nenf
urceny vubec. Obcas je také vyhodné zapisovat

e¥Y = cos ¢ + vsin p.
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Tento vztah dava smysl zejména, kdyz vyraz vlevo rozvineme do Taylorovy fady a vyuzijeme

vztahu v? = —|v|? = —1. Pro inverzni kvaternion plati (e¥?)~! = e~%%. Obecné pak plati
vztah

log(e’e) =v+w+vXw+---
a znamé pravidlo pro nasobeni mocnin v kvaternionech neplati — duvodem je, Ze nejsou
komutativni. Obecné plati vw = wv, pravé kdyz v || w a vw = —ww, prave kdyz je v L w.

Lze proto spocitat pro v || w
ePwe P’ = el 'w = w,
coz znamend, ze vektor w se touto konjugaci zachovava. Naopak pro v L w plati
we” ¥’ = w(cosp —vsinp) = (cosp + vsin p)w = e¥’w
a proto
ePPwe Y = ePefUw = €2 w = (cos 2p)w + (sin 2p)v X w.

Vektor v X w je kolmy jak na v, tak na w a ma stejnou velikost jako w. Lezi tedy e¥ we™ %"
na kruznici prochéazejici w a v X w a nachazi se od w vzdélen o 1hel 2p. Ve vysledku tak
konjugace e¥? geometricky odpovidéd rotaci o tithel 2¢ okolo osy dané vektorem wv. Z téchto
uvah plyne pomérné prakticky popis toho, jak spocitat slozeni dvou rotaci.

Necht napiiklad R je rotace okolo osy x o thel 60° a S je rotace okolo osy z o thel 90°.
Potom R odpovidd konjugaci kvaternionem e™/6% a S konjugaci e™**. Jejich slozen{ je potom
dané kvaternionem

SR ~ e™4kem /60 — (\/2/2 +V/2/2 - k) (V3/2+1/2 1)
=V6/4+V2/4-i+V2/4-j+V6/4 k.

Ve vysledku se tak jedna o rotaci okolo osy dané vektorem (1,1,/3) o thel 2arccos(v/6/4).
Poznamenejme, ze tento piiklad lze pocitat také pomoci matic. Slozeni dvou zadanych
rotaci ma matici

0 -1 0 1 0 0 0 -1 3
V3 2 2

1 0 0 0 & —¥|=|1 0 0
0 0 1 0 ¥ 1 V31
2 2 2 2

Vlastni vektor piislusny vlastnimu éislu 1 je (1,1, \/g), jak se snadno spocita, a stopa této
matice je

%: 1+ (cosp +ising) + (cosp —ising) =14 2cosy,

vvvvv

smeru.
Podobné se daji reprezentovat reflexe. Zobrazeni w +— vwv je na vektorech v || w rovno
VWU = VVW = —W
a na vektorech v 1 w rovno
VWU = —VVW = W.

Jedn4 se tedy o reflexi vzhledem k roviné kolmé na vektor v (opét predpoklddédme, ze |v] = 1).
Zabyvejme se nyni tim, co se stane pfi slozeni dvou reflexi, prvné podle roviny kolmé na v a
poté podle roviny kolmé na v’. Dostaneme

w = vVvwer = (—v'v)w (=) = (W', v) — v x v)w({v,v") —v x V),
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tj. rotaci okolo vektoru v x v' = —v' x v 0 hel 2arccos(v’, v).

9. SMITHUV NORMALN{ TVAR CELOCISELNYCH MATIC

Celociselnd matice tvaru n x m je kolekce celych ¢isel A = (a;-) indexovana dvojicemi ¢ =
1,...,n,7=1,...,m. PiSeme A € Mat,, ., Z. Celociselné matice odpovidaji homomorfismim
grup:

Lemma 9.1. Homomorfismy grup Z™ — Z" odpovidaji presné celociselnym maticim typu
m X n. Matice A € Maty, xm Z odpovidd homomorfismu x — Azx.

Dikaz. Kazdy homomorfismus grup ¢ : Z™ — Z' je jednozna¢né urcen obrazy (e1), ..., o(em),
které ale muzou byt libovolné:

olal,...,am) = @larer + -+ + amem) = arp(er) + -+ + amp(em)-

Tyto obrazy jsou piesné sloupce matice A. ([l

Nagim cilem bude nyni kazdy takovy homomorfismus reprezentovat “ve vhodnych bazich”
co nejjednodussi matici. Pro jednoduchost zde budeme zménu baze definovat jako izomor-
fismus. Bude nés tedy zajimat nalezeni invertibilnich matic P a @ takovych, ze P~1AQ je
co nejjednodussi. Stejné jako v piipadé vektorovych prostorii dostaneme invertibilni matice
pomoci elementarnich fddkovych/sloupcovych operaci, jen musime davat pozor na nasobeni
rfadku a sloupctu. Jediné operace tohoto typu, které jsou invertibilni, jsou totiz ndsobeni +1.

V dalsim proto budeme za tfadkové operace povazovat pouze: pricteni nasobku jednoho
fadku k druhému, prohozeni dvou fadku a vynasobeni fadku ¢islem —1. To samé samoziejmé
plati pro sloupcové operace.

Obecné mame nasledujici charakterizaci:

Lemma 9.2. Celoéiselnd matice A je invertibilni, prdavé kdyz je ¢tvercovd a jeji determinant
je roven +1.

Diikaz. Prvneé si uvédomme, ze libovolnd celo¢iselnd inverze je zaroven inverzi nad Q a proto
musi byt matice A ¢tvercové (s nenulovym determinantem). Zaroven

l1=detE =det(AA™') =det A-det A7}

a, jelikoz A~! je celoéiselnd, musi byt také celociselny jeji determinant, det A~! € Z. Proto
det A = £1.

Nechf naopak A je ¢tvercova, jejiz determinant je 1. Potom inverzni matici muZeme
spocitat pomoci matice algebraickych doplnkt:

-1_ 1 ,
A — detA AadJ
a je celociselnd. O

Pozndmka. Podobny dukaz funguje nad libovolnym komutativnim okruhem R (to by mélo
byt zfejmé alespon pro obor integrity, kde Q je nahrazeno podilovym télesem): matice A €
Maty, xm R je invertibilni, pravé kdyz m = n a det A € R* je invertibilni. Komutativita okruhu
R je dulezitda — bez ni by jednak nebylo mozné definovat determinant a navic existuji okruhy
s invertibilnimi obdelnikovymi maticemil!
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Véta 9.3 (o Smithové normalnim tvaru). Pro libovolnou celoé¢iselnou matici A existugi in-
vertibilni celociselné matice P a @ takové, Ze

g 0 e e o0
0 q :
A=P QY
qr
0
0
kde qi|q|---|q- se postupné déli. Cisla q; se nazjvaji invariantni faktory, pravd strana se

nazyvd Smithuv normalni tvar celociselné matice A. Kazdyj jing takovy se lisi pouze znaménky
q;- Konkrétnéeji

(1) q1---qi = ged{det S | S je submatice A tvaru i X i}

Poznamka. Je tedy vhodné vyzadovat ¢; > 0 a tyto jsou potom urcené zcela jednoznacné. V
dalsim budeme vzdy tuto volbu preferovat.

Dukaz. Hlavnim krokem je pomoci fadkovych a sloupcovych operaci vyrobit v levém hornim
rohu nejvétsi spolecny délitel viech prvkla matice, dale pomoci néj vyeliminovat vSechny prvky
pod nim a vpravo od néj a nasledné pouzit indukci.

Zékladnim krokem je vytvoreni nejvétsiho spoleéného délitele prvku lezicich v témz fadku
nebo sloupci. K tomu budeme vyuzivat Eukleiduv algoritmus, ktery spocitda nejvétsiho spo-
lecného délitele nasledujicim zpusobem: jsou-li a, b takovd, ze |a| > |b], vydélime ¢islo a ¢islem
b se zbytkem, a = gb + r. Potom

ged(a, b) = ged(r, b).

Po koneéném (ve skuteénosti velmi malém) pocétu kroku vyjde r = 0; potom piislusné b v
tomto kroku je hledany nejvétsi spoleény délitel.

Vratme se nyni k nasi matici A. Prvné pfesunime na pozici (1, 1) pomoci operaci libovolny
nenulovy prvek matice A (rozmyslete si zvlast pifpad A = 0). V dalsich krocich se bude vzdy
prvek na této pozici zmensovat, diky ¢emuz bude nas algoritmus koneény.

Pomoci Eukleidova algoritmu a jeho implementaci pomoci fadkovych a sloupcovych operaci
muzeme dosdhnout toho, ze prvek v levém hornim rohu déli vSechny prvky pod nim a také
vpravo od néj,

bl 0 -+ 0
B =

Pokud by nynf prvek b nedélil néjaky prvek matice B, mtizeme jej pomoci piicteni fddku
dostat do prvniho fddku a pomoci pfedchoziho opét na pozici (1,1) vyrobit prvek (nutné
mensi!), ktery jej jiz délit bude. Po kone¢ném poétu kroku tak b} déli vSechny prvky matice
B. Na submatici vzniklou vynechanim prvniho fadku a sloupce muzeme pouzit indukéni
piedpoklad a pievést jej na Smithtiv normalni tvar. Protoze b délil vSechny prvky této
submatice, déli i levy horni roh jejtho Smithova normélniho tvaru (z konkrétniho popisu ze
znéni véty) a tim padem i vSechny ostatni prvky.



21

Zbyva dokazat jednoznacnost. Podle pfedchoziho jsou nutné matice P a () souCinem ele-
mentarnich matic. Zéroven je téméf jasné (presné to dokdzeme v néasledujicim odstavci), ze
prava strana (1) pro Smithuv normdlni tvar je prdavé soucin ¢ - --¢g;. Staci tak ukazat, ze
prava strana je invariantni vuéi fddkovym operacim (invariance vuéi sloupcovym operacim
pak plyne ze symetrie).

Vrafme se prvné kratce k nejvétsimu spoleénému déliteli subdeterminantt matice B v
Smithové normalnim tvaru. Ziejmé, pokud submatice obsahuje k-ty fadek, nikoliv vsak k-ty
sloupec matice B, pak jeji determinant je nulovy (jelikoz obsahuje nulovy fadek). Proto staci
uvazovat submatice slozené z néjakych radku a tychz sloupci. Ty jsou diagondlni a jejich
determinant je roven sou¢inu prvku na diagondale — libovolnych i prvku diagonaly B. Tedy
nejveétsi spolecny délitel z (1) je

Zbyva dokdazat invarianci nejvétsiho spoletného délitele subdeterminanta vzhledem k tad-
kovym operacim. Invariance vzhledem k prohozeni fadku a vzhledem k prendsobeni fadku
¢islem —1 je zfejma — prvky mnoziny subdeterminanti maximdalné zmeéni znaménka, coz
nema na nejveétsi spoleény délitel zadny vliv. Invariance vzhledem k pfic¢itani nasobku fadku
Kazdy novy subdeterminant je celo¢iselnou kombinaci subdeterminantu piedchozi matice.
Zejména je tedy délitelny nejvétsim spoleénym délitelem subdeterminantti pfed operaci. Ve
vysledku je novy nejvétsi spoleény délitel ndsobkem piedchoziho. Protoze vSak byla operace
invertibilni, 1ze provést i v opaéném sméru a dostavame taktéz opac¢nou délitelnost. Proto se
tito nejvétsi spoleéni délitelé nezméni. O

Smithav normalni tvar je vhodny k algoritmickym vypoctim s komutativnimi grupami.
Plati totiz nasledujici vztahy

imA = {(q - Pey,...,q - Pe,)
ker A = (Qeri1,...,Qenm),

tedy obraz i jddro homomorfismu A Ize jednoduchym zplisobem vyjadrit ze sloupci matic P
a @ a z invariantnich faktori g;.

10. PREZENTACE KONECNE GENEROVANYCH KOMUTATIVNICH GRUP

Necht M je komutativni grupa. V nasledujicim budeme komutativni grupy uvazovat vzdy
aditivné, tj. grupovou operaci budeme znacit +, jednotku 0 a inverzi prvku z zna¢ime —z.
Necht a € Z a 2 € M. Definujme a - z jako 0, pokud a = 0, jako

T+ -+
N —

ax

pokud a > 0 a jako (—a) - (—x), pokud a < 0. Toto oznaceni by ¢tendfi mélo byt zname
z multiplikativniho zapisu x®, kde znaéi pfesné to stejné. Vyhodou tohoto zapisu je, ze v
kazdé (komutativni) grupé umime automaticky nédsobit celymi ¢isly, muzeme se tedy bavit o
celociselnych kombinacich a pouzivat okamzité nékteré dalsi pojmy z vektorovych prostoru.

Necht z1,...,2, € M jsou libovolné prvky komutativni grupy M. Uvazujme ndsledujici
homomorfismus grup

p: 7" — M, (a1,...,ap) — a1y + -+ ApTn,
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ktery neni od véci zapisovat jako “fadkovy vektor” (xi,...,z,) (ve vektorovych prostorech
jsou vektory brany jako sloupcové a proto se jejich n-tice — zejména baze — organizuji do
fadku. To mé tu vyhodu, Ze je muzeme jednoduSe zprava ndsobit sloupcem koeficientu a
dostat tak jejich linedrni kombinace. Piipadné je muZeme zprava nasobit maticemi a dostat
nové soubory vektoru, hlavné pak nové béze. Pfesné to samé méme na mysli zde).

Lemma 10.1. Zobrazeni ¢ je skutecné homomorfismus grup. Navic plati

(1) ¢ je surjektivni, pravé kdyz prvky x1,...,x, generuji M.
(2) ¢ je injektivni, prdavé kdyz jsou “linedrné nezdvislé nad Z.”.

O
Omezme se nyni na situaci, kdy prvky z1,.. ., z, generuji M. Potom je ¢ podle pfedchoziho
surjektivni a z algebry zname nasledujici fakt.
M = 7"/ ker ¢

K pochopeni kone¢né generovanych komutativnich grup bude tedy dobré zkoumat grupu Z"
a jeji podgrupy.
Véta 10.2. KazZdd podgrupa 7" je opét konecné generovand a ve skutecnosti izomorfni 2™

pro néjaké m < n.

Dukaz. Budeme postupovat induktivné. Pro n = 1 mdme M C Z a vime, ze vzdy M = a - Z.
Méme tedy dvé moznosti. Pokud a = 0, je M = Z°, v opa¢ném pifpadé M = Z!.
Necht nyni M C Z"*1 a uvazme projekci

p:Z" > 7, (@1, Qpt1) > Qpt1
Opét p(M) C Z je podgrupa a tedy p(M) = Z - a. Necht ¢ € M je néjaké takové, ze a = p(c).
Déle uvazme podgrupu kerp C Z"H1, kterd je zfejmé izomorfni Z" a muzeme tedy na ni
aplikovat indukéni piedpoklad. Necht tedy
M Nkerp = (by,...,bm)

Tvrdime nyni, ze M = (by,...,bn,c). Uvazme proto libovolné z € M. Podle konstrukce

mame p(z) = ka a
xr =kc+ (x — ke),
kde x — kc € M Nkerp a tedy
x=ke+libi+ -+ lnbn.

Podrobnéjsim prozkoumanim dikazu lze téz dokazat induktivné, ze prvky by, ..., by, c jsou

linearné nezavislé nad Z, pokud jsou linedrné nezavislé by, ...,b, a a # 0. O

Pozndmka. Podobné tvrzeni pro nekomutativni grupy neplati. Existuje grupa, kterd je gen-
erovana dvéma prvky (jednd se o volnou grupu na dvou generatorech), kterd obsahuje jako
podgrupu grupu, kterd je generovana tiemi, ¢tyimi, ...prvky a dokonce i podgrupu, ktera
neni kone¢né generovana.

Pfejdéme nyni k hlavnimu konceptu této ¢dsti — prezentacim. Nechf M je komutativni
grupa generovand prvky xi,...,x, a uvazme surjektivni homomorfismus

0:Z" > M
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jako predtim. Podle predchozi véty je ker ¢ opét konecné generovand komutativni grupa a
muzeme tedy najit dalsi surjektivni homomorfismus

Y 2™ — ker .
Zavedeme-li pro slozeni Z™ — ker ¢ — Z'™ oznateni A, budeme vzniklou situaci zapisovat
zm A5 zr 5 M.
V kazdé takové posloupnosti budeme vyzadovat, aby ¢ byl surjektivni homomorfismus grup
a ker o = im A. Potom dostavame izomorfismus
M = 7"/ kerp =Z"/im A.

Vsimnéme si, zZe prava strana Z"/im A z&visi pouze na homomorfismu (matici) A. Rikdme
proto, ze A prezentuje komutativni grupu M.

Pozndmka. Prezentace grupy M lze definovat konkrétnéji pomoci generdtoru M a relaci mezi
nimi. Generétory ey, ..., e, grupy Z" odpovidaji (zvolenym) generdtorum 1, ..., z, grupy M
a generatory grupy Z" budou odpovidat relacim mezi x1, ..., x,. Obrazy generatoru e; € Z™
jsou néjaké celociselné kombinace

ajje; + -+ anjén.
7 podminky ker o = im A plyne, ze analogické kombinace

a1;T1 + -+ ApjTy
jsou nulové. To jsou pfesné ony zminované relace mezi generdtory M a M je v jistém smyslu
“nejobecnéjsi” komutativni grupa s generatory xi,...,x, spliujicimi tento systém relaci.
Presnéji, je-li N jind komutativni grupa s prvky 1, ...,y spliiujicimi tytéz relace

ajyr + -+ + anjyn =0,

existuje jediny homomorfismus grup M — N posilajici x; na y;. Tento fakt nebudeme dokazo-
vat, poznamenejme ale, ze plyne (celkem snadno) z univerzalni vlastnosti kvocientu Z™/ im A.

Konecné generované komutativni grupy jsou ve vysledku prezentovany celo¢iselnymi mat-
icemi. Nyni ukazeme, Zze ze znalosti Smithova normaélniho tvaru lze prezentovanou grupu
zcela zrekonstruovat, samoziejmé az na izomorfismus. Obecnéji se zabyvejme piipadem ekvi-
valentnich matic a jimi prezentovanych komutativnich grup

zm A — M

!
g
3
7 = AL M/
Tvrdime, Ze naznaceny homomorfismus M — M’ existuje a je to navic izomorfismus. Prezen-
tované grupy muzeme ztotoznit s kvocienty podle obrazu a hleddme tedy homomorfismus
Z"'/imA—Z"/imA
Ten lze jednoduse definovat pfedpisem
r+imArs Pr+im A

Jelikoz se kazdy jiny reprezentant t¥idy x + im A 1is{ od = o prvek tvaru Ay, pfislusnd prava
strana se zméni o tiidu prvku PAy = A'Qy € im A’ a zustane proto stejnd; zobrazeni je



24

dobfe definované. Inverzni zobrazeni je uréené tymsz pfedpisem s P nahrazenym P~'. Tento
vysledek lze vyjadrit heslem: izomorfni prezentace urcuji izomorfni grupy.
Zabyvejme se nyni tim, jakou grupu prezentuje matice ve Smithové normalnim tvaru.

Lemma 10.3. Je-li A ve Smithové normdlnim tvaru s nenulovymi proky qi|---|q- na di-
agondle, pak

Z')im A — L)y X - L)qp x Z""
Dukaz. Potfebné zobrazeni se definuje snadno
(1, ... xn) FIm A — ([1], ... (2], Trg, oo, T0)

a je jednoduché ovéfit, ze se jedna o dobfe definovany homomorfismus grup. Stejné snadno
se definuje i inverzni zobrazeni. O

V kombinaci s predchozimi tivahami dostavame prvni ¢dst nasledujici véty.

Véta 10.4. Kazdd konecné generovand komutativni grupa je izomorfni soucinu cyklickyjch
grup

(2) Zigi % - x Z/gr x ZF,
kde 1 # qi| - - |q-. Dvé takové grupy jsou izomorfni, prdvé kdyz se rovnaji odpovidajici vddy
qQ,--.,q konecnych cyklickych faktori a exponenty k beztorznich cdsti.

Drikaz. Existenéni ¢ast plyne z toho, ze kazdad konetné generovand komutativni grupa mé
prezentaci a ta je ekvivalentn{ prezentaci ve Smithové normélnim tvaru. Cinitele tvaru Z/1 = 0
muzeme vynechat.

Jednozna¢nost se dokédze nasledovné. Jsou-li dvé grupy tvaru (2) izomorfni, musi byt
izomorfni i jejich torzni ¢asti Z/qy X -+ x Z/q,. Ptitom g, je ¥add nejvétsi konecéné cyklické
podgrupy a musi byt tedy stejny pro obé grupy. Souéin zbylych koneénych cyklickych grup je
kvocient torzni ¢asti podle jeji nejveétsi cyklické podgrupy a musi byt tedy opét izomorfni pro
obé grupy. Podle indukéniho pfedpokladu se musi tedy rovnat vSechna odpovidajici ¢1, . . ., g,
Kvocient podle torzni ¢asti je roven ZF a opét musi byt tato grupa izomorfni odpovidajici
grupé Z¥F . Tento izomorfismus je zprostFedkovan invertibilni matici. Jelikoz kazd4 takova musi
byt nutné ¢tvercovd, dostdvame k = k’. O

Je-li M konecn4, lze dat invariantnimu faktoru g, nasledujici vyznam. Jedna se o nejmensi
¢islo t vzhledem k délitelnosti (coz je témét to samé co vzhledem k velikosti), pro které
t-M = 0, tedy nejmensi ¢islo délitelné fadem kazdého prvku. Ponékud abstraktnéji definujme
Ann(M) ={t € Z | t - M = 0}, anihildtor komutativni grupy M. Jedna se vzdy o podgrupu
a plati Ann(M) =Z- qy,.

Podobnou iterpretaci lze dat s trochou préace i zbyvajicim invariantnim faktorum, konkrétné

Ann(A"HM) =7 - g,

k tomu je vSak potieba definovat vnéjsi mocniny komutativnich grup, coz znacné presahuje
obsah kurzu.

Vzhledem k jednoznaénosti z predchozi véty muzeme zformulovat jednoznacnost prezen-
tace konecné generované komutativni grupy. Pro kazdé dvé prezentace musi jejich Smithovy
normalni tvary byt shodné az na jednicky na diagondle (ty zhruba fe¢eno odpovidaji pridani
nového generdtoru x spoleéné s relaci x = 0) a nadbyteéné nulové sloupce (ty zase odpovidaji
relacim, které lze odvodit z ostatnich relaci).
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Maji-li matice A, B stejné rozmeéry, pak prezentuji stejnou grupu, pravé kdyz jsou ekviva-
lentni (ve smyslu, Ze je lze na sebe prevést fadkovymi a sloupcovymi tipravami).

11. SMITHUV NORMALN{ TVAR POLYNOMIALNICH MATIC

;) indexovand dvojicemi

i1=1,...,n,7=1,...,m. Tedy aé je polynom, presnéji polynom s koeficienty v télese k a v
proménné . Piseme A € Mat,, xpm k[A].

Polynomidlni matice tvaru n x m je kolekce polynomu A = (a

Lemma 11.1. Polynomidlni matice A je invertibilng, prdvé kdyz je ¢tvercovd a jeji determi-
nant je nenulovy konstantni.

Diikaz. Dukaz se provede stejné jako pro celo¢iselné matice. O

Véta 11.2 (o Smithové normélnim tvaru). Pro libovolnou polynomidlni matici A existuji
inwertibilng polynomidini matice P a Q) takové, Ze

i 0 e e e o 0
0 ¢ :
_ —1
A=P 4 O
0
: ‘. .0
0 «++ o eei v 00O
kde qilq2| - - |qr se postupné déli. Polynomy q; se nazgvaji invariantni faktory, pravd strana

se nazyvd Smithiv normdalni tvar polynomidini matice A. Kazdy jing takovy se lisi pouze
vynasobenim q; nenulovou konstantou. Konkrétneéji

(3) q1---qi = ged{det S | S je submatice A tvaru i X i}

Dukaz. Dukaz se provede stejné jako pro celociselné matice; jeho zdkladem byl Eukleiduv
algoritmus, ktery funguje i nad k[A]. O

Opét muzeme vyzadovat polynomy ¢; normované, dostaneme pak Smithuv normélni tvar
zcela jednoznacné.

Pozndmka. Je zajimavé se zamyslet nad tim, které (komutativni) okruhy umoznuji Smithav
normalni tvar. Potfebujeme néjakou formu Eukleidova algoritmu a pro tzv. Eukleidovské
obory (obory integrity s Eukleidovym algoritmem) neni naprosto zadny problém. Ve sku-
tecnosti lze tuto vétu zobecnit na obory hlavnich idedlu (obory integrity, kde kazdy ideél je
hlavni), nevystacime si vSak jiz s elementarnimi operacemi: k vyrobeni nejvétsiho spole¢ného
delitele nestaci odéitat ndsobky, ale jsou potieba obecnéjsi (invertibilni) linedrni kombinace.
Ve vysledku se da ukéazat, ze nad obory hlavnich idedlu jiz neni kazda invertibilni matice
soucinem elementarnich. Rozdil mezi invertibilnimi maticemi a souciny elementarnich matic
je jednim z dulezitych aspektu studovanych algebraickou K-teorii okruhu R. Ta je velmi
dilezitd v rozlicnych odvétvich matematiky — od geometrie, pies algebru az k teorii ¢isel.
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Stejné jako celociselné matice mély vztah ke koneéné generovanym komutativnim grupam a
jejich prezentacim, maji také polynomidlni matice vztah k néjakym matematickym objekttum
a jejich prezentacim. Pokusme se jejich definici motivovat nésledujicim porovnanim

¢iselné matice A € Mat,,«m k linedrni zobrazeni k™ — k"
celociselné matice A € Mat, x,, Z homomorfismy grup Z" — Z"
polynomialni matice A € Maty,xm k[A] homomorfismy 77?7 k[A]"™ — k[A]"

Definice 11.3. Nechf M je komutativni grupa. Rekneme, ze M je k[\]-modul, jestlize je
zadano zobrazeni

k[A\| x M — M, (p,x) —p-x,
nazyvané “nasobeni skalary”, spliiujici obvyklé axiomy vektorového prostoru
p-(g-2)=(p-q) -z
l-z=2
p-x+ty)=p-z+p-y
(p+q)z=patqu
Ptriklad 11.4. Dulezitym k[A]-modulem je k[A]", tj. mnozina vSech n-tic polynomu spoleéné
se s¢itanim po slozkach a nédsobenim po slozkach
p-(ay, .- an) = (pay, - - -, pan)
Kazdy k[A]-modul M je automaticky vektorovym prostorem nad k: kdyz umime prvky M

nasobit polynomy, umime je zejména nasobit konstantnimi polynomy, které lze jednoduse
ztotoznit s prvky télesa k, lze psat
k < Kk[A].
Zaroven nasobeni linedrnim polynomem A je zobrazeni
my: M — M, T AT,
o kterém ovéiime, ze se jedna o linedrni zobrazeni:

my(ax +by) = X-ax+ X by = (a\) -+ (bA) - y = a(myx) + b(myy)

Véta 11.5. Predchozi konstrukce zaddvd vzdjemné jednoznacénou korespondenci

{K[\-moduly M} {dvojéce (V,T), kde V' je vektomvy’}

prostor a T : V. — V' je operdtor

M i (M, my)
1% (V. T)

Dukaz. Zbyva ukazat, jak se pro operdtor T : V' — V na vektorovém prostoru V definuje
nasobeni skaldry z k[\]. M4-1i se jednat o inverzi ke konstrukci (M, m)), jsme nuceni polozit

pz = (po +piA+ -+ ppA )z = pox + prTa + -+ T,
kde Tz znaci i-ndsobnou iteraci operatoru T, tj.
Tix=(To---oT)z=T(--T(Tz)---);
je totiz Ao = A\(--- A \x)---) =T(---T(Tx)---). 0
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Z piedchoziho dukazu si zapamatujme vztah pro ndsobeni polynomem p na k[A]-modulu
(V,T). Budeme ho zapisovat ve tvaru

p-z=p(T)z,
kde p(T) znaci, tak jako v dukazu, vysledek formélniho dosazeni operatoru 7" do polynomu

p, tj. p(T) = po Id+p1 T + - - - + ppT".

Pozndamka. Hlavni myslenkou pfedchoziho dukazu je, ze okruh polynomu k[A] je generovany
télesem k a jednim prvkem A spliiujicim a - A = A - a, tedy prvek A je piidan “volné” pouze s
tim, ze ma komutovat se vSemi prvky z puvodniho télesa. Pro strukturu modulu to znamena,
ze musime zadat ndsobeni prvky télesa k (strukturu vektorového prostoru) a ndsobeni prvkem
A, kde jedinou podminkou je, Ze tyto maji komutovat, tj. nasobeni prvkem A musi byt linearni.
To je presné tvrzeni véty.

Pozndamka. Vyhodou uvazovani k[A]-moduli namisto operatort je to, ze zdkladnim stavebnim
kamenem (koneéné generovanych) k[A]-modulu je k[A]" (jak za chvili uvidime), ktery je jako
vektorovy prostor s operatorem nekonecné rozmérny a tedy z pohledu linedrni algebry dost
netypicky. Konkrétné k[A] jako vektorovy prostor je

k®N0:{(a0,a1,...) ‘ EkEN()ZVle:al:O}’

mnozina posloupnosti ¢isel (odpovidajicich posloupnostem koeficientu polynomu), kterd jsou
od jistého indexu poc¢inaje v8echna nulova. Operator je pak dan

(ao,al, .. ) — (O, ap, ai, - - )

Dalsim pfirozenym pojmem je homomorfismus k[\]-modulu, ktery je piimou analogif line-
arniho zobrazeni.

Definice 11.6. Necht M, N jsou dva k[\]-moduly. Zobrazeni ¢ : M — N se nazyva homo-
morfismem k[\|-moduli, jestlize plati

o(r+y) =)+ oy), o(pr) = po(x).
pro libovolnd z,y € M a p € k[\].

Opét prevedeme tento pojem do feéi operdtoru. Je ziejmé zizenim definiéni podminky na
konstantni polynomy, ze kazdy homomorfismus k[A]-modult je linedrni zobrazeni.

Tvrzeni 11.7. Necht jsou ddiny operdtory T naV a S na U. Linedrni zobrazeni ¢ : V — U
je homomorfismus k[A]-moduli, prdvé kdyz komutuje ndsledugici diagram.

| /AN

Té N gs

)

Diikaz. Jelikoz je ¢ linearni, zachovavéa nasobeni vsemi konstantnimi polynomy. Zbyva tedy
zkontrolovat zachovavani nasobeni polynomem A, ale to jsou pfesné operdtory v diagramu. [J

Vratme se k nasi puvodni motivaci s polynomialnimi maticemi.
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Lemma 11.8. Necht x1,...,x, € M jsou libovolné prvky k[\]-modulu M. Pak existuje jedinj
homomorfismus k[A]-moduli ¢ : k[A]"™ — M splnugict p(e;) = x;, kde e; je opét n-tice poly-
nomt (0,...,0,1,0,...,0) s konstantnim polynomem 1 na i-tém misteé.

Specidlné homomorfismy k[A]-moduli k[A\]™ — k[A]™ jsou v bijekci s polynomidlnimi mat-
icemi A € Maty,xm k[A], jejimz i-tgm sloupcem je prdavé obraz e;. Prislusny homomorfismus
je dan x +— Ax.

Diikaz. Vse je jasné z rovnosti

o(p1y--,pn) = @(pre1 + - pnen) = pro(er) + - + pnplen)
=pi1x1+ -+ Pnlp.

Naopak vysledny vzorec je homomorfismus k[A]-modultu pro libovolné x1, ...z, € M. O

V dalsim se ndm jesté budou hodit kvocienty k[A]-modulu. Necht M je k[A]-modul. Pod-
modul N C M je podmnozina uzaviend na nulu, s¢itani a nasobeni skalary. Zejména je N
podgrupa vzhledem ke s¢itani. Na kvocientu grup M/N definujeme strukturu k[A]-modulu
nésledovné:

def
p-(x+N)=pr+ N
Je jednoduché ovéftit, ze se jednd o dobfe definované zobrazeni, které spliuje vSechny axiomy
k[A]-modulu.

12. KANONICKA PREZENTACE OPERATORU NA k"

Necht T : k™ — k™ je operdtor na k™ a uvazujme ptislusny k[A]-modul (k",T). Narozdil od
situace pro konec¢né generované komutativni grupy existuje kanonicka prezentace (tj. takova,
ktera nezavisi na zadnych volbach a je “pfirozend”). Uvazujme homomorfismus k[\]-modula

kA" — k"

jednoznaé¢né urceny tim, ze posila e; — e;, kde na levé strané je e; interpretovano jako n-tice
polynomi, zatimco na pravé strané jako n-tice &isel®. V obou pifpadech se jednd o n-tici
slozenou z 1 na -tém misté a z 0 na zbylych mistech. Zfejmé je ¢ surjektivni zobrazeni,
popiseme nyni jeho jadro a dostaneme tim prezentaci pro (k™,T).
Tvrzeni 12.1. Necht T je operdtor na k™. Potom

K[ T—\E

je prezentace prislusného k|\|-modulu.

k(A" - (K", T)

Dukaz. Zbyva ukdazat, ze
im(T — AE) = ker .
Zaprvé plati p o (T — AE) = 0, nebot pro generatory e; € k[\|"™ plati
po (T —AE)(e;) =¢(Te; — Xe;) =Te; — Te; = 0.
Proto im(T' — AE) C ker ¢. K opaéné implikaci pisme pro v € k[\]"
v =194+ A1 + - - + Ny,

3 Alternativn{ pohled na prvky k[A]” je jako polynomy s koeficienty v k™. Zobrazen{ je pak ddno predpisem
vo 4+ A1 + -+ Nouop = g + Ty + - 4 TFoy.
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kde vg,v1, ..., v jsou n-tice konstantnich polynomu. Zjevné plati
v=vo4Tv + -+ TFy,  (modim(T — AE)),

coz je n-tice konstantnich polynomu, ktera pfi ztotoznéni s k™ piesné odpovidd ¢(v). Pokud
tedy predpokldddme v € ker ¢, dostavame v = 0 modulo im(7T' — AE) a tedy v € im(T — AE).
Plati proto i opa¢né inkluze ker ¢ C im(7 — \E). O

Poznamka. Posledni tvrzeni dava velice uspokojivé zduvodnéni, pro¢ v matici T — AE je
obsazeno vse podstatné tykajici se operatoru T'. To se tradi¢né vysvétluje pies kofenové pod-
prostory. Predchozi tvrzeni vSak plati nezdvisle na tom, zda téleso k je algebraicky uzaviené
a hodi se ke zkoumani operatoru i nad obecnymi télesy.

Nyni dame dohromady kanonickou prezentaci se Smithovym normalnim tvarem tak, jak
jsme uéinili pro koneéné generované komutativni grupy. Necht Smithiv norméln{ tvar T — \E
je polynomidlni matice S(\). Jeji vztah ke kanonické prezentaci je vyjadien v nasledujicim
diagramu

Opét se jednoduse presvédéime, ze
k[A]"/im S(A) = k[A]/(q1) x -+ x k[A]/(qn),
kde q1] - - - |gn jsou polynomy vyskytujici se na diagonale Smithova normadlniho tvaru S(\).

Véta 12.2. Dva operdtory T, T' jsou podobné, prdvé kdyz polynomidlni matice T — \E,
T — \E maji tyz Smithiv normdind tvar. Zejména lze problém podobnosti Tesit algoritmicky.

Pozndamka. Nad algebraicky uzavienym télesem lze problém podobnosti “Fesit” s pomoci
Jordanova kanonického tvaru. Algoritmicky je vSak tento piistup nevhodny, protoze obecné
nelze spocitat vlastni ¢isla a tim padem ani Jordanuv kanonicky tvar. Na druhou stranu
Smithtv normalni tvar je zcela algoritmicky.

Diikaz. Jsou-li operatory T a T’ podobné, T' = PTP~!, budou podobné i
T' —\E =P(T — A\E)P

Tim spis budou ekvivalentni a proto budou mit tyz Smithiiv normalni tvar.

Necht naopak T'— AE, T" — AE maji tyz Smithuv normélni tvar. Potom jsou ekvivalentni
a podle predchoziho diagramu jsou izomorfni prezentované moduly (k”,T) = (k™,7"). To ale
pfesné znamenad, ze operatory jsou podobné podle Tvrzeni 11.7. g

Pozndamka. Vyhodou oproti ptipadu komutativnich grup je existence kanonické prezentace.
O néco obtiznéji lze také dokézat, ze dva k[A]-moduly prezentované libovolnymi (v kontrastu
s kanonickymi) polynomidlnimi maticemi tychz rozméru jsou izomorfni, pravé kdyz maji tyto
matice tyz Smithtv normalni tvar; viz pfipad komutativnich grup.

Misto Jordanova kanonického tvaru je mozné popsat jiny kanonicky tvar, ktery nevyzaduje
nalezeni kofenu charakteristického polynomu a lze jej spocitat algoritmicky. Jelikoz je

(", T) = Kk[Al/(q1) x -+ x k[A]/(gn),
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sta¢i popsat k[A]-modul k[\]/(q) jako vektorovy prostor spoleéné s operdtorem. Nalezneme
vhodnou (kanonickou) bdzi a v ni matici prislusného operdtoru my. Necht ¢ = ag + aj A +

oo+ ap_1 AP+ AR Potom takovou bazf je oo = ([1],[A], - -, [\*71]) a jednoduse
0 - - 0 —ap
1 - o—ag
(MX)aa = 0
: . -0 :
0 -~ 0 1 —ag

Operétor na souc¢inu modulu je blokové diagondlni a tedy (k™,T") mé ve vhodné bézi blokové
diagonalni tvar s bloky vysSe uvedeného tvaru na diagondle. Tento tvar se nazyva raciondlni
kanonicky tvar operatoru — pro jeho kanoni¢nost je vSak nutno vyzadovat, aby se polynomy
piislugné jednotlivym bloktim postupné délily tak jako ve Smithové kanonickém tvaru.

Invariantni faktor ¢, ma pomérné jednoduchou interpretaci v fe¢i k[A]-modula, z niz 1ze
jednoduse dokazat nasledujici vétu.

Tvrzeni 12.3 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Necht x(\) = det(T — AE) znaéi charakteri-
sticky polynom T. Potom plati x(T) = 0.

Dukaz. 7 véty o Smithové normélnim tvaru plati x = ¢1 - - - ¢,,. Pfitom pro libovolné

z € k[N\/(q1) x - xKk[A]/(qn)

zjevné plati ¢,z = 0. Protoze je vsak tento k[A\]-modul izomorfni (k™ T'), plati to samé i pro
k[A]-modul (k™,T). Pro libovolné v € k™ tak mame ¢, (T)v = 0. Protoze ale toto plati pro
libovolné v, musi byt ¢,(7T") = 0 jakozto operdtory na k™. Tim spis tedy x(7") = 0. O

Definice 12.4. 7 dukazu predchozi véty plyne, ze ve skutec¢nosti plati jiz ¢,(7') = 0 a neni
tézké se presvedcit, ze gy, je nejmensi polynom (vzhledem k délitelnosti), pro ktery tento vztah
plati. Nazyva se minimdlni polynom operatoru T'.

Pozndmka. Opét ponékud abstraktnéji 1ze minimalni polynom popsat nasledovné. Definujme
anihilator k[A\]-modulu M jako

Ann(M) ={pek[\] | p- M = 0}.

Nen{ tezké se presvedcit, ze se vzdy jednd o idedl a v nasem piipadé je Ann(M) = (g,). Opét
s trochou préce lze dat vyznam i zbylym invariantnim faktortm,

Ann(ALLHM) = (g:),

kde naptiklad Aﬂz[/\]M je kvocient A2M podle podprostoru generovaného rozdily TaAy—zATYy.
Operator na tomto kvocientu je zadan predpisem
Tz Ay] &t [Tz Ay] = [z ATyl

13. JORDANUV KANONICKY TVAR

Jelikoz Smithuv normalni tvar T — AE zcela urcuje operator T' az na podobnost, nemélo
by byt piekvapenim, Ze z néj lze spoéitat Jordantv kanonicky tvar 7. Necht proto nyni k je
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algebraicky uzaviené téleso. Potom kazdy cyklicky modul k[A]/(q) lze psét s vyuzitim rozkladu
g=(\—=A)" (A= Ap)"™ ve tvaru?

k[A]/(q) = K[A/((A = A0)™) > X KA/((A = Ae)™)

(formélni podobnost s rozkladem na prvoéinitele neni vitbec ndhodnd). Zbyva tedy popsat
k[A]-modul tvaru

K[AT/((A = X0)").
Tvrzeni 13.1. Cyklicky k[A]-modul k[A]/((A — Xo)") je izomorfni operdtoru na K" s matici

Ao 1 o --- 0
0 .
0
: K -1
0 --- -+ 0 Xo
Diikaz. Jakozto vektorovy prostor mé k[A]/((A — Ag)") bézi
([ = 20)" - A = Ao, [1])

Pocitejme matici operatoru m) (ndsobeni polynomem \) vzhledem k této bézi. Zjevné plati
A =20)"" = (A= 20) +20)[(A = 20) 1] = [(A = 20)] + Ao[(A = Xo)'™1].
V piipadé i = r pak [(A — Ag)"] = 0 a dostdvame pfesné matici z tvrzeni. O

Lemma 13.2. Soucinu k[\]-moduli odpovidagicich operdtorum odpovidd operdtor v blokovém
tvaru s jednotlivymi operdtory na diagondle.

Diikaz. Vse je jasné z toho, ze v sou¢inu k[A]-modulu se ndsobeni déje po slozkéch. O

Veéta 13.3. Je-li teleso k algebraicky uzaviené, je kaZdy operdtor podobny operdtoru v Jor-
danové kanonickém tvaru. Obecnéji tvrzend plati pro operdtor T nad libovolnym télesem, nad
kterym se charakteristicky polynom T zcela rozklddd. ([l

Je-li T'— AE ekvivalentni J — AE, feknéme
J—=AE =P\)(T - AE)Q(N),

(nyni u @Q(\) nebudeme psat inverzi, protoze v tomto tvaru dostaneme ekvivalenci z algo-
ritmu pocitajicim Smithuv normalni tvar) lze spocitat matice pfechodu mezi obéma operétory.
Za¢néme s matici pfechodu od T k J. Tu dostaneme z nasledujiciho diagramu

T—-\E
—

K[A]™ k(A" &=5 (k, T)

%TQ(A) glp(,\) ~|R
3

k[A]" ——= k[\]" —— (k™, J)
J=AE evy

naznacené zobrazeni k™ — k[\]" zobrazi n-tici ¢isel na n-tici pfislusnych konstantnich poly-
nomu (a nejednd se o homomorfismus k[A]-modult). Slozenim dostaneme pro

P=Py+ AP +---+ )P,

4Jedmoduchy dukaz tohoto faktu vyuzivd Smithiv normélni tvar — k[A]-modul napravo je prezentovan
diagondln{ matic{ s mocninami (A — A;)™ na diagondle; jeji Smithtiv norméln{ tvar m4d na diagondle 1,...,1,q.
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nasledujici vyjadreni
v evy(P(A\v) = (Py+ JPy + - - + J*Py)v = P (),
kde posledni zapis zna¢i dosazeni matice J do polynomidlni matice P()\) zleva.
Matice pfechodu v opacném sméru lze ziskat bud jako inverzni matici k P'°*(.J) nebo

pomoci transponovani vSech matic (formélné prechodu k dudlnim prostorum). Konkrétné
dostavame diagram

k(A" 2P KA =5 (k7 T)
|

%TP*()\) EJQ*(A) > g
3

K" —— K" —— (K", J%)

nebo jednoduseji rovnici
JT—=AE=Q"(\N)(T* — \E)P*()\)
Podle piedchoziho dostavame S* = (Q*)'*(.J*) a zpétnym transponovanim
§=((Q) (I = (@ + T Qi+ + (J)Qp)
= Qo+ Q1J + -+ QpJ" = QUEM().

Jelikoz je S matice prechodu od J k T, skladaji se jeji sloupce z vektoru baze, v niz T nabyva
Jordanova kanonického tvaru J. Matici Q(\) lze ziskat tak, ze veskeré sloupcové operace
provadime zaroven na matici 7' — A\E a na jednotkové matici (fddkové operace vsak pouze na
T — AE). Pokud takto ptevedeme T'— AE na J — \E, vytvoii sloupcové operace presné matici
Q(A). Dosadime-li pak do ni matici J zprava, ziskdme hledanou matici prechodu S.

Vhodnou adaptaci 1ze vypocet zjednodusit. Neni potieba pomoci dalsich operaci prevadét

Smithtv normaln{ tvar na J — AE, nebot lze vyuzit bazi k[\]"/im B z dukazu Tvrzen{ 13.1,
kde B je Smithtiv normdlni tvar 7' — AE. Uved'me si to na pifkladu

1 0 - 0
B— 0

R | 0

0 -+ 0 (A=X)"

Potom forma f* na prostoru k™ vpravo nahore se zobrazi na formu na k[A]™ s tymz ndzvem,
déle pak pomoci Q*(A) na f*Q(\), tj. na i-ty fadek matice Q(\). Na zavér je potieba spocitat,
jakou formu na k™ v pravém dolnim rohu tato reprezentuje. Vyjadifme ji proto ve tvaru®

SR =3 F7 (= Ao

modulo im B = (f1,..., f7L, f"(A—Xo)"). Matice aé- je hledanou matici prechodu (v piipadé
B = J — \E se vypocet zjednodusil tim, Ze poc¢itdni modulo im B je dosazovéni J).

SKoeficienty a} jsou éleny Taylorova rozvoje polynomu (f*Q(A)) (tj. prvku Q(A)i matice Q(N)) v bodé Ao.



