
1. Mooreova-Penroseova pseudoinverze

Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı mezi Eukleidovskými prostory. Zabývejme se
otázkou, zda existuje inverzńı zobrazeńı a v př́ıpadě, že neexistuje, otázkou, jak bĺızko se
k inverzi můžeme přibĺıžit. Necht’ tedy ψ : V → U je libovolné zobrazeńı a zkoumejme složeńı
ψϕ a ϕψ. Zřejmě je ψϕ = 0 na kerϕ a nejlepš́ı, co můžeme očekávat, je, že bude toto složeńı
rovno identitě na nějakém doplňku kerϕ. Symetricky můžeme očekávat ϕψ = id pouze na
nějakém doplňku kerψ.

Definice 1.1. Lineárńı zobrazeńı ψ : V → U se nazývá Mooreova-Penroseova pseudoinverze
lineárńıho zobrazeńı ϕ : U → V , jestliže

• ψϕ = id na (kerϕ)⊥ a
• ϕψ = id na (kerψ)⊥.

Protože je vždy ψϕ = 0, je prvńı podmı́nka ekvivalentńı tomu, že ψϕ je kolmá projekce na
(kerϕ)⊥.

Lemma 1.2. Pro Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi plat́ı imϕ = (kerψ)⊥.

D̊ukaz. Podle druhé podmı́nky z definice plat́ı (kerψ)⊥ ⊆ imϕ, ukážeme nyńı opačnou inkluzi.
Prvně si uvědomme, že plat́ı ϕψϕ = ϕ — na kerϕ jsou obě strany nulové a na (kerϕ)⊥ to
plyne z prvńı podmı́nky. Jinými slovy tato rovnost znamená, že ϕψ = id na imϕ. Zároveň je
však kompozice ϕψ projekce, muśı tedy nutně imϕ ležet v jej́ım obraze (kerψ)⊥. �

Symbolicky budeme situaci z předchoźı definice/lemmatu znázorňovat diagramem

(kerϕ)⊥
ϕ

//∼=
⊕

imϕ
ψ

oo

⊕
kerϕ (imϕ)⊥

kde fakt, že ψ je naznačené jako zobrazeńı imϕ→ (kerϕ)⊥ znač́ı, že je nulové na komplementu
(imϕ)⊥ a jeho komponenta v kerϕ je taktéž nulová. Značka ∼= uprostřed znač́ı, že jakožto
zobrazeńı mezi (kerϕ)⊥ a imϕ jsou ϕ a ψ vzájemně inverzńı.

Jiné výhodné značeńı je pomoćı blokových matic. Pokud zvoĺıme na U bázi tak, že vektory
ze začátku tvoř́ı bázi (kerϕ)⊥, zat́ımco vektory z konce tvoř́ı bázi kerϕ a analogicky pro V a
podprostory imϕ, (imϕ)⊥, lze matice ϕ a ψ psát v blokovém tvaru

ϕ =

(
A 0
0 0

)
, ψ =

(
A−1 0

0 0

)
U prvńı matice dva nulové bloky napravo znač́ı, že ϕ|kerϕ = 0, zat́ımco dva nulové bloky dole

znač́ı, že komponenta ϕ v (imϕ)⊥ je nulová.
Zřejmě také naopak v situaci z předchoźıho diagramu je (imϕ)⊥ = kerψ a ψ je Mooreovou-

Penroseovou pseudoinverźı ϕ. T́ımto dostáváme jednoduše následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.3. Necht’ ϕ : U → V je lineárńı zobrazeńı mezi Eukleidovskými prostory (konečné
dimenze). Potom Mooreova-Penroseova pseudoinverze existuje a je jediná. Znač́ıme ji ϕ+. �

Tradičně se Mooreova-Penroseova pseudoinverze definuje pomoćı singulárńıho rozkladu
(singular value decomposition). Tento př́ıstup je výhodný i z daľśıch d̊uvod̊u. Uvažujme proto
adjungované zobrazeńı ϕ∗ : V → U .
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Lemma 1.4. Zobrazeńı ϕ∗ϕ je samoadjungované a plat́ı 〈ϕ∗ϕ(u), u〉 ≥ 0 (ř́ıkáme, že ϕ∗ϕ je
pozitivně semidefinitńı). Nav́ıc ker(ϕ∗ϕ) = kerϕ.

D̊ukaz. Z definice adjungovaného zobrazeńı plat́ı

〈ϕ∗ϕ(u), u′〉 = 〈ϕ(u), ϕ(u′)〉 = 〈u, ϕ∗ϕ(u′)〉

a nav́ıc prostředńı člen je pro u = u′ nezáporný.
Inkluze ker(ϕ∗ϕ) ⊇ kerϕ je zřejmá. Je-li naopak ϕ∗ϕ(u) = 0, pak také 0 = 〈ϕ∗ϕ(u), u〉 =

|ϕ(u)|2 a proto ϕ(u) = 0, tedy u ∈ kerϕ. �

Podle tohoto lemmatu existuje na U ortonormálńı báze α = (u1, . . . , um) složená z vlastńıch
vektor̊u ϕ∗ϕ a můžeme ji zvolit tak, že

[ur+1, . . . , um] = ker(ϕ∗ϕ) = kerϕ

a t́ım pádem

[u1, . . . , ur] = (kerϕ)⊥.

Necht’ vlastńı č́ısla př́ıslušná u1, . . . , um jsou λ1, . . . , λm. Podle naš́ı volby λr+1 = · · · = λm = 0
a zbylá λi jsou nenulová. Stále podle předchoźıho lemmatu plat́ı

λi = 〈λiui, ui〉 = 〈ϕ∗ϕ(ui), ui〉 ≥ 0

Zkonstruujme nyńı vhodnou ortonormálńı bázi V , vzhledem k ńıž bude mı́t ϕ co nejjednodušš́ı
tvar. Prvně se zabývejme obrazem ϕ, který je generován ϕ(u1), . . . , ϕ(ur):

〈ϕ(ui), ϕ(uj)〉 = 〈ϕ∗ϕ(ui), uj〉 = λi〈ui, uj〉 = λiδij .

Jsou tedy vektory ϕ(ui) navzájem kolmé o velikostech

|ϕ(ui)| =
√
λi = si.

Tato č́ısla nazýváme singulárńı hodnoty zobrazeńı ϕ. Polož́ıme

vi = 1
si
ϕ(ui)

pro i = 1, . . . , r a doplńıme v1, . . . , vr do ortonormálńı báze β = (v1, . . . , vn) prostoru V .
Vzhledem k těmto báźım má ϕ matici

(ϕ)βα =



s1 0 · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . sr

. . .
...

...
. . . 0

. . .

0 · · · · · · . . .
. . .


(tato matice má rozměry m × n). Poznamenejme, že matice adjungovaného zobrazeńı ϕ∗ je
“stejná”, akorát má rozměry n × m. V těchto báźıch je také extrémně jednoduché napsat
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Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi

(ϕ+)αβ =



(s1)−1 0 · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . (sr)

−1 . . .
...

...
. . . 0

. . .

0 · · · · · · . . .
. . .


T́ımto souřadnicovým zápisem se často Mooreova-Penroseova pseudoinverze definuje. Ele-
gantně to lze provést následuj́ıćı úvahou. Pracujme pro jednoduchost ve standardńıch Euk-
leidovských prostorech a mı́sto ϕ pracujme s matićı M . Ve výše popsaných báźıch α, β má
M diagonálńı matici, označme ji Σ. To znamená, že lze psát

M = PΣQ∗,

kde P , Q jsou ortogonálńı matice. Tomuto rozkladu matice M se ř́ıká singulárńı rozklad.
Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi potom můžeme spoč́ıtat jako M+ = QΣ+P ∗, kde Σ+

vznikne (tak jako výše) z diagonálńı matice Σ inverźı všech nenulových prvk̊u.
Poznamenejme ještě, že z matice (ϕ)βα lze také odvodit geometrický význam singulárńıch

hodnot. Uváž́ıme-li v U jednotkovou sféru, pak jej́ı obraz při zobrazeńı ϕ je (v některých
směrech možná zdegenerovaný) elipsoid, jehož délky poloos jsou právě singulárńı hodnoty.

Tvrzeńı 1.5. Plat́ı následuj́ıćı vztahy

• Je-li ϕ injektivńı, potom ϕ+ = (ϕ∗ϕ)−1ϕ∗.
• Je-li ϕ surjektivńı, potom ϕ+ = ϕ∗(ϕϕ∗)−1.

D̊ukaz. V báźıch α, β jsou všechny uvažované matice diagonálńı. V př́ıpadě injektivńıho ϕ
má ϕ∗ϕ na diagonále pouze č́ısla s2

i . Proto (ϕ∗ϕ)−1 existuje a má na diagonále č́ısla s−2
i a

t́ım pádem pravá strana má na diagonále prvky s−1
i . Týž diagonálńı tvar levé strany jsme

odvodili před tvrzeńım. Podobná analýza funguje v př́ıpadě surjektivńıho ϕ. �

Věta 1.6. Plat́ı

(1) ϕϕ+ϕ = ϕ
(2) ϕ+ϕϕ+ = ϕ+

(3) ϕ+ϕ je samoadjungované
(4) ϕϕ+ je samoadjungované

Naopak každé zobrazeńı splňuj́ıćı tyto čtyři vztahy je Mooreovou-Penroseovou pseudoinverźı.

D̊ukaz. Je jednoduché ověřit vztahy z tvrzeńı pro Mooreovu-Penroseovu pseudoinverzi; vlast-
nosti (3) a (4) plat́ı proto, že př́ıslušné kompozice jsou kolmé projekce na podprostory imϕ a
(kerϕ)⊥. V tomto i opačném směru je podstatné si uvědomit, že projekce je samoadjungovaná,
právě když je kolmá1.

Podle (1) a (3) je ϕ+ϕ samoadjungovaná projekce (nebot’ (ϕ+ϕ)2 = ϕ+ϕ) ve směru
ker(ϕ+ϕ) = kerϕ, nutně tedy kolmá. Proto je jej́ım obrazem (kerϕ)⊥ a ϕ+ tedy splňuje
prvńı definičńı vztah.

1Podle definice je projekce p je samoadjungovaná, právě když 〈u, p(v)〉 = 〈p(u), v〉. Tato podmı́nka je
triviálně splněná pro u, v ∈ ker p a u, v ∈ im p. Pro u ∈ ker p, v ∈ im p tato podmı́nka je 〈u, v〉 = 0, tedy právě
ker p ⊥ im p. Zbylý př́ıpad u ∈ im p, v ∈ ker p je symetrický.
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Téměř v jakékoliv knize pojednávaj́ıćı o Mooreově-Penroseově pseudoinverzi lze naj́ıt al-
ternativńı d̊ukaz hrubou silou. �

2. Aproximace řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Zabývejme se soustavou lineárńıch rovnic Ax = v. Pokud je matice A čtvercová a invert-
ibilńı, lze formálně tuto soustavu vyřešit vynásobeńım inverźı A−1,

x = A−1Ax = A−1v.

V př́ıpadě, že A nemá inverzi nebo dokonce neńı ani čtvercová, lze stále něco ř́ıct o řešeńıch
pomoćı Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze.

Tvrzeńı 2.1. Soustava Ax = v má řešeńı, právě když

AA+v = v

D̊ukaz. Pokud plat́ı AA+v = v, pak zřejmě A+v je řešeńım. Naopak, pokud Ax = v pro
nějaké x, potom

AA+v = AA+Ax = Ax = v.

Jiný d̊ukaz spoč́ıvá v tom, že AA+ je projekce na imA, a proto rovnost AA+v = v je
ekvivalentńı tomu, že v ∈ imA, což je zřejmě to samé, že soustava má řešeńı. �

Vid́ıme tedy, že i v př́ıpadě, že A nemá inverzi, nebo dokonce neńı ani čtvercová, můžeme
nějaké jej́ı řešeńı (v př́ıpadě, že existuje) naj́ıt jakoA+v. V následuj́ıćım ukážeme, jaký geomet-
rický význam toto řešeńı má. Obecněji se budeme zabývat otázkou geometrického významu
A+v i v př́ıpadě, kdy soustava Ax = v nemuśı nutně mı́t řešeńı.

Řekneme, že x je nejlepš́ı aproximace řešeńı, jestliže minimalizuje výraz |Ax−v|, tj. pokud
pro libovolné y plat́ı

|Ax− v| ≤ |Ay − v|
Zřejmě je tedy Ax bod imA, který je nejbĺıž v, je to tedy kolmá projekce vektoru v do
podprostoru imA. Tu umı́me podle předchoźıho napsat pomoćı pseudoinverze jako AA+v.
Plat́ı tedy

Lemma 2.2. Vektor x je nejlepš́ı aproximaćı řešeńı soustavy Ax = v, právě když plat́ı

Ax = AA+v.

Zejména tedy A+v je nejlepš́ı aproximace řešeńı. Obecně je takových nejlepš́ıch aproximaćı
v́ıc. Mezi nimi lze A+v charakterizovat pomoćı následuj́ıćı věty

Věta 2.3. Vektor A+v je nejlepš́ı aproximace řešeńı soustavy Ax = v s nejmenš́ı normou,
“zkráceně” nejmenš́ı nejlepš́ı aproximace řešeńı.

D̊ukaz. Množina nejlepš́ıch aproximaćı je právě množinou řešeńı soustavy

Ax = AA+v

a jedná se tedy o afinńı podprostor se zaměřeńım kerA. Vektor z tohoto afinńıho podprostoru
s nejmenš́ı normou je tedy jediný a to právě ten, který je kolmý na zaměřeńı kerA. Přitom
ale A+v ∈ imA+ = (kerA)⊥. �



5

Př́ıklad 2.4 (Aproximace př́ımkou). Necht’ jsou v rovině dány body (x1, y1), . . . , (xn, yn).

Úkolem je vést těmito body př́ımku. Pokud by to bylo možné přesně, existovaly by a, b (koe-
ficienty v rovnici př́ımky a+ bx = y) takové, že

a · 1 + b · x1 = y1

...
...

a · 1 + b · xn = yn

Naš́ım úkolem je tedy vyřešit soustavu (vzhledem k neznámým a, b) s rozš́ı̌renou matićı1 x1 y1
...

...
...

1 xn yn


Jej́ı nejmenš́ı nejlepš́ı aproximace řešeńı je

(a, b)T =

1 x1
...

...
1 xn


+

·

y1
...
yn


Př́ımka s rovnićı y = a + bx se nazývá aproximaćı př́ımkou zadané n-tice bod̊u. Je potřeba
však vysvětlit, v jakém smyslu je to nejoptimálněǰśı odpověd’ na naš́ı otázku proložeńı př́ımky
zadanými body. Tato př́ımka minimalizuje

n∑
i=1

(
(a+ bxi)− yi

)2
,

tedy odchylku funkčńıch hodnot a+ bxi od zadaných yi. Tato aproximace se použ́ıvá, pokud
v́ıme, že zadané hodnoty yi můžou být zat́ıženy chybou, ale xi jsou naměřeny přesně.

3. Něco málo k dualitě

Necht’ U ⊆ V je vektorový podprostor a uvažujme vložeńı

ι : U ↪→ V

a k němu duálńı surjektivńı zobrazeńı

ι∗ : V ∗ � U∗,

které je zřejmě dáno předpisem η 7→ η|U . Definujme

U⊥ = ker ι∗ = {η ∈ V ∗ | ∀u ∈ U : (η, u) = 0},
kde podmı́nku (η, u) = 0 si lze představovat jako “η ⊥ U neboli η ∈ U⊥”; proto také tento
podprostor duálńıho prostoru znač́ıme t́ımto symbolem.

Pokud je V reálný vektorový prostor se skalárńım součinem, je zobrazeńı

R : V → V ∗, v 7→ 〈v,−〉
izomorfismus a lze jej použ́ıt pro ztotožněńı V ∗ s V . Při tomto ztotožněńı

U⊥ ≈ {v ∈ V | ∀u ∈ U : (Rv, u) = 0},
přičemž (Rv, u) = Rv(u) = 〈v,−〉(u) = 〈v, u〉. Jedná se tedy o opravdový kolmý doplněk a
neńı špatné si jej takto představovat i pokud nemáme skalárńı součin k dispozici.
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Vrat’me se nyńı do obecné situace. Přǐrazeńı U 7→ U⊥ je zobrazeńı

DV : {podprostory V } −→ {podprostory V ∗},
které zjevně obraćı uspořádáńı, tj. pokud U0 ⊆ U1, pak U⊥0 ⊇ U⊥1 . Nav́ıc, pokud U má
dimenzi d, pak U⊥ má dimenzi n − d (také ř́ıkáme, že má kodimenzi d). To je proto, že je
jádrem surjektivńıho zobrazeńı V ∗ � U∗ z n-rozměrného do d-rozměrného prostoru.

Naš́ım daľśım krokem bude ukázat, že zobrazeńı DV je bijekce (a tedy antiizomorfismus
uspořádaných množin – ve skutečnosti svaz̊u). Zabývejme se proto t́ım, co se stane při druhé
aplikaci “kolmého doplňku”. Geometrická intuice z Eukleidovských prostor̊u ř́ıká, že druhý
kolmý doplněk muśı nutně obsahovat p̊uvodńı prostor a ve skutečnosti se muśı rovnat, protože
maj́ı stejné dimenze. Stejný argument funguje i obecně, jen je potřeba druhý kolmý doplněk
nejprve převést z V ∗∗ do V . Označ́ıme-li vložeńı κ : U⊥ ↪→ V ∗, je prostor U⊥⊥ jádrem

V ∼= V ∗∗
κ∗−−−→ U⊥∗,

které pośılá v 7→ evv 7→ evv |U⊥ . Při identifikaci V ∼= V ∗∗ je tedy U⊥⊥ množina všech vektor̊u
v, které se nuluj́ı na všech formách z U⊥. Protože se však všechny formy z U⊥ podle definice
nuluj́ı na U , plat́ı U ⊆ U⊥⊥. Zároveň maj́ı oba prostory stejnou dimenzi, muśı být tedy
totožné, U⊥⊥ = U .

Věta 3.1. Zobrazeńı U 7→ U⊥ určuje bijektivńı zobrazeńı

DV : {podprostory V } −→ {podprostory V ∗}
s následuj́ıćımi vlastnostmi

• DV převraćı uspořádáńı,
• je-li U dimenze d, pak DV U = U⊥ je dimenze n− d,
• (U0 ∩ U1)⊥ = U⊥0 + U⊥1 ,
• (U0 + U1)⊥ = U⊥0 ∩ U⊥1

D̊ukaz. Vše je d̊usledkem prvńıho bodu, dokonce i vztah mezi dimenzemi. Můžeme totiž vyč́ıst
dimenzi U jako délku d nejdeľśıho striktně rostoućıho řetězce podprostor̊u 0 = U0 ( U1 (
· · · ( Ud = U . �

Pěknou aplikaćı je popsáńı svazku všech rovin v prostoru procházej́ıćıch danou př́ımkou p.
Přechodem ke kolmým doplňk̊um to znamená popsat všechny př́ımky obsažené v rovině p⊥.
To je ale jednoduché – jejich směrové vektory jsou právě všechny nenulové prvky p⊥. Pokud
je p zadaná implicitně jako řešeńı soustavy α(v) = β(v) = 0 dvou rovnic, je p⊥ = [α, β] a
př́ımka lež́ıćı v p⊥ je proto generovaná libovolnou jejich nenulovou lineárńı kombinaćı aα+bβ.
Přechodem zpátky vid́ıme, že rovnice odpov́ıdaj́ıćı roviny obsahuj́ıćı p je (aα+ bβ)(v) = 0, ve
výsledku tedy libovolná nenulová lineárńı kombinace definuj́ıćıch rovin př́ımky p.

Daľśım vztahem mezi podprostory V a V ∗ je ten mezi implicitńım a parametrickým
popisem. Necht’ je podprostor W ⊆ V ∗ zadán parametricky jako W = [η1, . . . , ηk]. Potom

W⊥ = {v ∈ V | ∀η ∈W : (η, v) = 0}.
Protože je však W popsán parametricky, stač́ı podmı́nky zkontrolovat na generátorech,

W⊥ = {v ∈ V | (η1, v) = · · · = (ηk, v) = 0}.
To je ale popis W⊥ jako prostoru řešeńı soustavy lineárńıch rovnic η1(v) = 0, . . . , ηk(v) = 0,
tedy implicitńı popis. Stejný princip funguje naopak. Je-li U = [v1, . . . , vd], pak

U⊥ = {η ∈ V ∗ | (η, v1) = · · · = (η, vd) = 0.}
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Formálně tak převod parametrického popisu na implicitńı je elementárńı. Parametrický popis
U je ekvivalentńı implicitńımu popisu U⊥, ten lze pomoćı vyřešeńı soustavy s parametry
převést na parametrický popis, který je zpětně ekvivalentńı implicitńımu popisu U .

Tvrzeńı 3.2. Necht’ jsou na V zadány formy η0, η1, . . . , ηk. Jestlǐze libovolné v ∈ V splňuj́ıćı

η1(v) = · · · = ηk(v) = 0

splňuje zároveň η0(v) = 0, pak η0 ∈ [η1, . . . , ηk].

Poznámka. Opačná implikace je triviálńı: je-li η0 ∈ [η1, . . . , ηk], pak z η1(v) = · · · ηk(v) = 0
plyne jednoduše η0(v) = 0.

V př́ıpadě implikace (η1(v) = · · · = ηk(v) = 0) ⇒ (η0(v) = 0) můžeme mluvit o tom,
že rovnice η0(v) = 0 je logickým d̊usledkem zmı́něné soustavy. Věta tedy ř́ıká, že pokud je
η0(v) = 0 logickým d̊usledkem, je ve skutečnosti “algebraickým” d̊usledkem; lze odvodit ze
soustavy t́ım nejtriviálněǰśım možným zp̊usobem – je kombinaćı rovnic soustavy. V jistém
smyslu se jedná o úplnost jistého logického systému: implikace, které plat́ı, jsou právě ty,
které lze dokázat (pomoćı zmı́něného jednoduchého pravidla).

D̊ukaz. Implikaci lze vyjádřit jako

[η0, η1, . . . , ηk]⊥ = [η1, . . . , ηk]⊥.

Druhou aplikaćı DV dostáváme [η0, η1, . . . , ηk] = [η1, . . . , ηk] a zejména η0 ∈ [η1, . . . , ηk]. �

Následuj́ıćı tvrzeńı je dobře známe z teorie řešeńı soustavy lineárńıch rovnic a lze jej vyvodit
z Gaussovy eliminačńı metody. Uvád́ıme zde alternativńı d̊ukaz pomoćı duality.

Tvrzeńı 3.3. Soustava rovnic Ax+b = 0 nemá řešeńı, právě když existuje lineárńı kombinace
jej́ıch řádk̊u (tedy rovnic) tvaru 1 = 0.

D̊ukaz. Trik spoč́ıvá v “projektivizaci” soustavy. Původńı soustava nemá řešeńı, právě když
každé řešeńı soustavy Ax + bt = 0 splňuje také t = 0. Podle předchoźıho tvrzeńı to nastane
právě když forma zadaná řádkem (0, . . . , 0, 1) je lineárńı kombinaćı řádk̊u rozš́ı̌rené matice
(A | b). �

Poznámka. Obecné vyjádřeńı duality: (−,−) : U ×V → K bilineárńı zobrazeńı takové, že U → V ∗, u 7→ (u,−)
a V → U∗, v 7→ (−, v) jsou izomorfismy. Tenzorový př́ıstup: existuj́ı ε : U ⊗ V → K a δ : K → V ⊗ U takové,

že V
δ⊗id−−−−→ V ⊗ U ⊗ V id⊗ε−−−−→ V a U

id⊗δ−−−−→ U ⊗ V ⊗ U ε⊗id−−−−→ U jsou identická zobrazeńı.

4. Něco málo k tenzorovému součinu

Pointa tenzorového součinu je, že chceme převést bilineárńı zobrazeńı na lineárńı. Konkrétně
bilineárńı zobrazeńı U × V →W bude ekvivalentńı lineárńımu zobrazeńı U ⊗ V →W . Sym-
bolicky

Lin2(U, V ;W ) ∼= Hom(U ⊗ V,W ),

kde však pro úplnost ř́ıkáme v́ıc než v předchoźım – vyžadujeme, aby se jednalo o izomor-
fismus vektorových prostor̊u (a ne jen o bijekci). T́ımto vztahem je tenzorový součin určen
jednoznačně až na izomorfismus a ve většině aplikaćı neńı potřeba znát přesnou definici a
vystač́ıme si s touto vlastnost́ı. Pokusme se s jej́ı pomoćı “odvodit” definici tenzorového
součinu. Dosad’me do uvedeného vztahu W = k. Dostáváme

Lin2(U, V ; k) ∼= (U ⊗ V )∗.
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Budeme-li nyńı předpokládat, že má U ⊗ V konečnou dimenzi, lze psát

U ⊗ V ∼= Lin2(U, V ; k)∗

Chceme-li tedy dostát tomu, že tenzorový součin převád́ı bilineárńı zobrazeńı na lineárńı,
jsme vedeni k následuj́ıćımu:

Definice 4.1. Necht’ U a V jsou vektorové prostory konečné dimenze. Definujeme jejich

tenzorový součin U ⊗ V def
= Lin2(U, V ;k)∗.

Definujme nyńı bilineárńı zobrazeńı t : U × V → U ⊗ V předpisem

t(u, v) : Φ 7→ Φ(u, v),

jedná se tedy o “evaluaci” (viz srovnáńı druhého duálu s p̊uvodńım vektorovým prostorem).
V následuj́ıćım budeme značit u⊗ v = t(u, v) a je to tedy zobrazeńı, které každou bilineárńı
formu pośılá na jej́ı hodnotu na dvojici (u, v).

Lemma 4.2. Zobrazeńı t je bilineárńı, tj.

(a1u1 + a2u2)⊗ v = a1 · u1 ⊗ v + a2 · u2 ⊗ v

a analogicky pro druhou složku.

D̊ukaz. Levá strana je dána evaluaćı

Φ 7→ Φ(a1u1 + a2u2, v),

zat́ımco pravá je dána jako lineárńı kombinace evaluaćı, tedy

Φ 7→ a1Φ(u1, v) + a2Φ(u2, v).

Tyto dva výrazy se rovnaj́ı d́ıky bilinearitě Φ. �

Věta 4.3. Necht’ vektory {ei | i = 1, . . . , n}, tvoř́ı bázi prostoru U a vektory {ẽj | j =
1, . . . ,m}, tvoř́ı bázi prostoru V . Pak vektory {ei ⊗ ẽj | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m}, tvoř́ı bázi
prostoru U ⊗ V .

Poznámka. Při práci s tenzorovým součinem je výhodněǰśı se vzdát uspořádáńı prvk̊u báze a
pracovat s neuspořádanými bázemi. V daľśım budeme zkracovat na “{ei} je báze U”.

Před t́ım, než budeme moct dokázat předchoźı větu, je dobré popsat bázi prostoru všech

bilineárńıch forem. Necht’ tedy máme báze jako ze zněńı věty a k nim duálńı báze f i a f̃ j .
Definujme bilineárńı formu

f i · f̃ j : U × V → k, (u, v) 7→ f i(u)f̃ j(v)

(součin funkčńıch hodnot – prvk̊u tělesa k). Prvně dokážeme

Lemma 4.4. Množina {f i · f̃ j} tvoř́ı bázi Lin2(U, V ; k).

D̊ukaz. Pointou d̊ukazu je, že dvě bilineárńı formy se rovnaj́ı, právě když dávaj́ı stejné hodnoty
na všech dvojićıch (er, ẽs) bázových vektor̊u. Pokusme se napsat bilineárńı formu Φ jako
kombinaci

Φ =
∑
i,j

Φij · (f i · f̃ j).



9

Tato rovnost bude podle předchoźıho splněna, právě když pro každé r, s bude platit

Φ(er, ẽs) =
∑
i,j

Φij · (f i · f̃ j)(er, ẽs) =
∑
i,j

Φij f
i(er)︸ ︷︷ ︸
δir

f̃ j(ẽs)︸ ︷︷ ︸
δjs

= Φrs.

Je tedy vidět, že koeficienty existuj́ı a to jediné, Φrs = Φ(er, ẽs). To ale přesně znamená, že
daná množina je báze. �

D̊ukaz Věty 4.3. Ukážeme nyńı, že {ei⊗ ẽj} tvoř́ı duálńı bázi k bázi {f i · f̃ j} z lemmatu. Stač́ı
tedy poč́ıtat

(ei ⊗ ẽj)(f r · f̃s) = (f r · f̃s)(ei, ẽj) = f r(ei)f̃
s(ẽj) = δri δ

s
j ,

což je 0 s vyj́ımkou př́ıpadu i = r, j = s. To je ale přesně podmı́nka na duálńı bázi. �

Vrat’me se nyńı ke vztahu, který jsme použili k motivaci definice tenzorového součinu
a ověřme, že opravdu plat́ı. Připomeňme kanonické zobrazeńı t : U × V → U ⊗ V dané
(u, v) 7→ u⊗ v.

Věta 4.5. Existuj́ı přirozené izomorfismy

Hom(U ⊗ V,W )
∼=−−→ Lin2(U, V ;W )

∼=←−− Hom(U,Hom(V,W )),

prvńı z nichž je dán ϕ 7→ ϕ ◦ t.

D̊ukaz. Prvńı izomorfismus je zjevně lineárńı zobrazeńı a jedná se o bijekci podle univerzálńı
vlastnosti tenzorového součinu. Druhé zobrazeńı pośılá f : U → Hom(V,W ) na

(u, v) 7→ f(u)(v).

Je to přesně zobrazeńı zprostředkuj́ıćı bijekci (W V )U ∼= WU×V , kterou znáte z diskrétńı
matematiky, jenom je zúžené na vhodně lineárńı zobrazeńı. Jeho inverze pośılá g : U×V →W
na u 7→ g(u,−), kde g(u,−) je “parciálńı zobrazeńı” v 7→ g(u, v). �

Tvrzeńı 4.6. Zobrazeńı

U∗ ⊗ V ∗ → Lin2(U, V ;k) ∼= (U ⊗ V )∗

dané předpisem η ⊗ θ 7→ η · θ je izomorfismus.

D̊ukaz. Zobrazeńı převád́ı bázi f i ⊗ f̃ j na bázi f i · f̃ j . �

Poznámka. Striktně vzato by bylo logičtěǰśı psát V ∗ ⊗ U∗ ∼= (U ⊗ V )∗.

Jakožto zobrazeńı U ⊗ V → k je obraz η ⊗ θ dán předpisem u ⊗ v 7→ η(u) · θ(v) a lze jej
tedy popsat jako kompozici

U ⊗ V η⊗θ−−−−→ k⊗ k ∼= k,
kde přirozený izomorfismus k⊗ k ∼= k je dán předpisem a⊗ b 7→ ab.

V daľśım budeme potřebovat analogii předchoźıho tvrzeńı pro antisymetrické tenzory. Z
technických d̊uvod̊u změńıme předchoźı zobrazeńı vynásobeńım konstantou q!.

Tvrzeńı 4.7. Zobrazeńı ΛqV ∗ → Linq(V, . . . , V ; k)antisym dané předpisem

η1 ∧ · · · ∧ ηq 7→
∑
σ∈Σq

signσ · ησ(1) · · · ησ(q)

je izomorfismus.
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D̊ukaz. Prvně se zabývejme t́ım, jaký efekt na multilineárńı formu př́ıslušnou tenzoru t ∈
(V ∗)⊗q má permutace σ:

(ρσ(η1 ⊗ · · · ⊗ ηq))(v1, . . . , vq) = (ησ(1) ⊗ · · · ⊗ ησ(q))(v1, . . . , vq)

= ησ(1)(v1) · · · · · ησ(q)(vq) = η1(vσ−1(1)) · · · · · ηq(vσ−1(q))

= (η1 ⊗ · · · ⊗ ηq)(vσ−1(1), . . . , vσ−1(q))

Proto obecně plat́ı (ρσt)(v1, . . . , vq) = t(vσ−1(1), . . . , vσ−1(q)) a zejména t je antisymetrický,
právě když je antisymetrická př́ıslušná multilineárńı forma. Proto se izomorfismus z předcho-
źıho tvrzeńı zúž́ı na izomorfismus ΛqV ∗ s podprostorem antisymetrických q-lineárńıch forem.
Vynásobeńı č́ıslem q! na tom nic nezměńı. �

Vysvětleme nyńı, proč je vynásobeńı č́ıslem q! výhodné. Je to proto, že plat́ı

(f i1 ∧ · · · ∧ f iq)(ei1 , . . . , eiq) = 1.

To se nám bude hodit v př́ı̌st́ı kapitole. Uved’me nyńı ještě verzi věty o determinantu pro
antisymetrické multilineárńı formy. Je-li ϕ : U → U lineárńı zobrazeńı, plat́ı

((ϕ∗)⊗n(η1 ⊗ · · · ⊗ ηn))(u1, . . . , un) = (ϕ∗η1 ⊗ · · · ⊗ ϕ∗ηn)(u1, . . . , un)

= (ϕ∗η1)(u1) · · · · · (ϕ∗ηn)(un) = η1(ϕ(u1)) · · · · · ηn(ϕ(un))

= (η1 ⊗ · · · ⊗ ηn)(ϕ(u1), . . . , ϕ(un))

a stejný vztah tedy plat́ı i pro antisymetrické n-lineárńı formy,

ω(ϕ(u1), . . . , ϕ(un)) = ((ϕ∗)∧nω)(u1, . . . , un) = detϕ · ω(u1, . . . , un),

(jelikož samozřejmě plat́ı detϕ∗ = detϕ).

Poznámka. Zat́ımco vložeńı ΛqU → U⊗q neńı homomorfismus algeber, existuje kanonický homomorfismus
U⊗q → ΛqU , který na abstraktńı úrovni pośılá u1 ⊗ · · · ⊗ uq 7→ u1 ∧ · · · ∧ uq (tady je lépe uvažovat o ΛqU
jako o abstraktńım prostoru s vlastnost́ı Hom(ΛqU, V ) ∼= Linq(U, . . . , U ;V )antisym – antisymetrizace je pak
duálńı k inkluzi antisymetrických zobrazeńı do všech zobrazeńı; konkrétńı realizace pro U konečné dimenze
je ΛqU = Linq(U, . . . , U ;K)∗antisym). Poṕı̌seme nyńı vztah vněǰśı mocniny a antisymetrických tenzor̊u: uvažme
evaluaci

ev : (U⊗q)∗ ⊗ U⊗q → K
a zužme ji na antisymetrické formy (ΛqU)∗ ∼= Linq(U, . . . , U ;K)antisym ⊆ Linq(U, . . . , U ;K) ∼= (U⊗q)∗. Dı́ky
antisymetrii se pak toto zúžeńı faktorizuje skrz

ev : (ΛqU)∗ ⊗ ΛqU → K

které je dualitou. Přitom duálńı bázový prvek k ei1 ∧ · · · ∧ eiq je q!A(f i1 ⊗ · · ·⊗ f iq ) (nebo q!A(f iq ⊗ · · ·⊗ f i1)

pro logičtěǰśı verzi Tvrzeńı 4.6). Budeme proto použ́ıvat ztotožněńı ΛqU∗ ∼= (ΛqU)∗, f i1 ∧· · ·∧f iq = q!A(f i1⊗
· · · ⊗ f iq ), které respektuje kanonické báze obou prostor̊u.

5. Determinanty, objemy a orientace

Necht’ U je vektorový prostor dimenze n. Potom vněǰśı mocnina ΛnU∗ má dimenzi 1 a v
daľśım ji budeme ztotožňovat s prostorem všech antisymetrických n-lineárńıch forem na U .
Libovolný jej́ı nenulový prvek (nutně tedy generátor) nazýváme objemovou formou na U a
znač́ıme jej

Vol ∈ Linn(U, . . . , U ;R)antisym.



11

Jeho hodnotu na vektorech u1, . . . , un nazýváme orientovaným objemem rovnoběžnostěnu
určeného těmito vektory. Dı́ky objemové formě můžeme interpretovat determinant operátoru
ϕ : U → U . Jeho vněǰśı mocnina

(ϕ∗)∧n : ΛnU∗ → ΛnU∗

totiž pośılá Vol na nějaký násobek Vol a z části o vněǰśıch mocninách v́ıme, že je to právě

Vol(ϕ(u1), . . . , ϕ(un)) = (detϕ) ·Vol(u1, . . . , un).

Znamená to tedy, že operátor ϕ zvětšuje objem právě (detϕ)-krát. Tato vlastnost nezáviśı
na volbě objemové formy – podstatné je, že se jedná o “relativńı tvrzeńı”, tedy neř́ıkáme nic
o tom, jaký je výsledný objem, ale pouze ho porovnáváme s p̊uvodńım. Pokud bychom však
chtěli definovat determinant lineárńıho zobrazeńı mezi dvěma r̊uznými vektorovými prostory
(stejné dimenze), museli bychom na nich zafixovat objemové formy.

Souvisej́ıćım pojmem je orientace reálného vektorového prostoru U . Řekneme, že dvě báze
(e1, . . . , en) a (ẽ1, . . . , ẽn) jsou shodně orientované, jestliže plat́ı

ẽ1 ∧ · · · ∧ ẽn = c · (e1 ∧ · · · ∧ en)

pro nějaké kladné c ∈ R. Konstanta c je t́ımto vztahem samozřejmě jednoznačně určena
– jedná se o determinant matice přechodu od prvńı báze k druhé – a je tedy nenulová.
Pro c záporné mluv́ıme o opačně orientovaných báźıch. Takto nám na množině všech báźı
vzniká relace ekvivalence maj́ıćı právě dvě tř́ıdy, které nazýváme orientace U . Pokud je na U
zvolena orientace, ř́ıkáme, že je U orientovaný a prvky vybrané orientace nazýváme kladné
báze, zat́ımco zbylé jsou záporné báze.

Př́ıklad 5.1. Na Rn definujme standardńı orientaci jako tř́ıdu báźı obsahuj́ıćı standardńı
bázi (e1, . . . , en).

Př́ıklad 5.2. Necht’ V je komplexńı vektorový prostor a V R znač́ı reálný vektorový prostor
s touž nosnou množinou, týmž sč́ıtáńım, ale s násobeńım skaláry zúženém na reálná č́ısla;
mluv́ıme o realifikaci V . Na V R existuje kanonická orientace (závisej́ıćı samozřejmě na kom-
plexńı struktuře), kterou nyńı poṕı̌seme. Zvolme libovolnou bázi (e1, . . . , en) komplexńıho
prostoru V . Potom

(e1, ie1, . . . , en, ien)

je báze reálného prostoru V R a prohláśıme ji za kladnou bázi. Je potřeba ukázat, že pro jinou
volbu komplexńı báze bude vzniklá reálná báze shodně orientovaná a t́ım pádem dostáváme
opravdu dobře definovanou orientaci.

Matice přechodu mezi dvěma komplexńımi bázemi je však libovolná invertibilńı komplexńı
matice a muśıme tedy ukázat, že reálná matice př́ıslušná libovolné invertibilńı matici má
kladný determinant. Rozložme komplexńı matici přechodu na součin elementárńıch matic.
Př́ıslušná matice přechodu mezi reálnými bázemi je tak opět součinem jistých “elementárńıch”
matic. Přič́ıtáńı (komplexńıho) násobku dá matici determinantu 1, prohozeńı dvou řádk̊u
taktéž (př́ıslušná reálná matice odpov́ıdá prohozeńı dvou dvojic řádk̊u). Násobeńı komplexńım
č́ıslem má př́ıslušnou reálnou matici vzniklou z jednotkové výměnou dvou jedniček za blok(

a −b
b a

)
,

který má determinant a2 + b2 > 0.

Vrat’me se nyńı k obecné situaci reálného vektorového prostoru U .
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Věta 5.3. Dvě báze α, β jsou shodně orientované, právě když je lze spojit cestou, tj. právě
když existuje spojité zobrazeńı

γ : [0, 1]→ U × · · · × U = Un

splňuj́ıćı následuj́ıćı

• γ(0) = α, γ(1) = β a
• pro každé t ∈ [0, 1] je n-tice γ(t) báźı U .

Poznámka. Spojitost jistě dává smysl pro U = Rn. Avšak libovolný (konečně rozměrný) reálný
vektorový prostor je izomorfńı Rn a spojitost lze definovat ve smyslu tohoto izomorfismu –
hlavně na volbě takového izomorfismu nezáviśı.

D̊ukaz. Neńı těžké se přesvědčit, že každou čtvercovou matici s kladným determinantem lze
napsat jako součin elementárńıch s kladným determinantem. Prohozeńı dvou sloupc̊u lze
nahradit kompozićı operaćı I → I + II, II → II − I, I → I + II, která samozřejmě
zároveň s prohozeńım sloupc̊u také jeden z nich vynásob́ı č́ıslem −1, ale Gaussova eliminace
lze provádět i s touto operaćı. Vynásobeńı dvou sloupc̊u č́ıslem −1 lze nahradit provedeńım
dvou předchoźıch složených operaćı za sebou.

Dále neńı těžké se přesvědčit, že každá z elementárńıch matic Ti s kladným determinantem
lze spojit s jednotkovou matićı E cestou Γi procházej́ıćı pouze maticemi s kladným determi-
nantem. Jejich součin T = T1 · · ·Tk pak lze spojit s jednotkovou matićı jednoduše pomoćı
cesty

t 7→ Γ1(t) · · ·Γk(t).
Jelikož však plat́ı

α = β · T,
hledaná cesta mezi bázemi α, β lze volit např́ıklad jako

t 7→ β · Γ1(t) · · ·Γk(t).

V opačném směru veličina (det idγ(t)α) ∈ R× záviśı spojitě na t a jej́ı hodnota pro t = 0 je
1. Proto i jej́ı hodnota pro t = 1 muśı být kladná, tj. (det idβα) > 0 a báze α, β jsou shodně
orientované. �

Důležitým př́ıkladem objemové formy je objemová forma vzniklá ze skalárńıho součinu na
orientovaném Eukleidovském prostoru E . To by nemělo být překvapuj́ıćı – skalárńı součin
na E udává smysl velikosti vektor̊u a úhl̊u mezi nimi; z těchto údaj̊u lze objem spoč́ıtat.
Objemová forma však udává orientovaný objem, proto je nav́ıc potřeba ještě volba orientace.
Z jiného úhlu pohledu na Eukleidovském prostoru jsou dvě objemové formy a neńı žádný
d̊uvod preferovat jednu z nich; ten nastává až při zafixováńı orientace. Pro neorientovaný
Eukleidovský prostor bychom mohli nadefinovat pouze neorientovanou objemovou “formu”
|Vol |; k ńı se vrát́ıme za chv́ıli.

Necht’ (e1, . . . , en) je libovolná kladně orientovaná ortonormálńı báze. Kanonickou obje-
movou formu zafixujeme požadavkem

Vol(e1, . . . , en) = 1.

Je-li (f1, . . . , fn) duálńı báze, pak plat́ı

(f1 ∧ · · · ∧ fn)(e1, . . . , en) =
∑
σ∈Σn

signσ · fσ(1)(e1) · · · fσ(n)(en) = 1,
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nebot’ jediný nenulový člen se objevuje pro σ = id. Lze tedy položit

Vol = f1 ∧ · · · ∧ fn.
Z tohoto vztahu lze vidět, že objemová forma nezáviśı na volbě kladné ortonormálńı báze –
matice přechodu mezi dvěma ortonormálńımi bázemi je ortogonálńı a má tedy determinant
±1; pokud jsou báze nav́ıc kladné, muśı být roven 1 a to stejné plat́ı pro determinant matice
přechodu mezi duálńımi bázemi (je totiž stejný). Ve výsledku pro jinou volbu báze (ẽ1, . . . , ẽn)

a k ńı duálńı (f̃1, . . . , f̃n) plat́ı

Vol = f1 ∧ · · · ∧ fn = f̃1 ∧ · · · ∧ f̃n.
Pro orientovaný objem plat́ı vztah

Vol(u1, . . . , un) =
∑
σ∈Σn

signσ · fσ(1)(u1) · · · fσ(n)(un) = det

f
1(u1) · · · f1(un)

...
...

fn(u1) · · · fn(un)


Jelikož f i(uj) je i-tá souřadnice vektoru uj , můžeme výpočet shrnout v následuj́ıćım.

Tvrzeńı 5.4. Orientovaný objem Vol(u1, . . . , un) lze spoč́ıtat jako determinant matice, jej́ı̌z
j-tý sloupec je tvořen souřadnicemi vektoru uj v libovolné kladné ortonormálńı bázi (ta však
muśı být stejná pro všechny sloupce).

Jeho druhou mocninu lze spoč́ıtat jako Gram̊uv determinant

(Vol(u1, . . . , un))2 = det(〈ui, uj〉)
z matice, jej́ı̌z prvek na pozici (i, j) je skalárńı součin 〈ui, uj〉.

D̊ukaz. Druhé tvrzeńı plyne z prvńıho vynásobeńım popsaných matice zleva matićı k ńı
transponovanou. Na pozici (i, j) dostaneme součin i-tého a j-tého sloupce, tedy∑

k

fk(ui)f
k(uj) = 〈ui, uj〉

(jedná se o vzorec pro skalárńı součin v ortonormálńıch souřadnićıch). �

Jako d̊usledek dostáváme vzorec pro neorientovaný objem na Eukleidovském prostoru
jako odmocninu z Gramova determinantu – ten záviśı pouze na skalárńım součinu a niko-
liv na orientaci. Z tohoto pohledu lze interpretovat Gramův-Schmidt̊uv ortogonalizačńı pro-
ces jako vzorec pro objem. Během něj totiž měńıme každý vektor pouze přič́ıtáńım násobk̊u
předchoźıch vektor̊u a neměńı se tedy orientovaný objem. Přitom po provedeńı celého procesu
a pro vzniklý ortogonálńı systém (v1, . . . , vn) je Gramova matice diagonálńı a neorientovaný
objem je tak roven

|Vol(u1, . . . , un)| = |v1| · · · |vn|,
součinu velikost́ı vektor̊u v1, . . . , vn. Znaménko je též jako u p̊uvodńıho orientovaného objemu
a je tedy určeno t́ım, zda je (u1, . . . , un) báze kladná či záporná (v př́ıpadě, že se nejedná v̊ubec
o bázi, je objem beztak nulový). Přitom velikost vektoru vi je rovna výšce rovnoběžnostěnu
určeného u1, . . . , ui s podstavou danou prvńımi i− 1 vektory. Jedná se tedy o vzorec

objem rovnoběžnostěnu = objem postavy × výška

Hlavńı význam této formulky je v tom, že po několika stránkách je snad konečně zřejmé, proč
tomuto objektu ř́ıkáme orientovaný objem.
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6. Geometrie v rovině a prostoru

Prvně se zabývejme rovinou E2, kterou budeme chápat jako R2 se standardńım skalárńım
součinem a standardńı orientaćı. Ta je mimochodem totožná s tou vzniklou z komplexńı
struktury na C = R2.

Pro vektory u, v ∈ E2 poč́ıtejme neorientovaný objem z Gramova determinantu

(Vol(u, v))2 =

∣∣∣∣〈u, u〉 〈u, v〉〈v, u〉 〈v, v〉

∣∣∣∣ = |u|2|v|2 − 〈u, v〉2 = |u|2|v|2 sin2 α,

kde α je úhel mezi vektory u, v a rovnost plyne z 〈u, v〉 = |u||v| cosα. Odmocněńım dostáváme
vztah

|Vol(u, v)| = |u||v|| sinα|.
Standardně bereme α ∈ [0, π], d́ıky orientaci můžeme nyńı rozš́ı̌rit definičńı obor na α ∈
(−π, π] a zvolit znaménko podle orientace (u, v). Mluv́ıme pak o orientovaném úhlu od vektoru
u k vektoru v a můžeme psát∣∣∣∣u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣ = Vol(u, v) = |u||v| sinα.

Budeme psát α = ^(u, v).
Orientovaný úhel se hod́ı v úlohách, ve kterých je potřeba (zejména algoritmicky) rozhod-

nout o viditelnosti objekt̊u v rovině. Daľśım př́ıpadem je úloha rozhodnout, zda mnohoúhelńık
A1 · · ·An zadaný posloupnost́ı vrchol̊u je kladně či záporně orientovaný (v př́ıpadě, že nev́ıme,
zda je konvexńı). Velice jednoduchým zp̊usobem (alespoň z teoretického pohledu) je spoč́ıtat
všechny orientované úhly

^(AnA1, A1A2),^(A1A2, A2A3), . . . ,^(An−1An, AnA1)

podél mnohoúhelńıka a seč́ıst je. Pokud je součet roven 2π, je mnohoúhelńık kladně oriento-
vaný, pokud −2π, je záporně orientovaný. Ostatńı př́ıpady nemohou pro mnohoúhelńık nas-
tat a lze takto i detekovat některé př́ıpady, kdy se nejedná o mnohoúhelńık (zdaleka ne však
všechny). V př́ıpadě, kdy je mnohoúhelńık konvexńı, budou mı́t všechny úhly stejné znaménko
a to lze spoč́ıtat pomoćı orientovaného objemu (u čtyřúhelńıku stač́ı spoč́ıtat znaménka i v
nekonvexńım př́ıpadě). Jiným řešeńım je seč́ıst orientované objemy

1
2 Vol(A1A2, A1A3) + · · ·+ 1

2 Vol(A1An−1, A1An).

Pokud je výsledek kladný, je mnohoúhelńık kladně orientovaný a naopak.

Př́ıklad 6.1. Ukažme nyńı, že výše uvedený součet vyjadřuje obsah mnohoúhelńıku A1 · · ·An.
V prvńım kroku dokážeme o něco obecněji, že součet

Vol(XA1, XA2) + · · ·+ Vol(XAn−1, XAn) + Vol(XAn, XA1)

nezáviśı na volbě bodu X. To je t́ım, že

Vol(Y Ai, Y Ai+1) = Vol(Y X +XAi, Y X +XAi+1)

= Vol(XAi, XAi+1) + Vol(Y X,XAi+1) + Vol(XAi, Y X),

kde členy Vol(Y X,XAi+1) se při sečteńı vyruš́ı se členy Vol(XAi, Y X) = −Vol(Y X,XAi).
V daľśım kroku ukážeme, že existuje vnitřńı diagonála AiAj , která prot́ıná mnohoúhelńık

pouze v koncových bodech. Pak lze induktivně předpokládat, že vzorec pro obsah funguje pro
oba mnohoúhelńıky vzniklé rozděleńım podél AiAj a jejich sečteńım dokázat, že tento vzorec
funguje také pro náš mnohoúhelńık. Necht’ Ai je bod s nejmenš́ı x-ovou souřadnićı. Pokud
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lež́ı uvnitř trojúhelńıku Ai−1AiAi+1 nějaký daľśı vrchol mnohoúhelńıku, zvoĺıme za Aj ten s
nejmenš́ı x-ovou souřadnićı. Pokud ne, zvoĺıme za děĺıćı diagonálu Ai−1Ai+1.

Poznámka. Orientovaná Eukleidovská rovina2 je kanonicky (jednorozměrným) komplexńım
vektorovým prostorem: izomorfismus C → V je zadán t́ım, že pośılá 1 7→ e1 a i 7→ e2,
kde (e1, e2) je libovolná kladně orientovaná ortonormálńı báze. Jiná volba se lǐśı o matici z
SO(2) = U(1) a proto je komplexńı struktura jednoznačná. T́ım lze také definovat orientovaný
úhel mezi nenulovými vektory u, v jako ^(u, v) = arg(v/u) — je totiž v = z · u pro jediné
komplexńı č́ıslo z, jehož argument je přesně onen orientovaný úhel.

Neorientovaná rovina má dvě komplexńı struktury, které se navzájem lǐśı o komplexńı
konjugaci. Ve výsledku je tak úhel jednoznačný až na znaménko.

Přejděme nyńı ke standardńımu orientovanému Eukleidovskému tř́ırozměrnému prostoru
E3. Krom skalárńıho součinu lze na E3 definovat vektorový součin pomoćı objemové formy.
Po dosazeńı dvou vektor̊u u, v ∈ E3 se z objemové formy stane lineárńı forma

Vol(u, v,−) : E3 → R.

Každá lineárńı forma je rovna skalárńımu součinu s jednoznačně určeným vektorem, který v
tomto př́ıpadě znač́ıme u× v. Je tedy definován vztahem

Vol(u, v, w) = 〈u× v, w〉.

V kladné ortonormálńı bázi lze vektorový součin spoč́ıtat jako

〈u× v, w〉 =

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
u1 v1 〈e1, w〉
u2 v2 〈e2, w〉
u3 v3 〈e3, w〉

∣∣∣∣∣∣ =

〈∣∣∣∣∣∣
u1 v1 e1

u2 v2 e2

u3 v3 e3

∣∣∣∣∣∣ , w
〉
,

kde determinant napravo sice nedává formálně smysl, pokud jej však rozvineme podle třet́ıho
sloupce, dostaneme korektńı vzorec

u× v =

∣∣∣∣u2 v2

u3 v3

∣∣∣∣ e1 +

∣∣∣∣u3 v3

u1 v1

∣∣∣∣ e2 +

∣∣∣∣u1 v1

u2 v2

∣∣∣∣ e3.

Jeho korektnost plyne ze vztahu (u × v)i = 〈u × v, ei〉 = Vol(u, v, ei) pro souřadnice v
ortonormálńı bázi.

Zabývejme se nyńı abstraktńımi vlastnostmi vektorového součinu. Z antisymetrie plat́ı

〈u× v, u〉 = Vol(u, v, u) = 0,

a proto je u × v kolmý na u a analogicky také na v. T́ım je určen jeho směr, nyńı urč́ıme
orientaci a na závěr jeho velikost. Orientace je dána t́ım, že

Vol(u, v, u× v) = 〈u× v, u× v〉 ≥ 0

a je tedy (u, v, u × v) kladně orientovaná (za předpokladu, že se jedná o bázi; v opačném
př́ıpadě však u× v = 0 a jeho orientaci neńı potřeba určovat).

2Ve skutečnosti stač́ı mı́t skalárńı součin zadán až na násobek — takové struktuře se ř́ıká konformńı; lze v
ńı měřit úhly a porovnávat velikosti. Typickým př́ıkladem konformńıho zobrazeńı, které neńı ortogonálńı, je
stejnolehlost.
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Zbývá spoč́ıtat velikost u× v. Pomoćı Gramova determinantu

|u× v|2 = 〈u× v, u× v〉 = Vol(u, v, u× v) =

∣∣∣∣∣∣
〈u, u〉 〈u, v〉 0
〈v, u〉 〈v, v〉 0

0 0 〈u× v, u× v〉

∣∣∣∣∣∣
1/2

=
(
|u|2|v|2 − 〈u, v〉2

)1/2 · |u× v|
Pomoćı úhlu α mezi vektory u, v dostáváme finálńı vztah

|u× v| = |u||v| sinα.
Tentokrát neńı možné přǐradit úhlu α orientaci jako v rovinném př́ıpadě.

Věta 6.2. Vektorový součin má následuj́ıćı vlastnosti (které ho jednoznačně určuj́ı)

• Vektorový součin −×− je antisymetrické bilineárńı zobrazeńı.
• Vektor u× v je kolmý na u a v.
• Vektor u× v je nenulový, právě když jsou u, v lineárně nezávislé a pak
• báze (u, v, u× v) je kladně orientovaná.
• Plat́ı |u× v| = |u||v| sin^(u, v).

7. Vztah kvaternion̊u a orientovaného objemu

Obecně můžeme ř́ıct, že objemová forma je kompatibilńı se skalárńım součinem, jestliže
|Vol(u1, . . . , un)| = |u1| · · · |un| kdykoliv u1, . . . , un tvoř́ı ortonormálńı systém vektor̊u. Nad R
je pak objemová forma Vol určena jednoznačně až na znaménko (orientaci), nad C jednoznačně
až na násobek komplexńı jednotkou. Jednoduchou modifikaćı ortonormálńı báze lze naj́ıt
takovou ortonormálńı bázi, jej́ıž objem je roven 1. Standardńı báze Rn a Cn jsou př́ıklady
takových báźı.

Zabývejme se prvně krátce situaćı v reálné Eukleidovské rovině E2. Objemová forma je

Vol : E2 × E2 → R,
kterou můžeme d́ıky skalárńımu součinu přepsat jako

Vol(u, v) = 〈Iu, v〉.
Protože je objemová forma kompatibilńı se skalárńım součinem, máme

Vol(e1, e1) = 0, Vol(e1, e2) = 1, Vol(e2, e1) = −1, Vol(e2, e2) = 0

a tedy Ie1 = e2, Ie2 = −e1. Dı́ky tomu I2 = − id a zobrazeńı I zadává na V strukturu
komplexńıho vektorového prostoru: v(a + bi) = va + I(vb) (samozřejmě, I je rotace o 90◦ v
kladném směru).

Nyńı se zabývejme stejnou situaćı v “komplexńı Eukleidovské rovině” E2. Objemová forma
je Vol : E2 × E2 → C, kterou můžeme d́ıky skalárńımu součinu přepsat jako

Vol(u, v) = 〈Ju, v〉.
Tentokrát je J : E2 → E2 “konjugovaně lineárńı”,

〈J(uα), v〉 = Vol(uα, v) = αVol(u, v) = α〈Ju, v〉 = 〈(Ju)α, v〉,
tj. J(uα) = (Ju)α. Z kompatibility se skalárńım součinem Je1 = e2, Je2 = −e1 a proto
J2 = − id (druhá iterace už je lineárńı) a zobrazeńı J zadává na E2 strukturu kvater-
nionického vektorového prostoru: definujme kvaternionickou algebru H jako podalgebru gen-
erovanou I, J ∈ HomR(V, V ), kde I = iE je násobeńı imaginárńı jednotkou i. Ukážeme, že
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jako vektorový prostor je generovaná E, I, J , K = IJ : už v́ıme, že plat́ı I2 = J2 = −E,
IJ = −JI = K, poč́ıtejme nyńı K2 = −JIIJ = J2 = −E a obdobně JK = −KJ = I,
KI = −IK = J . Plat́ı

Ee1 = e1, Ie1 = e1i, Je1 = e2, Ke1 = e2i

a tedy zobrazeńı H→ E2, Q 7→ Qe1 je izomorfismus. Obrazy E, I, J , K znač́ıme postupně 1,
i, j, k a v daľśım budeme o H uvažovat jako o prostoru R4 = [1, i, j, k] společně s násobeńım
daným výše uvedenými vztahy.

1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

8. Dodatek ke geometrii v prostoru

V této části dáme do souvislosti geometrii v prostoru s kvaterniony. Připomeňme, že kvater-
niony vzniknou z komplexńıch č́ısel přidáńım jednotky j, která antikomutuje s komplexńı
jednotkou i, tj. plat́ı ij = −ji, a splňuje i2 = j2 = −1. Označme k = ij. Potom máme
následuj́ıćı

q = (a+ xi) + (y + zi)j = a+ (xi+ yj + zk).

Č́ıslo a nazveme reálnou část́ı kvaternionu q a v = xi + yj + zk jeho vektorovou část́ı; lze
totiž tuto část ztotožnit s vektorem (x, y, z) ∈ R3. Chápeme proto komplexńı jednotky i, j, k
jako vektory standardńı báze. Pro jejich součin plat́ı jednoduché vztahy, d́ıky nimž se snadno
ověř́ı, že

v · w = −〈v, w〉+ v × w.
Jelikož je skalárńı součin komutativńı a vektorový součin antikomutativńı, dostáváme snadno
vztahy

〈v, w〉 = −1
2(vw + wv) = −Re(uv), v × w = 1

2(vw − wv) = Im(uv).

Orientovaný objem Vol(u, v, w) snadno źıskáme jako reálnou část

Vol(u, v, w) = −1
4(uvw − vuw + wuv − wvu) = −Re(uvw).

Zabývejme se nyńı inverźı kvaternionu q = a+v. K tomu nám poslouž́ı konjugovaný kvaternion
q∗ = a− v. Plat́ı

q∗q = (a− v)(a+ v) = aa− vv = aa+ 〈v, v〉 = |a|2 + |v|2 = |q|2

a tedy q−1 = |q|−2q∗. Zejména, pokud je q jednotkový kvaternion, tj. |q| = 1, dostáváme q−1 =
q∗. Kvaterniony maj́ı také goniometrický tvar; my si vystač́ıme s jednotkovými kvaterniony,
pro něž plat́ı

q = cosϕ+ v sinϕ,

kde ϕ ∈ [0, π] a v ∈ R3 je jednoznačně určený jednotkový vektor s vyj́ımkou q = ±1, kdy neńı
určený v̊ubec. Občas je také výhodné zapisovat

eϕv = cosϕ+ v sinϕ.
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Tento vztah dává smysl zejména, když výraz vlevo rozvineme do Taylorovy řady a využijeme
vztahu v2 = −|v|2 = −1. Pro inverzńı kvaternion plat́ı (eϕv)−1 = e−ϕv. Obecně pak plat́ı
vztah

log(evew) = v + w + v × w + · · ·
a známé pravidlo pro násobeńı mocnin v kvaternionech neplat́ı — d̊uvodem je, že nejsou
komutativńı. Obecně plat́ı vw = wv, právě když v ‖ w a vw = −wv, právě když je v ⊥ w.
Lze proto spoč́ıtat pro v ‖ w

eϕvwe−ϕv = eϕve−ϕvw = w,

což znamená, že vektor w se touto konjugaćı zachovává. Naopak pro v ⊥ w plat́ı

we−ϕv = w(cosϕ− v sinϕ) = (cosϕ+ v sinϕ)w = eϕvw

a proto

eϕvwe−ϕv = eϕveϕvw = e2ϕvw = (cos 2ϕ)w + (sin 2ϕ)v × w.
Vektor v × w je kolmý jak na v, tak na w a má stejnou velikost jako w. Lež́ı tedy eϕvwe−ϕv

na kružnici procházej́ıćı w a v × w a nacháźı se od w vzdálen o úhel 2ϕ. Ve výsledku tak
konjugace eϕv geometricky odpov́ıdá rotaci o úhel 2ϕ okolo osy dané vektorem v. Z těchto
úvah plyne poměrně praktický popis toho, jak spoč́ıtat složeńı dvou rotaćı.

Necht’ např́ıklad R je rotace okolo osy x o úhel 60◦ a S je rotace okolo osy z o úhel 90◦.
Potom R odpov́ıdá konjugaci kvaternionem eπ/6·i a S konjugaci eπ/4·k. Jejich složeńı je potom
dané kvaternionem

SR ∼ eπ/4·keπ/6·i = (
√

2/2 +
√

2/2 · k)(
√

3/2 + 1/2 · i)

=
√

6/4 +
√

2/4 · i+
√

2/4 · j +
√

6/4 · k.

Ve výsledku se tak jedná o rotaci okolo osy dané vektorem (1, 1,
√

3) o úhel 2 arccos(
√

6/4).
Poznamenejme, že tento př́ıklad lze poč́ıtat také pomoćı matic. Složeńı dvou zadaných

rotaćı má matici 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 ·
1 0 0

0 1
2 −

√
3

2

0
√

3
2

1
2

 =

0 −1
2

√
3

2
1 0 0

0
√

3
2

1
2

 .

Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 1 je (1, 1,
√

3), jak se snadno spoč́ıtá, a stopa této
matice je

1
2 = 1 + (cosϕ+ i sinϕ) + (cosϕ− i sinϕ) = 1 + 2 cosϕ,

z čehož vycháźı ϕ = arccos(−1
4). Těžš́ı je zjistit, jestli se jedná o rotaci v kladném či záporném

směru.
Podobně se daj́ı reprezentovat reflexe. Zobrazeńı w 7→ vwv je na vektorech v ‖ w rovno

vwv = vvw = −w
a na vektorech v ⊥ w rovno

vwv = −vvw = w.

Jedná se tedy o reflexi vzhledem k rovině kolmé na vektor v (opět předpokládáme, že |v| = 1).
Zabývejme se nyńı t́ım, co se stane při složeńı dvou reflex́ı, prvně podle roviny kolmé na v a
poté podle roviny kolmé na v′. Dostaneme

w 7→ v′vwvv′ = (−v′v)w(−vv′) = (〈v′, v〉 − v′ × v)w(〈v, v′〉 − v × v′),
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tj. rotaci okolo vektoru v × v′ = −v′ × v o úhel 2 arccos〈v′, v〉.

9. Smith̊uv normálńı tvar celoč́ıselných matic

Celoč́ıselná matice tvaru n ×m je kolekce celých č́ısel A = (aij) indexovaná dvojicemi i =
1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Ṕı̌seme A ∈ Matn×m Z. Celoč́ıselné matice odpov́ıdaj́ı homomorfismům
grup:

Lemma 9.1. Homomorfismy grup Zm → Zn odpov́ıdaj́ı přesně celoč́ıselným matićım typu
m× n. Matice A ∈ Matn×m Z odpov́ıdá homomorfismu x 7→ Ax.

D̊ukaz. Každý homomorfismus grup ϕ : Zm → Zn je jednoznačně určen obrazy ϕ(e1), . . . , ϕ(em),
které ale můžou být libovolné:

ϕ(a1, . . . , am) = ϕ(a1e1 + · · ·+ amem) = a1ϕ(e1) + · · ·+ amϕ(em).

Tyto obrazy jsou přesně sloupce matice A. �

Naš́ım ćılem bude nyńı každý takový homomorfismus reprezentovat “ve vhodných báźıch”
co nejjednodušš́ı matićı. Pro jednoduchost zde budeme změnu báze definovat jako izomor-
fismus. Bude nás tedy zaj́ımat nalezeńı invertibilńıch matic P a Q takových, že P−1AQ je
co nejjednodušš́ı. Stejně jako v př́ıpadě vektorových prostor̊u dostaneme invertibilńı matice
pomoćı elementárńıch řádkových/sloupcových operaćı, jen muśıme dávat pozor na násobeńı
řádk̊u a sloupc̊u. Jediné operace tohoto typu, které jsou invertibilńı, jsou totiž násobeńı ±1.

V daľśım proto budeme za řádkové operace považovat pouze: přičteńı násobku jednoho
řádku k druhému, prohozeńı dvou řádk̊u a vynásobeńı řádku č́ıslem −1. To samé samozřejmě
plat́ı pro sloupcové operace.

Obecně máme následuj́ıćı charakterizaci:

Lemma 9.2. Celoč́ıselná matice A je invertibilńı, právě když je čtvercová a jej́ı determinant
je roven ±1.

D̊ukaz. Prvně si uvědomme, že libovolná celoč́ıselná inverze je zároveň inverźı nad Q a proto
muśı být matice A čtvercová (s nenulovým determinantem). Zároveň

1 = detE = det(AA−1) = detA · detA−1

a, jelikož A−1 je celoč́ıselná, muśı být také celoč́ıselný jej́ı determinant, detA−1 ∈ Z. Proto
detA = ±1.

Necht’ naopak A je čtvercová, jej́ıž determinant je ±1. Potom inverzńı matici můžeme
spoč́ıtat pomoćı matice algebraických doplňk̊u:

A−1 = 1
detA ·Aadj

a je celoč́ıselná. �

Poznámka. Podobný d̊ukaz funguje nad libovolným komutativńım okruhem R (to by mělo
být zřejmé alespoň pro obor integrity, kde Q je nahrazeno pod́ılovým tělesem): matice A ∈
Matn×mR je invertibilńı, právě když m = n a detA ∈ R× je invertibilńı. Komutativita okruhu
R je d̊uležitá – bez ńı by jednak nebylo možné definovat determinant a nav́ıc existuj́ı okruhy
s invertibilńımi obdelńıkovými maticemi!
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Věta 9.3 (o Smithově normálńım tvaru). Pro libovolnou celoč́ıselnou matici A existuj́ı in-
vertibilńı celoč́ıselné matice P a Q takové, že

A = P



q1 0 · · · · · · · · · 0

0 q2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . qr

. . .
...

...
. . . 0

. . .

0 · · · · · · · · · . . .
. . .


Q−1,

kde q1|q2| · · · |qr se postupně děĺı. Čı́sla qi se nazývaj́ı invariantńı faktory, pravá strana se
nazývá Smith̊uv normálńı tvar celoč́ıselné matice A. Každý jiný takový se lǐśı pouze znaménky
qi. Konkrétněji

(1) q1 · · · qi = gcd{detS | S je submatice A tvaru i× i}

Poznámka. Je tedy vhodné vyžadovat qi > 0 a tyto jsou potom určené zcela jednoznačně. V
daľśım budeme vždy tuto volbu preferovat.

D̊ukaz. Hlavńım krokem je pomoćı řádkových a sloupcových operaćı vyrobit v levém horńım
rohu největš́ı společný dělitel všech prvk̊u matice, dále pomoćı něj vyeliminovat všechny prvky
pod ńım a vpravo od něj a následně použ́ıt indukci.

Základńım krokem je vytvořeńı největš́ıho společného dělitele prvk̊u lež́ıćıch v témž řádku
nebo sloupci. K tomu budeme využ́ıvat Eukleid̊uv algoritmus, který spoč́ıtá největš́ıho spo-
lečného dělitele následuj́ıćım zp̊usobem: jsou-li a, b taková, že |a| > |b|, vyděĺıme č́ıslo a č́ıslem
b se zbytkem, a = qb+ r. Potom

gcd(a, b) = gcd(r, b).

Po konečném (ve skutečnosti velmi malém) počtu krok̊u vyjde r = 0; potom př́ıslušné b v
tomto kroku je hledaný největš́ı společný dělitel.

Vrat’me se nyńı k naš́ı matici A. Prvně přesuňme na pozici (1, 1) pomoci operaćı libovolný
nenulový prvek matice A (rozmyslete si zvlášt’ př́ıpad A = 0). V daľśıch kroćıch se bude vždy
prvek na této pozici zmenšovat, d́ıky čemuž bude náš algoritmus konečný.

Pomoćı Eukleidova algoritmu a jeho implementaćı pomoćı řádkových a sloupcových operaćı
můžeme dosáhnout toho, že prvek v levém horńım rohu děĺı všechny prvky pod ńım a také
vpravo od něj,

B =


b11 0 · · · 0
0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗

 .

Pokud by nyńı prvek b11 nedělil nějaký prvek matice B, můžeme jej pomoćı přičteńı řádku
dostat do prvńıho řádku a pomoćı předchoźıho opět na pozici (1, 1) vyrobit prvek (nutně
menš́ı!), který jej již dělit bude. Po konečném počtu kroku tak b11 děĺı všechny prvky matice
B. Na submatici vzniklou vynecháńım prvńıho řádku a sloupce můžeme použ́ıt indukčńı
předpoklad a převést jej na Smith̊uv normálńı tvar. Protože b11 dělil všechny prvky této
submatice, děĺı i levý horńı roh jej́ıho Smithova normálńıho tvaru (z konkrétńıho popisu ze
zněńı věty) a t́ım pádem i všechny ostatńı prvky.



21

Zbývá dokázat jednoznačnost. Podle předchoźıho jsou nutně matice P a Q součinem ele-
mentárńıch matic. Zároveň je téměř jasné (přesně to dokážeme v následuj́ıćım odstavci), že
pravá strana (1) pro Smith̊uv normálńı tvar je právě součin q1 · · · qi. Stač́ı tak ukázat, že
pravá strana je invariantńı v̊uč́ı řádkovým operaćım (invariance v̊uč́ı sloupcovým operaćım
pak plyne ze symetrie).

Vrat’me se prvně krátce k největš́ımu společnému děliteli subdeterminant̊u matice B v
Smithově normálńım tvaru. Zřejmě, pokud submatice obsahuje k-tý řádek, nikoliv však k-tý
sloupec matice B, pak jej́ı determinant je nulový (jelikož obsahuje nulový řádek). Proto stač́ı
uvažovat submatice složené z nějakých řádk̊u a týchž sloupc̊u. Ty jsou diagonálńı a jejich
determinant je roven součinu prvk̊u na diagonále – libovolných i prvk̊u diagonály B. Tedy
největš́ı společný dělitel z (1) je

gcd{qk1 · · · qki | 1 ≤ k1 < · · · < ki ≤ r} = q1 · · · qi
Zbývá dokázat invarianci největš́ıho společného dělitele subdeterminant̊u vzhledem k řád-

kovým operaćım. Invariance vzhledem k prohozeńı řádk̊u a vzhledem k přenásobeńı řádku
č́ıslem −1 je zřejmá – prvky množiny subdeterminant̊u maximálně změńı znaménka, což
nemá na největš́ı společný dělitel žádný vliv. Invariance vzhledem k přič́ıtáńı násobku řádku
k jinému je o něco složitěǰśı. Množina subdeterminant̊u se změńı následuj́ıćım zp̊usobem.
Každý nový subdeterminant je celoč́ıselnou kombinaćı subdeterminant̊u předchoźı matice.
Zejména je tedy dělitelný největš́ım společným dělitelem subdeterminant̊u před operaćı. Ve
výsledku je nový největš́ı společný dělitel násobkem předchoźıho. Protože však byla operace
invertibilńı, lze provést i v opačném směru a dostáváme taktéž opačnou dělitelnost. Proto se
tito největš́ı společńı dělitelé nezměńı. �

Smith̊uv normálńı tvar je vhodný k algoritmickým výpočt̊um s komutativńımi grupami.
Plat́ı totiž následuj́ıćı vztahy

imA = 〈q1 · Pe1, . . . , qr · Per〉
kerA = 〈Qer+1, . . . , Qem〉,

tedy obraz i jádro homomorfismu A lze jednoduchým zp̊usobem vyjádřit ze sloupc̊u matic P
a Q a z invariantńıch faktor̊u qi.

10. Prezentace konečně generovaných komutativńıch grup

Necht’ M je komutativńı grupa. V následuj́ıćım budeme komutativńı grupy uvažovat vždy
aditivně, tj. grupovou operaci budeme značit +, jednotku 0 a inverzi prvku x znač́ıme −x.

Necht’ a ∈ Z a x ∈M . Definujme a · x jako 0, pokud a = 0, jako

x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
a×

pokud a > 0 a jako (−a) · (−x), pokud a < 0. Toto označeńı by čtenáři mělo být známe
z multiplikativńıho zápisu xa, kde znač́ı přesně to stejné. Výhodou tohoto zápisu je, že v
každé (komutativńı) grupě umı́me automaticky násobit celými č́ısly, můžeme se tedy bavit o
celoč́ıselných kombinaćıch a použ́ıvat okamžitě některé daľśı pojmy z vektorových prostor̊u.

Necht’ x1, . . . , xn ∈ M jsou libovolné prvky komutativńı grupy M . Uvažujme následuj́ıćı
homomorfismus grup

ϕ : Zn →M, (a1, . . . , an) 7→ a1x1 + · · · anxn,



22

který neńı od věci zapisovat jako “řádkový vektor” (x1, . . . , xn) (ve vektorových prostorech
jsou vektory brány jako sloupcové a proto se jejich n-tice – zejména báze – organizuj́ı do
řádk̊u. To má tu výhodu, že je můžeme jednoduše zprava násobit sloupcem koeficient̊u a
dostat tak jejich lineárńı kombinace. Př́ıpadně je můžeme zprava násobit maticemi a dostat
nové soubory vektor̊u, hlavně pak nové báze. Přesně to samé máme na mysli zde).

Lemma 10.1. Zobrazeńı ϕ je skutečně homomorfismus grup. Nav́ıc plat́ı

(1) ϕ je surjektivńı, právě když prvky x1, . . . , xn generuj́ı M .
(2) ϕ je injektivńı, právě když jsou “lineárně nezávislé nad Z”.

�

Omezme se nyńı na situaci, kdy prvky x1, . . . , xn generuj́ı M . Potom je ϕ podle předchoźıho
surjektivńı a z algebry známe následuj́ıćı fakt.

M ∼= Zn/ kerϕ

K pochopeńı konečně generovaných komutativńıch grup bude tedy dobré zkoumat grupu Zn
a jej́ı podgrupy.

Věta 10.2. Každá podgrupa Zn je opět konečně generovaná a ve skutečnosti izomorfńı Zm
pro nějaké m ≤ n.

D̊ukaz. Budeme postupovat induktivně. Pro n = 1 máme M ⊆ Z a v́ıme, že vždy M = a · Z.
Máme tedy dvě možnosti. Pokud a = 0, je M ∼= Z0, v opačném př́ıpadě M ∼= Z1.

Necht’ nyńı M ⊆ Zn+1 a uvažme projekci

p : Zn+1 → Z, (a1, . . . , an+1) 7→ an+1

Opět p(M) ⊆ Z je podgrupa a tedy p(M) = Z · a. Necht’ c ∈M je nějaké takové, že a = p(c).
Dále uvažme podgrupu ker p ⊆ Zn+1, která je zřejmě izomorfńı Zn a můžeme tedy na ńı
aplikovat indukčńı předpoklad. Necht’ tedy

M ∩ ker p = 〈b1, . . . , bm〉

Tvrd́ıme nyńı, že M = 〈b1, . . . , bm, c〉. Uvažme proto libovolné x ∈ M . Podle konstrukce
máme p(x) = ka a

x = kc+ (x− kc),
kde x− kc ∈M ∩ ker p a tedy

x = kc+ l1b1 + · · ·+ lmbm.

Podrobněǰśım prozkoumáńım d̊ukazu lze též dokázat induktivně, že prvky b1, . . . , bm, c jsou
lineárně nezávislé nad Z, pokud jsou lineárně nezávislé b1, . . . , bm a a 6= 0. �

Poznámka. Podobné tvrzeńı pro nekomutativńı grupy neplat́ı. Existuje grupa, která je gen-
erována dvěma prvky (jedná se o volnou grupu na dvou generátorech), která obsahuje jako
podgrupu grupu, která je generovaná třemi, čtyřmi, . . . prvky a dokonce i podgrupu, která
neńı konečně generovaná.

Přejděme nyńı k hlavńımu konceptu této části – prezentaćım. Necht’ M je komutativńı
grupa generovaná prvky x1, . . . , xn a uvažme surjektivńı homomorfismus

ϕ : Zn �M
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jako předt́ım. Podle předchoźı věty je kerϕ opět konečně generovaná komutativńı grupa a
můžeme tedy naj́ıt daľśı surjektivńı homomorfismus

ψ : Zm � kerϕ.

Zavedeme-li pro složeńı Zm → kerϕ ↪→ Zn označeńı A, budeme vzniklou situaci zapisovat

Zm A−−→ Zn ϕ−−→M.

V každé takové posloupnosti budeme vyžadovat, aby ϕ byl surjektivńı homomorfismus grup
a kerϕ = imA. Potom dostáváme izomorfismus

M ∼= Zn/ kerϕ = Zn/ imA.

Všimněme si, že pravá strana Zn/ imA záviśı pouze na homomorfismu (matici) A. Ř́ıkáme
proto, že A prezentuje komutativńı grupu M .

Poznámka. Prezentace grupy M lze definovat konkrétněji pomoćı generátor̊u M a relaćı mezi
nimi. Generátory e1, . . . , en grupy Zn odpov́ıdaj́ı (zvoleným) generátor̊um x1, . . . , xn grupy M
a generátory grupy Zm budou odpov́ıdat relaćım mezi x1, . . . , xn. Obrazy generátor̊u ej ∈ Zm
jsou nějaké celoč́ıselné kombinace

a1je1 + · · ·+ anjen.

Z podmı́nky kerϕ = imA plyne, že analogické kombinace

a1jx1 + · · ·+ anjxn

jsou nulové. To jsou přesně ony zmiňované relace mezi generátory M a M je v jistém smyslu
“nejobecněǰśı” komutativńı grupa s generátory x1, . . . , xn splňuj́ıćımi tento systém relaćı.
Přesněji, je-li N jiná komutativńı grupa s prvky y1, . . . , yn splňuj́ıćımi tytéž relace

a1jy1 + · · ·+ anjyn = 0,

existuje jediný homomorfismus grup M → N pośılaj́ıci xi na yi. Tento fakt nebudeme dokazo-
vat, poznamenejme ale, že plyne (celkem snadno) z univerzálńı vlastnosti kvocientu Zn/ imA.

Konečně generované komutativńı grupy jsou ve výsledku prezentovány celoč́ıselnými mat-
icemi. Nyńı ukážeme, že ze znalosti Smithova normálńıho tvaru lze prezentovanou grupu
zcela zrekonstruovat, samozřejmě až na izomorfismus. Obecněji se zabývejme př́ıpadem ekvi-
valentńıch matic a jimi prezentovaných komutativńıch grup

Zm A //

Q∼=
��

Zn //

P∼=
��

M

��

Zm
A′
// Zn // M ′

Tvrd́ıme, že naznačený homomorfismus M →M ′ existuje a je to nav́ıc izomorfismus. Prezen-
tované grupy můžeme ztotožnit s kvocienty podle obraz̊u a hledáme tedy homomorfismus

Zn/ imA→ Zn/ imA′.

Ten lze jednoduše definovat předpisem

x+ imA 7→ Px+ imA′.

Jelikož se každý jiný reprezentant tř́ıdy x+ imA lǐśı od x o prvek tvaru Ay, př́ıslušná pravá
strana se změńı o tř́ıdu prvku PAy = A′Qy ∈ imA′ a z̊ustane proto stejná; zobrazeńı je
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dobře definované. Inverzńı zobrazeńı je určené týmž předpisem s P nahrazeným P−1. Tento
výsledek lze vyjádřit heslem: izomorfńı prezentace určuj́ı izomorfńı grupy.

Zabývejme se nyńı t́ım, jakou grupu prezentuje matice ve Smithově normálńım tvaru.

Lemma 10.3. Je-li A ve Smithově normálńım tvaru s nenulovými prvky q1| · · · |qr na di-
agonále, pak

Zn/ imA
∼=−−→ Z/q1 × · · ·Z/qr × Zn−r

D̊ukaz. Potřebné zobrazeńı se definuje snadno

(x1, . . . , xn) + imA 7→ ([x1], . . . , [xr], xr+1, . . . , xn)

a je jednoduché ověřit, že se jedná o dobře definovaný homomorfismus grup. Stejně snadno
se definuje i inverzńı zobrazeńı. �

V kombinaci s předchoźımi úvahami dostáváme prvńı část následuj́ıćı věty.

Věta 10.4. Každá konečně generovaná komutativńı grupa je izomorfńı součinu cyklických
grup

(2) Z/q1 × · · · × Z/qr × Zk,

kde 1 6= q1| · · · |qr. Dvě takové grupy jsou izomorfńı, právě když se rovnaj́ı odpov́ıdaj́ıćı řády
q1, . . . , qr konečných cyklických faktor̊u a exponenty k beztorzńıch část́ı.

D̊ukaz. Existenčńı část plyne z toho, že každá konečně generovaná komutativńı grupa má
prezentaci a ta je ekvivalentńı prezentaci ve Smithově normálńım tvaru. Činitele tvaru Z/1 = 0
můžeme vynechat.

Jednoznačnost se dokáže následovně. Jsou-li dvě grupy tvaru (2) izomorfńı, muśı být
izomorfńı i jejich torzńı části Z/q1 × · · · × Z/qr. Přitom qr je řád největš́ı konečné cyklické
podgrupy a muśı být tedy stejný pro obě grupy. Součin zbylých konečných cyklických grup je
kvocient torzńı části podle jej́ı největš́ı cyklické podgrupy a muśı být tedy opět izomorfńı pro
obě grupy. Podle indukčńıho předpokladu se muśı tedy rovnat všechna odpov́ıdaj́ıćı q1, . . . , qr.
Kvocient podle torzńı části je roven Zk a opět muśı být tato grupa izomorfńı odpov́ıdaj́ıćı
grupě Zk′ . Tento izomorfismus je zprostředkován invertibilńı matićı. Jelikož každá taková muśı
být nutně čtvercová, dostáváme k = k′. �

Je-li M konečná, lze dát invariantńımu faktoru qn následuj́ıćı význam. Jedná se o nejmenš́ı
č́ıslo t vzhledem k dělitelnosti (což je téměř to samé co vzhledem k velikosti), pro které
t ·M = 0, tedy nejmenš́ı č́ıslo dělitelné řádem každého prvku. Poněkud abstraktněji definujme
Ann(M) = {t ∈ Z | t ·M = 0}, anihilátor komutativńı grupy M . Jedná se vždy o podgrupu
a plat́ı Ann(M) = Z · qn.

Podobnou iterpretaci lze dát s trochou práce i zbývaj́ıćım invariantńım faktor̊um, konkrétně

Ann(Λn−i+1M) = Z · qi,
k tomu je však potřeba definovat vněǰśı mocniny komutativńıch grup, což značně přesahuje
obsah kurzu.

Vzhledem k jednoznačnosti z předchoźı věty můžeme zformulovat jednoznačnost prezen-
tace konečně generované komutativńı grupy. Pro každé dvě prezentace muśı jejich Smithovy
normálńı tvary být shodné až na jedničky na diagonále (ty zhruba řečeno odpov́ıdaj́ı přidáńı
nového generátoru x společně s relaćı x = 0) a nadbytečné nulové sloupce (ty zase odpov́ıdaj́ı
relaćım, které lze odvodit z ostatńıch relaćı).
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Maj́ı-li matice A, B stejné rozměry, pak prezentuj́ı stejnou grupu, právě když jsou ekviva-
lentńı (ve smyslu, že je lze na sebe převést řádkovými a sloupcovými úpravami).

11. Smith̊uv normálńı tvar polynomiálńıch matic

Polynomiálńı matice tvaru n × m je kolekce polynomů A = (aij) indexovaná dvojicemi

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m. Tedy aij je polynom, přesněji polynom s koeficienty v tělese k a v

proměnné λ. Ṕı̌seme A ∈ Matn×m k[λ].

Lemma 11.1. Polynomiálńı matice A je invertibilńı, právě když je čtvercová a jej́ı determi-
nant je nenulový konstantńı.

D̊ukaz. Důkaz se provede stejně jako pro celoč́ıselné matice. �

Věta 11.2 (o Smithově normálńım tvaru). Pro libovolnou polynomiálńı matici A existuj́ı
invertibilńı polynomiálńı matice P a Q takové, že

A = P



q1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 q2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . qr

. . .
...

...
. . . 0

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · · · · · · · · · · 0 0


Q−1,

kde q1|q2| · · · |qr se postupně děĺı. Polynomy qi se nazývaj́ı invariantńı faktory, pravá strana
se nazývá Smith̊uv normálńı tvar polynomiálni matice A. Každý jiný takový se lǐśı pouze
vynásobeńım qi nenulovou konstantou. Konkrétněji

(3) q1 · · · qi = gcd{detS | S je submatice A tvaru i× i}

D̊ukaz. Důkaz se provede stejně jako pro celoč́ıselné matice; jeho základem byl Eukleid̊uv
algoritmus, který funguje i nad k[λ]. �

Opět můžeme vyžadovat polynomy qi normované, dostaneme pak Smith̊uv normálńı tvar
zcela jednoznačně.

Poznámka. Je zaj́ımavé se zamyslet nad t́ım, které (komutativńı) okruhy umožňuj́ı Smith̊uv
normálńı tvar. Potřebujeme nějakou formu Eukleidova algoritmu a pro tzv. Eukleidovské
obory (obory integrity s Eukleidovým algoritmem) neńı naprosto žádný problém. Ve sku-
tečnosti lze tuto větu zobecnit na obory hlavńıch ideál̊u (obory integrity, kde každý ideál je
hlavńı), nevystač́ıme si však již s elementárńımi operacemi: k vyrobeńı největš́ıho společného
dělitele nestač́ı odč́ıtat násobky, ale jsou potřeba obecněǰśı (invertibilńı) lineárńı kombinace.
Ve výsledku se dá ukázat, že nad obory hlavńıch ideál̊u již neńı každá invertibilńı matice
součinem elementárńıch. Rozd́ıl mezi invertibilńımi maticemi a součiny elementárńıch matic
je jedńım z d̊uležitých aspekt̊u studovaných algebraickou K-teoríı okruhu R. Ta je velmi
d̊uležitá v rozličných odvětv́ıch matematiky – od geometrie, přes algebru až k teorii č́ısel.
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Stejně jako celoč́ıselné matice měly vztah ke konečně generovaným komutativńım grupám a
jejich prezentaćım, maj́ı také polynomiálńı matice vztah k nějakým matematickým objekt̊um
a jejich prezentaćım. Pokusme se jejich definici motivovat následuj́ıćım porovnáńım

č́ıselné matice A ∈ Matn×m k lineárńı zobrazeńı km → kn
celoč́ıselné matice A ∈ Matn×m Z homomorfismy grup Zm → Zn

polynomiálńı matice A ∈ Matn×m k[λ] homomorfismy ??? k[λ]m → k[λ]n

Definice 11.3. Necht’ M je komutativńı grupa. Řekneme, že M je k[λ]-modul, jestliže je
zadáno zobrazeńı

k[λ]×M →M, (p, x) 7→ p · x,
nazývané “násobeńı skaláry”, splňuj́ıćı obvyklé axiomy vektorového prostoru

p · (q · x) = (p · q) · x
1 · x = x

p · (x+ y) = p · x+ p · y
(p+ q) · x = p · x+ q · x

Př́ıklad 11.4. Důležitým k[λ]-modulem je k[λ]n, tj. množina všech n-tic polynomů společně
se sč́ıtáńım po složkách a násobeńım po složkách

p · (q1, . . . , qn) = (pq1, . . . , pqn)

Každý k[λ]-modul M je automaticky vektorovým prostorem nad k: když umı́me prvky M
násobit polynomy, umı́me je zejména násobit konstantńımi polynomy, které lze jednoduše
ztotožnit s prvky tělesa k, lze psát

k ↪→ k[λ].

Zároveň násobeńı lineárńım polynomem λ je zobrazeńı

mλ : M →M, x 7→ λ · x,

o kterém ověř́ıme, že se jedná o lineárńı zobrazeńı:

mλ(ax+ by) = λ · ax+ λ · by = (aλ) · x+ (bλ) · y = a(mλx) + b(mλy)

Věta 11.5. Předchoźı konstrukce zadává vzájemně jednoznačnou korespondenci

{k[λ]-moduly M} //

{
dvojice (V, T ), kde V je vektorový
prostor a T : V → V je operátor

}
oo

M � // (M,mλ)

V (V, T )�oo

D̊ukaz. Zbývá ukázat, jak se pro operátor T : V → V na vektorovém prostoru V definuje
násobeńı skaláry z k[λ]. Má-li se jednat o inverzi ke konstrukci (M,mλ), jsme nuceni položit

px = (p0 + p1λ+ · · ·+ pkλ
k)x = p0x+ p1Tx+ · · ·+ pkT

kx,

kde T ix znač́ı i-násobnou iteraci operátoru T , tj.

T ix = (T ◦ · · · ◦ T )x = T (· · ·T (Tx) · · · );

je totiž λix = λ(· · ·λ(λx) · · · ) = T (· · ·T (Tx) · · · ). �
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Z předchoźıho d̊ukazu si zapamatujme vztah pro násobeńı polynomem p na k[λ]-modulu
(V, T ). Budeme ho zapisovat ve tvaru

p · x = p(T )x,

kde p(T ) znač́ı, tak jako v d̊ukazu, výsledek formálńıho dosazeńı operátoru T do polynomu
p, tj. p(T ) = p0 Id +p1T + · · ·+ pkT

k.

Poznámka. Hlavńı myšlenkou předchoźıho d̊ukazu je, že okruh polynomů k[λ] je generovaný
tělesem k a jedńım prvkem λ splňuj́ıćım a · λ = λ · a, tedy prvek λ je př́ıdán “volně” pouze s
t́ım, že má komutovat se všemi prvky z p̊uvodńıho tělesa. Pro strukturu modulu to znamená,
že muśıme zadat násobeńı prvky tělesa k (strukturu vektorového prostoru) a násobeńı prvkem
λ, kde jedinou podmı́nkou je, že tyto maj́ı komutovat, tj. násobeńı prvkem λ muśı být lineárńı.
To je přesně tvrzeńı věty.

Poznámka. Výhodou uvažováńı k[λ]-modul̊u namı́sto operátor̊u je to, že základńım stavebńım
kamenem (konečně generovaných) k[λ]-modul̊u je k[λ]n (jak za chv́ıli uvid́ıme), který je jako
vektorový prostor s operátorem nekonečně rozměrný a tedy z pohledu lineárńı algebry dost
netypický. Konkrétně k[λ] jako vektorový prostor je

k⊕N0 = {(a0, a1, . . .) | ∃k ∈ N0 : ∀l ≥ k : al = 0},

množina posloupnost́ı č́ısel (odpov́ıdaj́ıćıch posloupnostem koeficient̊u polynomů), která jsou
od jistého indexu poč́ınaje všechna nulová. Operátor je pak dán

(a0, a1, . . .) 7→ (0, a0, a1, . . .)

Daľśım přirozeným pojmem je homomorfismus k[λ]-modul̊u, který je př́ımou analogíı line-
árńıho zobrazeńı.

Definice 11.6. Necht’ M , N jsou dva k[λ]-moduly. Zobrazeńı ϕ : M → N se nazývá homo-
morfismem k[λ]-modul̊u, jestliže plat́ı

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(px) = pϕ(x).

pro libovolná x, y ∈M a p ∈ k[λ].

Opět převedeme tento pojem do řeči operátor̊u. Je zřejmé zúžeńım definičńı podmı́nky na
konstantńı polynomy, že každý homomorfismus k[λ]-modul̊u je lineárńı zobrazeńı.

Tvrzeńı 11.7. Necht’ jsou dány operátory T na V a S na U . Lineárńı zobrazeńı ϕ : V → U
je homomorfismus k[λ]-modul̊u, právě když komutuje následuj́ıćı diagram.

V
ϕ
//

T
��

U

S
��

V ϕ
// U

D̊ukaz. Jelikož je ϕ lineárńı, zachovává násobeńı všemi konstantńımi polynomy. Zbývá tedy
zkontrolovat zachováváńı násobeńı polynomem λ, ale to jsou přesně operátory v diagramu. �

Vrat’me se k naš́ı p̊uvodńı motivaci s polynomiálńımi maticemi.
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Lemma 11.8. Necht’ x1, . . . , xn ∈M jsou libovolné prvky k[λ]-modulu M . Pak existuje jediný
homomorfismus k[λ]-modul̊u ϕ : k[λ]n → M splňuj́ıćı ϕ(ei) = xi, kde ei je opět n-tice poly-
nom̊u (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) s konstantńım polynomem 1 na i-tém mı́stě.

Speciálně homomorfismy k[λ]-modul̊u k[λ]m → k[λ]n jsou v bijekci s polynomiálńımi mat-
icemi A ∈ Matn×m k[λ], jej́ımž i-tým sloupcem je právě obraz ei. Př́ıslušný homomorfismus
je dán x 7→ Ax.

D̊ukaz. Vše je jasné z rovnosti

ϕ(p1, . . . , pn) = ϕ(p1e1 + · · · pnen) = p1ϕ(e1) + · · ·+ pnϕ(en)

= p1x1 + · · ·+ pnxn.

Naopak výsledný vzorec je homomorfismus k[λ]-modul̊u pro libovolné x1, . . . , xn ∈M . �

V daľśım se nám ještě budou hodit kvocienty k[λ]-modul̊u. Necht’ M je k[λ]-modul. Pod-
modul N ⊆ M je podmnožina uzavřená na nulu, sč́ıtáńı a násobeńı skaláry. Zejména je N
podgrupa vzhledem ke sč́ıtáńı. Na kvocientu grup M/N definujeme strukturu k[λ]-modulu
následovně:

p · (x+N)
def
= px+N

Je jednoduché ověřit, že se jedná o dobře definované zobrazeńı, které splňuje všechny axiomy
k[λ]-modulu.

12. Kanonická prezentace operátoru na kn

Necht’ T : kn → kn je operátor na kn a uvažujme př́ıslušný k[λ]-modul (kn, T ). Narozd́ıl od
situace pro konečně generované komutativńı grupy existuje kanonická prezentace (tj. taková,
která nezáviśı na žádných volbách a je “přirozená”). Uvažujme homomorfismus k[λ]-modul̊u

ϕ : k[λ]n → kn

jednoznačně určený t́ım, že pośılá ei 7→ ei, kde na levé straně je ei interpretováno jako n-tice
polynomů, zat́ımco na pravé straně jako n-tice č́ısel3. V obou př́ıpadech se jedná o n-tici
složenou z 1 na i-tém mı́stě a z 0 na zbylých mı́stech. Zřejmě je ϕ surjektivńı zobrazeńı,
poṕı̌seme nyńı jeho jádro a dostaneme t́ım prezentaci pro (kn, T ).

Tvrzeńı 12.1. Necht’ T je operátor na kn. Potom

k[λ]n
T−λE−−−−−→ k[λ]n

ϕ−−→ (kn, T )

je prezentace př́ıslušného k[λ]-modulu.

D̊ukaz. Zbývá ukázat, že

im(T − λE) = kerϕ.

Zaprvé plat́ı ϕ ◦ (T − λE) = 0, nebot’ pro generátory ei ∈ k[λ]n plat́ı

ϕ ◦ (T − λE)(ei) = ϕ(Tei − λei) = Tei − Tei = 0.

Proto im(T − λE) ⊆ kerϕ. K opačné implikaci pǐsme pro v ∈ k[λ]n

v = v0 + λv1 + · · ·+ λkvk,

3Alternativńı pohled na prvky k[λ]n je jako polynomy s koeficienty v kn. Zobrazeńı je pak dáno předpisem
v0 + λv1 + · · ·+ λkvk 7→ v0 + Tv1 + · · ·+ T kvk.
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kde v0, v1, . . . , vk jsou n-tice konstantńıch polynomů. Zjevně plat́ı

v ≡ v0 + Tv1 + · · ·+ T kvk (mod im(T − λE)),

což je n-tice konstantńıch polynomů, která při ztotožněńı s kn přesně odpov́ıdá ϕ(v). Pokud
tedy předpokládáme v ∈ kerϕ, dostáváme v ≡ 0 modulo im(T −λE) a tedy v ∈ im(T −λE).
Plat́ı proto i opačná inkluze kerϕ ⊆ im(T − λE). �

Poznámka. Posledńı tvrzeńı dává velice uspokojivé zd̊uvodněńı, proč v matici T − λE je
obsaženo vše podstatné týkaj́ıćı se operátoru T . To se tradičně vysvětluje přes kořenové pod-
prostory. Předchoźı tvrzeńı však plat́ı nezávisle na tom, zda těleso k je algebraicky uzavřené
a hod́ı se ke zkoumáńı operátoru i nad obecnými tělesy.

Nyńı dáme dohromady kanonickou prezentaci se Smithovým normálńım tvarem tak, jak
jsme učinili pro konečně generované komutativńı grupy. Necht’ Smith̊uv normálńı tvar T −λE
je polynomiálńı matice S(λ). Jej́ı vztah ke kanonické prezentaci je vyjádřen v následuj́ıćım
diagramu

k[λ]n
T−λE

//

Q(λ) ∼=
��

k[λ]n //

P (λ)∼=
��

(kn, T )

∼=
��

k[λ]n
S(λ)

// k[λ]n // k[λ]n/ imS(λ)

Opět se jednoduše přesvědč́ıme, že

k[λ]n/ imS(λ) ∼= k[λ]/(q1)× · · · × k[λ]/(qn),

kde q1| · · · |qn jsou polynomy vyskytuj́ıćı se na diagonále Smithova normálńıho tvaru S(λ).

Věta 12.2. Dva operátory T , T ′ jsou podobné, právě když polynomiálńı matice T − λE,
T ′ − λE maj́ı týž Smith̊uv normálńı tvar. Zejména lze problém podobnosti řešit algoritmicky.

Poznámka. Nad algebraicky uzavřeným tělesem lze problém podobnosti “řešit” s pomoćı
Jordanova kanonického tvaru. Algoritmicky je však tento př́ıstup nevhodný, protože obecně
nelze spoč́ıtat vlastńı č́ısla a t́ım pádem ani Jordan̊uv kanonický tvar. Na druhou stranu
Smith̊uv normálńı tvar je zcela algoritmický.

D̊ukaz. Jsou-li operátory T a T ′ podobné, T ′ = PTP−1, budou podobné i

T ′ − λE = P (T − λE)P−1.

T́ım sṕı̌s budou ekvivalentńı a proto budou mı́t týž Smith̊uv normálńı tvar.
Necht’ naopak T − λE, T ′ − λE maj́ı týž Smith̊uv normálńı tvar. Potom jsou ekvivalentńı

a podle předchoźıho diagramu jsou izomorfńı prezentované moduly (kn, T ) ∼= (kn, T ′). To ale
přesně znamená, že operátory jsou podobné podle Tvrzeńı 11.7. �

Poznámka. Výhodou oproti př́ıpadu komutativńıch grup je existence kanonické prezentace.
O něco obt́ıžněji lze také dokázat, že dva k[λ]-moduly prezentované libovolnými (v kontrastu
s kanonickými) polynomiálńımi maticemi týchž rozměr̊u jsou izomorfńı, právě když maj́ı tyto
matice týž Smith̊uv normálńı tvar; viz př́ıpad komutativńıch grup.

Mı́sto Jordanova kanonického tvaru je možné popsat jiný kanonický tvar, který nevyžaduje
nalezeńı kořen̊u charakteristického polynomu a lze jej spoč́ıtat algoritmicky. Jelikož je

(kn, T ) ∼= k[λ]/(q1)× · · · × k[λ]/(qn),
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stač́ı popsat k[λ]-modul k[λ]/(q) jako vektorový prostor společně s operátorem. Nalezneme
vhodnou (kanonickou) bázi a v ńı matici př́ıslušného operátoru mλ. Necht’ q = a0 + a1λ +
· · ·+ ak−1λ

k−1 + λk. Potom takovou báźı je α = ([1], [λ], · · · , [λk−1]) a jednoduše

(mλ)αα =



0 · · · · · · 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 · · · 0 1 −ak−1

 .

Operátor na součinu modul̊u je blokově diagonálńı a tedy (kn, T ) má ve vhodné bázi blokově
diagonálńı tvar s bloky výše uvedeného tvaru na diagonále. Tento tvar se nazývá racionálńı
kanonický tvar operátoru – pro jeho kanoničnost je však nutno vyžadovat, aby se polynomy
př́ıslušné jednotlivým blok̊um postupně dělily tak jako ve Smithově kanonickém tvaru.

Invariantńı faktor qn má poměrně jednoduchou interpretaci v řeči k[λ]-modul̊u, z ńıž lze
jednoduše dokázat následuj́ıćı větu.

Tvrzeńı 12.3 (Cayleyho-Hamiltonova věta). Necht’ χ(λ) = det(T − λE) znač́ı charakteri-
stický polynom T . Potom plat́ı χ(T ) = 0.

D̊ukaz. Z věty o Smithově normálńım tvaru plat́ı χ = q1 · · · qn. Přitom pro libovolné

x ∈ k[λ]/(q1)× · · · × k[λ]/(qn)

zjevně plat́ı qnx = 0. Protože je však tento k[λ]-modul izomorfńı (kn, T ), plat́ı to samé i pro
k[λ]-modul (kn, T ). Pro libovolné v ∈ kn tak máme qn(T )v = 0. Protože ale toto plat́ı pro
libovolné v, muśı být qn(T ) = 0 jakožto operátory na kn. T́ım sṕı̌s tedy χ(T ) = 0. �

Definice 12.4. Z d̊ukazu předchoźı věty plyne, že ve skutečnosti plat́ı již qn(T ) = 0 a neńı
těžké se přesvědčit, že qn je nejmenš́ı polynom (vzhledem k dělitelnosti), pro který tento vztah
plat́ı. Nazývá se minimálńı polynom operátoru T .

Poznámka. Opět poněkud abstraktněji lze minimálńı polynom popsat následovně. Definujme
anihilátor k[λ]-modulu M jako

Ann(M) = {p ∈ k[λ] | p ·M = 0}.

Neńı těžké se přesvědčit, že se vždy jedná o ideál a v našem př́ıpadě je Ann(M) = (qn). Opět
s trochou práce lze dát význam i zbylým invariantńım faktor̊um,

Ann(Λn−i+1
k[λ] M) = (qi),

kde např́ıklad Λ2
k[λ]M je kvocient Λ2M podle podprostoru generovaného rozd́ıly Tx∧y−x∧Ty.

Operátor na tomto kvocientu je zadán předpisem

T [x ∧ y]
def
= [Tx ∧ y] = [x ∧ Ty].

13. Jordan̊uv kanonický tvar

Jelikož Smith̊uv normálńı tvar T − λE zcela určuje operátor T až na podobnost, nemělo
by být překvapeńım, že z něj lze spoč́ıtat Jordan̊uv kanonický tvar T . Necht’ proto nyńı k je
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algebraicky uzavřené těleso. Potom každý cyklický modul k[λ]/(q) lze psát s využit́ım rozkladu
q = (λ− λ1)r1 · · · (λ− λk)rk ve tvaru4

k[λ]/(q) ∼= k[λ]/((λ− λ1)r1)× · · · × k[λ]/((λ− λk)rk)

(formálńı podobnost s rozkladem na prvočinitele neńı v̊ubec náhodná). Zbývá tedy popsat
k[λ]-modul tvaru

k[λ]/((λ− λ0)r).

Tvrzeńı 13.1. Cyklický k[λ]-modul k[λ]/((λ− λ0)r) je izomorfńı operátoru na kr s matićı

λ0 1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 · · · · · · 0 λ0


D̊ukaz. Jakožto vektorový prostor má k[λ]/((λ− λ0)r) bázi

([(λ− λ0)r−1], . . . , [λ− λ0], [1])

Poč́ıtejme matici operátoru mλ (násobeńı polynomem λ) vzhledem k této bázi. Zjevně plat́ı

λ[(λ− λ0)i−1] =
(
(λ− λ0) + λ0

)
[(λ− λ0)i−1] = [(λ− λ0)i] + λ0[(λ− λ0)i−1].

V př́ıpadě i = r pak [(λ− λ0)r] = 0 a dostáváme přesně matici z tvrzeńı. �

Lemma 13.2. Součinu k[λ]-modul̊u odpov́ıdaj́ıćıch operátor̊um odpov́ıdá operátor v blokovém
tvaru s jednotlivými operátory na diagonále.

D̊ukaz. Vše je jasné z toho, že v součinu k[λ]-modul̊u se násobeńı děje po složkách. �

Věta 13.3. Je-li těleso k algebraicky uzavřené, je každý operátor podobný operátoru v Jor-
danově kanonickém tvaru. Obecněji tvrzeńı plat́ı pro operátor T nad libovolným tělesem, nad
kterým se charakteristický polynom T zcela rozkládá. �

Je-li T − λE ekvivalentńı J − λE, řekněme

J − λE = P (λ)(T − λE)Q(λ),

(nyńı u Q(λ) nebudeme psát inverzi, protože v tomto tvaru dostaneme ekvivalenci z algo-
ritmu poč́ıtaj́ıćım Smith̊uv normálńı tvar) lze spoč́ıtat matice přechodu mezi oběma operátory.
Začněme s matićı přechodu od T k J . Tu dostaneme z následuj́ıćıho diagramu

k[λ]n
T−λE

// k[λ]n //

P (λ)∼=
��

(kn, T )

R∼=
��

oo

k[λ]n
J−λE

//

Q(λ)∼=

OO

k[λ]n evJ
// (kn, J)

naznačené zobrazeńı kn → k[λ]n zobraźı n-tici č́ısel na n-tici př́ıslušných konstantńıch poly-
nomů (a nejedná se o homomorfismus k[λ]-modul̊u). Složeńım dostaneme pro

P = P0 + λP1 + · · ·+ λkPk

4Jednoduchý d̊ukaz tohoto faktu využ́ıvá Smith̊uv normálńı tvar — k[λ]-modul napravo je prezentován
diagonálńı matićı s mocninami (λ−λi)ri na diagonále; jej́ı Smith̊uv normálńı tvar má na diagonále 1, . . . , 1, q.
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následuj́ıćı vyjádřeńı

v 7→ evJ(P (λ)v) = (P0 + JP1 + · · ·+ JkPk)v = P left(J)v,

kde posledńı zápis znač́ı dosazeńı matice J do polynomiálńı matice P (λ) zleva.
Matice přechodu v opačném směru lze źıskat bud’ jako inverzńı matici k P left(J) nebo

pomoćı transponováńı všech matic (formálně přechodu k duálńım prostor̊um). Konkrétně
dostáváme diagram

k[λ]n
T ∗−λE

// k[λ]n //

Q∗(λ)∼=
��

(kn, T ∗)

S∗∼=
��

oo

k[λ]n
J∗−λE

//

P ∗(λ)∼=

OO

k[λ]n // (kn, J∗)

nebo jednodušeji rovnici
J∗ − λE = Q∗(λ)(T ∗ − λE)P ∗(λ)

Podle předchoźıho dostáváme S∗ = (Q∗)left(J∗) a zpětným transponováńım

S = ((Q∗)left(J∗))∗ = (Q∗0 + J∗Q∗1 + · · ·+ (J∗)kQ∗k)
∗

= Q0 +Q1J + · · ·+QkJ
k = Qright(J).

Jelikož je S matice přechodu od J k T , skládaj́ı se jej́ı sloupce z vektor̊u báze, v ńıž T nabývá
Jordanova kanonického tvaru J . Matici Q(λ) lze źıskat tak, že veškeré sloupcové operace
provád́ıme zároveň na matici T −λE a na jednotkové matici (řádkové operace však pouze na
T −λE). Pokud takto převedeme T −λE na J−λE, vytvoř́ı sloupcové operace přesně matici
Q(λ). Dosad́ıme-li pak do ńı matici J zprava, źıskáme hledanou matici přechodu S.

Vhodnou adaptaćı lze výpočet zjednodušit. Neńı potřeba pomoćı daľśıch operaćı převádět
Smith̊uv normálńı tvar na J − λE, nebot’ lze využ́ıt bázi k[λ]n/ imB z d̊ukazu Tvrzeńı 13.1,
kde B je Smith̊uv normálńı tvar T − λE. Uved’me si to na př́ıkladu

B =


1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · 0 (λ− λ0)r


Potom forma f i na prostoru kn vpravo nahoře se zobraźı na formu na k[λ]n s týmž názvem,
dále pak pomoćı Q∗(λ) na f iQ(λ), tj. na i-tý řádek matice Q(λ). Na závěr je potřeba spoč́ıtat,
jakou formu na kn v pravém dolńım rohu tato reprezentuje. Vyjádř́ıme ji proto ve tvaru5

f iQ(λ) ≡
∑
j

f r(λ− λ0)jaij

modulo imB = (f1, . . . , f r−1, f r(λ−λ0)r). Matice aij je hledanou matićı přechodu (v př́ıpadě

B = J − λE se výpočet zjednodušil t́ım, že poč́ıtáńı modulo imB je dosazováńı J).

5Koeficienty aij jsou členy Taylorova rozvoje polynomu (f iQ(λ))r (tj. prvku Q(λ)ir matice Q(λ)) v bodě λ0.


