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1.1

1.

10.

kategorie A

Ulohy I. kola
Jaky je vztah mezi uhly «, 3, , plati-li

(a) bud sina + sin 5 + siny = 4COS%COS§COS%,

(b) nebo tan 2« + tan 25 4 tan 2y = tan 2« tan 25 tan 2+?

. Jsou-li p1,pe, q1,q2 redlnd Cisla spliujici p1p2 = 2 (1 + ¢2) , pak alespon jedna z rovnic

2+ prx+q =0,
x2+p2x+q220

ma realné koreny. Dokazte.

. Sestrojte ¢tyithelnik ABCD, jsou-li ddny velikosti tisecek AB, AC, BD,CD a pfimky p ||

AC,q || BD. Provedte diskuzi.

. Jsou dény dvé rtiznobézky p,p’ a na nich dva rtizné body A € p, A’ € p’. Urdete body

M € p,M' € p’ tak, aby platilo |[AM| = |A’M’| a aby tisecka M M’ méla danou velikost d.
Provedte diskuzi.

. Bud n prirozené cislo a x1, ..., z, cisla redlna. Dokazte, ze kdyz plati

n(x%+...+z72l):(x1+.‘.+zn)27

pak je nutné z; = --- = x,.

. Dokazte, ze pro vSechna realna x,y, z plati

T+y+z< /3 (@2 +y?+22)
a urcete, kdy nastava rovnost.
Usecka AB velikosti d se pohybuje tak, Ze jeji krajni body ziistdvaji na dvou pevnych navza-
jem kolmych ptimkéach. Co pfi tomto pohybu vyplni bod X ptimky AB, jehoz délici pomér

(ABX) je roven danému ¢islu A € R\ {0,1}7? Muze byt kfivka opsand bodem X kruznice?
Jsou mezi krivkami opsanymi bodem X dvé podobné nebo shodné?

. Jsou dany pfimky p, g, a mnozina ¢tverct takovych, ze jeden vrchol kazdého ¢tverce lezi

na primce p, druhy na piimce ¢ a tieti na primce r. Dokazte, ze ¢tvrté vrcholy také lezi na
jedné primce.
Uzitim pfedchoziho vysledku sestrojte ¢tverec ABCD, jehoz vrchol A lezi na dané pfimce

a, vrchol B na dané primce b, vrchol C na dané pfimce ¢ a vrchol D na dané primce d.
Provedte diskuzi.

. Pro které hodnoty nezavisle proménné x nabyva lomena linearni funkce

ar+b

cr+d

hodnoty x? Provedte diskuzi vzhledem k rtiznym hodnotam koeficientu a, b, ¢, d.
Budte A, O, B tii rizné body svislé roviny, ktera protne vodorovnou rovinu jdouci bodem O
v primce KOL.

Po polopiimkach AO, BO se pohybuji smérem k O body vlivem tize zemské bez tfeni; jeden
je bod M, jehoz vychozi polohou je bod A, druhy je bod N s pocdte¢ni polohou v bodé B.

Urcete ¢as, v némz bude primka M N vodorovna a provedte diskuzi o existenci feseni. Body
M, N se zacnou ze svych vychozich poloh pohybovat soucasné.



kategorie A 1. ro¢nik MO (1951/1952)

11

12.

13.

14.

15.

16.

. Dokazte, ze pro celé n > 1 plati

Bud ABCD ¢tverec. Uvnitt strany AB zvolme m ruznych bodia a vedme jimi rovnobézky se
stranou BC. Podobné uvnitt strany BC' zvolme n rtznych bodt a vedme jimi rovnobézky
ke strané AB. Kolik rtuznych pravoihelniki vzniklo provedenou konstrukei?

’ v s V7 . v 2 .7 v . 7 .
Pro ktera prirozend ¢isla n je mozno zlomek % vyjadrit desetinnym rozvojem

(a) ukoncenym,
(b) ryze periodickym,
(c) periodickym s pfedperiodou?

[eS)
n=1"

Je déna posloupnost (a,, /by,)
jsou kladna cisla.

pricemz plati a1 = 3a, +4by, b1 = 2a, + 3by,, a a1, by

(a) Vyjadiete a2 — 2b2 pomoci ay, b;.
(b) Dokazte, ze lim %= = /2.
n—,oo “mn
V roviné p jsou dédny dva body A, B a dva konvexni neptimé thly «, . Bod X roviny p
oto¢ime jednak kolem stiedu A o tihel o v daném smyslu do polohy X', jednak kolem bodu
B o thel 8 v daném (stejném nebo opaéném) smyslu do polohy X”. Co vyplni vSechny ty
body X, pro néz mé tsecka X’'X" danou velikost d > 07

Je dan pravouhelnik ABCD. Z bodu M jeho roviny spustime kolmice na pfiri%r dané
jeho stranami a oznacime paty téchto kolmic P € AB,Q € CD,R € fﬁ,S € (tedy

AB 1L PQ 1 CDaBC L1LRS_LAD).
(a) Urcete geometrické misto pruseéiku piimek PR, QS a piimek PS, QR.

(b) Urcete vSechny body M v roviné, které vedou k jednomu a témuz bodu nalezeného
geometrického mista.
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1.2

1.

Ulohy II. kola

Jestlize je cislo n celé, potom i vyraz

n5 n3 n

120 24 - 30

je celé cislo. Dokazte.

. Dokazte, ze &islo 11190 — 1 koné{ skupinou ¢&fslic 6000.
. Sestrojte tétivovy ¢tyithelnik ABCD, jestlize jsou dany velikosti a, b, ¢, d jeho stran.

. Rovina je pokryta siti shodnych rovnostrannych trojihelnikti. Dokazte, Ze neexistuje Ctverec,

jehoz vsechny vrcholy lezi ve vrcholech sité.
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1.3 Ulohy III. kola

1.

Jsou-li a, b, ¢ kladné racionélni ¢isla splnujici
Va+Vbh=c.

Dokazte, ze v/a, NG jsou rovnéz racionalni.

. Tabulka ¢isel

ar b ¢
az by ca dy e
as b3 c3 d3 es f3 g3

je sestavena takto: prvni radek obsahuje tii licha ¢isla. Kazdé ¢islo dalsich radku je rovno
souctu tii sousednich c¢isel predchazejicitho fadku, z nichz prostfedni je nad uvazovanym
¢islem; schéazi-li v tabulce nékteré z téchto tii cisel, doplni se nulou. Dokazte, ze pocinaje
druhym tadkem kazdy radek obsahuje aspon jedno sudé cislo.

. Budiz ABCD konvexni riznobéznik, v némz |AB| = |CD|. Oznac¢me R, S stfedy stran

AD, BC. Sestrojte poloprimky AU, DV souhlasné rovnobézné s poloptimkou R.S. Dokazte,
Ze |[<BAU| = |<CDV|.

. Rozmeéry obdélnika ABCD jsou prirozena ¢isla p, ¢; obdélnik je rozdélen na pq jednotkovych

¢tvercu. Urcete pocet téch jednotkovych ¢tverci, jejichz vnitfkem prochézi thlopticka AC.
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2 kategorie B

2.1

1.

10.

Ulohy I. kola

Reste soustavu rovnic

r1 + x2 = a1,
T2 + x3 = az,

T3 + x4 = ag,

Tpn—1+ Tp = An-1,

Tp + X1 = Gn,

S parametry aij, ..., Gy

. V roviné jsou dany ¢tyti ruzné body A, B, S, O. Sestrojte kruznici k; prochézejici body A, B

a kruznici ko se stfedem S tak, aby bod O byl stredem jejich stejnolehlosti. Provedte diskuzi.

. Dokazte, Ze rovinny obrazec soumérny podle dvou ruznych stfedi neni ohraniceny (tj. nelez

v zadném kruhu).

Dokazte, ze
1 1

. - — <1
+2n—1 2n<

+ .-

)

N =
N | =
W=
>~ =

kde n je prirozené ¢islo.

. Je déna kruznice k, na ni{ bod A, dale kruznice k' téhoz poloméru a na ni bod A’. Udejte

ot4cdeni, které prevadi kruznici k v K’ a bod A v A’. Provedte diskuzi.

. Bud n pfirozené ¢islo. Kolik existuje mezi éisly n? a (n+ 2)? pfirozenych éfsel, z nichZ zadné

neni druhou mocninou prirozeného ¢isla?

Budte a, b, ¢ nenulova ¢isla splnujici

Dokazte, ze rovnost
(ay — bx)? + (bz — cy)? + (cx — az)? = (ay + bz + cx)? + (az + bz + cy)?

plati pro libovolna x,y, .

. Kovové kusy kazdy o vaze asi 170 kg a tvaru velmi ptiblizné kvadru o rozmérech 20 cm, 30 cm,

35 cm byly po ¢tyfech davany do beden ze smrkového dieva o tloustce 2 cm a posilany autem
na mista urceni. Truhlarna, kterd vyrabi bedny, chce zvysit produktivitu a usporit material.
Jak zaridite uskladnéni kusti do beden, aby spotreba diivi na bedny na kus klesla a pocet
balenych kust stoupl, kdyz mtze z dopravnich divodl jedna bedna vazit nejvyse 1200 kg?
Kterou abstraktni matematickou tlohu muzete polozit a resit na zakladé uvedené konkrétni
praktické tlohy?

. Na obvodu trojuhelnika ABC zvolme dva ruzné body M, N. Dokazte, ze isecka M N neni

veétsi nez nejvétsi ze stran AB, BC, C' A.

Sestrojte dva trojihelniky, které nejsou shodné, ale u nichz pét zékladnich prvku (tj. stran
a hl) jednoho je rovno péti zdkladnim prvkim druhého.
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n—37

s roven druhé mocniné racionalniho ¢isla?

11. Pro ktera prirozend Cisla n je vyraz

12. Dokazte: jsou-li a, b, ¢ kladna ¢isla, pak plati

>

a n b n c 3
b+c c+a a+b "2

13. Necht je N prirozené ¢islo psdno v desitkové soustavé ve tvaru
ao+a1-10 +ag - 102 + -+ 4+ a, - 10",
kde ay, . .., a, jsou cislice. Utvorme cisla

bl = aj] — 2(],()7
b2 = a2 — 261,

b3 = a3z — 2by,

bn = anp — 2bn71~
Dokazte, ze N je délitelné sedmi pravé tehdy, kdyz je délitelné sedmi cislo b,,.

14. U dvou hmotnych kouli, které se nedotykaji a maji pevnou vzajemnou polohu, byla mérenim
zjisténa jejich nejmensi vzdalenost a, velikost vnéjsi tecény ¢ a velikost vnitini teény wu.
(a) Vyjadrete vzddlenost stfedi kouli a jejich poloméry v zdvislosti na veli¢indch a, t, u.
(b) Jaka je podminka pro to, aby se poloméry kouli lisily nejvyse o tsecku délky d?
15. Jsou dany body A, A’ a B # A. Oté4ceni, které prevede bod A v bod A’, prevede bod B v

jisty bod B’. Co vyplni body B’, které dostaneme vSemi takovymi otdc¢enimi?

16. Budiz D prusecik osy ithlu C'AB trojihelnika s jeho stranou BC. Budiz ddle DFE rovnobézka
vedend bodem D k pfimce C'A a F jeji prusecik se stranou A B; budiz kone¢né E'F rovnobézka
vedend bodem E k ptimce BC a F jeji prusecik se stranou C'A. Dokazte, zZe plati

|AF| = |AC| — |AE].
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2.2 Ulohy II. kola

1.

Jsou dény dvé riazné primky p,q a bod A. Kazdé otaceni, které prevadi piimku p v primku
q, prevadi bod A v jisty bod A’. Co vyplni vSechny tyto body A’?

. Najdéte vSechna Ctyrcifernd ¢isla aabb (kde a # 0 a b jsou arabské cifry), kterd jsou ¢tverci

celého cisla.

. Dokazte, ze pro vSechna realnd c¢isla a, b plati

(a2 + b2) ab < a* + b*.

Rozhodnéte, kdy nastava rovnost.

. Ctyfstén M N PQ mé nejdelsi hranu délky d. Dokaite, ze pro kazdé dva body A, B na povrchu

CtyTsténu plati nerovnost |AB| < d.
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