2. roénik MO (1952/1953)
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kategorie A

1.1 Ulohy I. kola

1.

Jsou-li m, n kladna celd ¢isla, ukazte, ze ¢islo /2 lezi mezi Gisly

m m + 2n

)

n m-4+n

. Obrazy komplexnich ¢isel 0, 21, z5 tvofi v roviné komplexnich ¢isel trojihelnik, ktery stru¢né

ozna¢me OZ1 Z,. Urcete komplexni ¢isla, jejichz obrazy jsou vrcholy pravidelného Sestithel-
nika sestrojeného nad stranou Z;Zs a leziciho v poloroviné Z; Z50.

. Budte A’, B’,C’, D' paty kolmic spusténych po fadé z vrcholu A, B,C, D ¢tyfsténu ABCD

vzdy na rovinu jeho protéjsi stény.

(a) Bod A’ lezi na kolmici BH spusténé v roviné BC'D z bodu B k pfimce CD (pfiemz
H je piislusnd pata) pravé tehdy, kdyz AB L CD. Dokazte.

(b) Dokazte, Ze pokud bod A’ splyva s prusecikem vysek trojihelniku BC'D, potom i body
B’,C'", D’ splynou po tadé s prisediky vysek trojiuhelniki CDA, DAB, ABC. Co pak
plati o pfimkdch AA’, BB',CC’',DD’'?

. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Budiz A; B1C trojuhelnik stejnolehly s trojihelnikem

ABC podle stiedu A s koeficientem stejnolehlosti A > 1. Dale A3 BoCy je trojuhelnik osové
soumeérny s trojuhelnikem A, B1Cp podle primky BC'. Urcete konstrukéné i pocetné, ktery
bod trojihelnika ABC prejde po obou operacich na své puvodni misto.

. Komplexni ¢islo z vyhovuje rovnici

az+bz+c=0,

kde a, b, c jsou dana komplexni ¢isla. Co vyplnuji obrazy vsech takovych ¢isel z v roviné
komplexnich ¢isel?

Budte a, b, ¢, d racionalni ¢isla a w ¢islo iraciondlni. Dokazte, zZe je ¢islo

au+b
cu—+d

racionalni pravé tehdy, kdyz ad — be = 0.

Budiz dan trojihelnik ABC; dale budtez M, N, P body, které lezi uvniti stran BC,CA, AB,
a to tak, ze MN || AB, MP || AC. Zvolme bod M tak, aby platil vztah

IMN| + |MP| =k,

kde k > 0 je dané ¢islo. Provedte diskuzi za predpokladu, ze |AB| < |AC], a stanovte, kterou
podminku musi splnovat ¢islo k£, aby méla tloha Teseni.

. Dokazte, ze pro dany ¢tytstén ABCD existuje kulova plocha dotykajici se vSech jeho hran

(tj. kazda z Sesti pfimek urcend vrcholy Ctyrsténu je tecnou kulové plochy s dotykem uvnitt
stran) pravé tehdy, kdyz

|AB| + |CD| = |AC| + |BD| = |AD| + |BC|.

. Nadrzka ma tvar rota¢niho kuzelu spocivajicitho podstavou na vodorovné roviné; jeji objem

je Vo litrtr a vyska u decimetri. Pii plnéni natece do nadrzky a litri za sekundu. Vyjadrete
vzdalenost vodni hladiny od vrcholu kuzele po ¢ sekundach, kde ¢ je kladné raciolnalni ¢islo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Jsou ddna dvé komplexni ¢isla a,b, pficemz |a| = 1. Jestlize pro komplexni ¢isla z, 2z’ plati
vztah
2 =az+0b,

potom 2’ vznikne z obrazu ¢isla z otdcenim, je-li a # 1; a posunutim, je-li a = 1,b # 0.
Dokazte a urcete stfed otaceni, resp. vektor posunuti.

Budiz dén trojuihelnik ABC. Necht jsou A’, B, C’ takové body roviny, Ze plati
|AB'| = |AC’|, |BC'|=|BA'|, |CA'|=|CB|.
Oznaéme a’, b, ¢’ primky roviny, které postupné prochazeji body A’, B', C’, pfi¢emz plati
o 1L BC, vV 1CA, J 1 AB.
Dokazte, Ze piimky a’, b, ¢’ prochéazeji jednim bodem.

Oznac¢me P pocatek soustavy pravoihlych soutadnic. Body s obéma souradnicemi celocisel-
nymi nazveme miizovymi. Budiz p > 2 dané liché ¢islo. Oznacme Ay, ty mi{Zzové body [p, k],
kde k € {0,...,p}, a uvazme trojuhelniky

PAj Ay, PAyAs, PAsAy, ...\ PA, A, ;.

Dokazte, ze p je prvocislo pravé tehdy, kdyz je pocet miizovych bodu uvniti kazdého z
uvazovanych trojihelniku roven (p — 1)/2.

Budte [z, y] body v roviné pravothlych souradnic. Urcete, pro které z nich plati nerovnost
||1:+a\ — |y—a|’ < a,

kde a je dané redlné cislo. Vyznacte v roviné souradnic ty jeji ¢asti, pro jejichz body je
splnéna dand nerovnost.

Dokazte s pouzitim komplexnich ¢isel, ze slozenim dvou otaceni s ruznymi sttedy vznikne
otaceni nebo posunuti. Urcete stfed vysledného otéceni, resp. vektor vysledného posunuti.
Urcete podminky, kdy je slozeni otoceni a kdy posunuti.

Dokazte, ze pro kazdé kladné a a libovolné prirozené n plati
n(a2n+1+1) 2a+a2+a3+._._~_a2n—l+a2n.
Urcete, pro ktera a nastane rovnost.

Dokazte, ze &islo 212718 — 36n+2 je délitelné tiindcti pro kazdé celé nezaporné n.
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1.2

1.
2.

Ulohy II. kola
Dokaite, ze &islo a,, = 2! 4 5™ neni prvoéislem pro zadné piirozené &islo n.

Daéna jsou kladnd éisla aq,...,a10,b1,...,b5 vSechna mensi nez 7 a zadné z nich neni celé.
Dokazte, ze mezi padesati body [a;, b;], kde i € {1,...,10} a j € {1,...,5}, existuji alespon
dva takové, jejichz vzdalenost je mensi nez /2.

Zjistéte, ktery utvar je analyticky vyjadren vztahem
laz + by| + [y < c,

kde x,y jsou pravouhlé souradnice bodu v roviné a a, b, ¢ jsou danéa kladna cisla.

. Je dan ¢tytstén VABC. Oznac¢me p rovinu jeho stény ABC. Uvnitt hran VA, V B, VC zvolme

po fadé body X,Y, Z tak, aby rovina o uréend témito body byla rovnobézna s rovinou p.
Ozna¢me dale X1,Y7, Z; po fadé stiedy tsecek Y7, ZX, XY.

(a) Dokazte, ze se usecky AX1, BY;,CZ; protinaji v jednom bodé. Oznacéme jej S.
(b) Co vyplni vSechny body S, kdyz bod X probiha vnitiek tsecky V A?
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1.3

1.

Ulohy III. kola

V roviné komplexnich ¢isel urcete utvar, ktery vyplni obrazy ¢isel z vyhovujici vztahu

z+ZzZ=a-|z|,

kde a je dané redlné ¢islo. Provedte diskuzi pro vSechny hodnoty ¢isla a.

T
a=qp+ B =m— 3.

17

Dokazte, ze potom a > 7.

. Jsou-li ay,...,a, kladna d¢isla, pak plati

1 1
(a1+...+an) <+...+) an'

ai Qp

Dokazte a urcete, kdy nastava rovnost.

. Necht «a, 5,7 jsou dhly trojihelnika. Dva z nich jsou vyjadfené pomocnym thlem ¢ tak, ze

. Jsou ddny mimobézky a,b a rovina p, kterd je riznobéznd s obéma primkami a,b. Zvolme

body X € a aY € b tak, aby XY || p. Jaky geometricky titvar vyplni stied S tisecky XY,

probiha-li bod X primkou a?
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2.1

1.

10.

11.

kategorie B

Ulohy I. kola

V dilné pracuje a (stejné vykonnych) délniki, ktef{ maji dokoncéit uréitou zakazku. Skupina
m délniku vytvori derku a zavazi se, Ze lepSi organizaci prace zvysi svij vykon o 10 %.
Stalo se tak po p dnech prace na zakézce. O kolik dni se zmensi puvodné planovana doba d
dni, potrebnd k provedeni zakazky?

(a) Dokazte, ze kazdé prvocislo p > 3 lze psét ve tvaru 6n + 1, kde n je vhodné pfirozené
¢islo. Plati také obracené tvrzeni?

(b) Uzitim predchoziho vysledku dokazte, Ze zmensime-li ¢tverec libovolného prvodisla p >
3 o jedna, dostaneme cislo délitelné cislem 24.

. Je ddna kruznice k a jeji tétiva AB, kterd neni prumérem. Bud p seCna této kruznice kolma

k pfimce AB. Najdéte ta piimce p bod X takovy, aby byl konvexni neptimy tithel <AX B co
nejvetsi. Provedte diskuzi.

. Bud AA’BC c¢tyistén takovy, Ze je hrana AA’ kolmd na rovinu A’BC. Dokazte, Ze je-li

|<BAC| > 90°, pak |<BA'C| > 90°.

. Dokazte:

atb.

ab ?

(b) soucet tii zlomku v zdkladnim tvaru nemuze byt celoéiselny, jestlize neni kazdy prvoci-
nitel jednoho z danych jmenovatell prvocinitelem alespon jednoho ze zbyvajicich dvou
jmenovatelt.

(a) je-li zlomek ¢ v zdkladnim tvaru, pak jsou v zdkladnim tvaru také zlomky

. Oznac¢me

a b c
xTr = 5 = 5 2277
b+c¢ Y c+a a+b

kde a, b, ¢ jsou dana realna cisla. Urcete, za jakych predpokladi plati

Ty +yz + zx + 2xyz = 1.

Urcete geometrické misto pruseciktt V' vysek v trojihelnicich ABC, jestlize je ddna poloha
strany BC, velikost tthlu |[<CAB| = « a jestlize vrcholy A téchto trojihelniki lezi v jedné
z obou opac¢nych polorovin vytatych primkou BC. Provedte diskuzi pro a > 90°, a = 90°
aa<90°.

. Budiz V pruseéik vysek trojiuhelnika ABC. Dokazte, Ze jestlize |C A| < |AB]|, pak

(a) VC| <|VBJ,

(b) vzdalenost bodu V od strany C'A je mensi nez od strany AB s vyjimkou piipadu, kde
|[<CAB]| =90°. Jak je tomu v tomto vyjimeéném piipadé?

Provedte diskuzi pro trojihelnik ostrouhly, pravothly a tupouhly.

. Budte ABCD, A’ B'C’' D’ protilehlé strany krychle (p¥icemz AA’, BB',CC’, DD’ jsou hrany

této krychle). DokazZte, Ze je-li vnitini bod krychle X bliZe k vrcholu B, nez ke vSem ostatnim,
potom je bod X déle od vrcholu D’, nez od kteréhokoli z ostatnich vrcholti.

K ocislovani vSech svazkt urcité knihovny bylo potfeba na hibety knih natisknout tfikrat
vice tolik cifer, nez kolik je svazku. Kolik svazki méla knihovna?

Stanovte geometrické misto bodu, pro néz je absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti od dvou
danych rtznobézek a, b rovna danému ¢islu d > 0.
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12.

13.

14.

15.

16.

Jsou-li a, b, ¢ kladna cisla, pak
a
b
Dokazte a urcete, kdy nastava rovnost.

b
o4 >3,
Cc a

Dokazte, ze pro kazdé prirozené Cislo n plati

1 2 3 n

Jsou-li a, b, c redlnd cisla, pak

(a+b—c)?+(b+c—a)®+(c+a—0b)?>ab+bc+ ca.

Dokazte a urcete, kdy nastava rovnost.

Urcete, co vyplnuji za utvar stfedy vsech rovnobézniki, které jsou rovinnymi fezy daného

CtyTsténu.

Budiz dén rovnostranny trojihelnik ABC o strané velikosti a. Budte M, N, P body zvolené

po fadé uvnitt tsecek BC,CA, AB.

DokazZte nejprve, Ze je mozné zvolit body M, N, P (rtizné od stiedu stran) tak, ze MNP je
rovnostranny trojuhelnik. Potom sestrojte vSechny rovnostranné trojihelniky M N P takové,
aby jejich strany mély danou velikost m. Diskutujte, pro kterd m ma tloha feseni.
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2.2

1.

Ulohy II. kola

Meéjme libovolné prirozené ¢islo n a kladna ¢isla aq, ..., a,41, kterd nejsou vétsi nez jedna.

Dokazte, ze mezi nimi existuji alespon dvé takova, ze absolutni hodnota jejich rozdilu je

mensi nez % .

. Budte dany dvé stejné dlouhé, na sebe kolmé usecky AB, AC. Oznacme X bod lezici uvnitt

usecky AB a Y bod lezici uvnitt usecky AC; bud Z stied tsecky XY.

Probiha-li bod X vnitiek tsecky AB, bod Y vnitiek tsecky AC, patii bod Z ur¢itému
geometrickému ttvaru, jehoz kazdy bod je stred nékteré z tisecek XY'; urcete tento ttvar.

. Dokazte, ze pokud pro realné ¢isla a, b, ¢, d plati

ac + bd > ad + bc,

potom je bud a > b,c > d, anebo a < b, ¢ < d. Je mozné toto tvrzeni obratit?

. Jsou dény dvé rtzné rovnobézky m,n; uvnitt pasu jimi urc¢eného jsou dany dva ruzné body

K, L.

Sestrojte kosoc¢tverec ABC' D majici tyto vlastnosti
e body A, B lezi na primce m,
e body C, D na primce n,
e bod K na pifimce AD a bod L na primce BC.

Provedte diskuzi resitelnosti.
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