3. rotnfk MO (1953/1954)

Obsah

1 kategorie A 2
L1 Ubhy Lkola . ... ... ... .. 2
1.2 Ulohy IL kola . . . . o e 4
1.3 Ulohy III. kola . . . . . . oo o 5

2 kategprie B 6
2.1 Ulohy Lkola . . . . . o e 6
2.2 Ulohy II. kola . . . . . . . o . e 8

3 kategprie C 9
3.1 Ulohy Lkola . . . . . e 9
3.2 Ulohy IL. kola . . . . . . . o . e 11

4 kategprie D 12
4.1 Ulohy I kola . . . . e 12
4.2 Ulohy II. kola . . . . . . . . o e 15



kategorie A 3. roénik MO (1953/1954)

1

1.1

1.

kategorie A
Ulohy I. kola
Uvazme posloupnost danou vztahy
a1 =1, apy1 = (n+1a, +(=1)""

Dokazte, ze pro n > 1 je a,, délitelné ¢islem n — 1.

. Necht a, b jsou kladna a z # 0 komplexni. Dokazte, Ze

laz + bz)* < (a+b)?|z|?

a urcete, kdy nastava rovnost. Interpretujte nerovnost geometricky.

. V prostoru je ddn rovnoramenny trojihelnik ABS o zékladné AB. Urcete polomér r kulové

plochy o stredu S tak, aby vzdalenost dotykovych boda C, D te¢nych rovin piimkou AB
vedenych k hledané kulové ploSe byla rovna velikosti tsecky AB.

(a) Zjistéte podminky FeSitelnosti a uréete velikost poloméru r.

(b) Naznacte grafické fesen{ a provedte jeho diskuzi.

. Budiz dan c¢tyrstén A; As A3A,. Oznacme o, aa, az, @ Toviny jeho stén po fadé protéjsich

k vrcholim Ay, Ay, Az, A4. Jsou dény t¥i razné body J, K, L lezici vné danému ¢tyfsténu.

Dokazte, ze pro kazdou polohu bodu J, K, L existuje alespon jeden bod X ruznych od bodu
J, K, L takovy, ze vsechny body usecek X J, X K, X L lezi vné daného ¢tyfsténu.

Pri diskuzi uvedte priklady, jak k dané trojici bodu J, K, L urcite bod X.

. Dokazte, ze pro a > b > 0 a pfirozené n plati vztah

n+1 "t —pntl 41
a > >
n an — b n

b.

. Necht A, B jsou komplexni ¢isla a X1, Xy kofeny rovnice 22 + Ax + B = 0. Dokazte, ze je-li

| X1| = | X2| # 0, potom %ﬁ je redlné. Rozhodnéte, zda plat{ obracené tvrzeni.

Trojuhelnik ABC' je podstavou trojbokého kolmého hranolu. Na poboc¢nych hranach jsou

postupné zvoleny body A’, B’,C’. Rovina A’B’C" oddéli ¢dst hranolu, jejiz objem je roven

soucinu obsahu trojithelnika ABC' a aritmetického pruméru délek tseéek AA’, BB',CC".
(a) Dokazte uvedené tvrzeni pro piipad A’ = A.

(b) Dokazte tvrzeni pro libovolné zvolené body A’, B/, C’.

. Budiz ABCDA'B'C'D krychle (pficemz AA’ || BB' | CC' || DD’ a ABCD je jeji jedna

sténa).
(a) Dokazte, ze je télesova uhloptitka B’D kolmd k rovindm A’BC’; ACD’ a 7ze je jimi
rozdélena na tii stejné dlouhé tseky.

(b) Vysettete polohu a velikost nejkratsi piicky mimobézek AC, BC', jestlize je ddna veli-
kost a hrany krychle. (Zobrazte ve volném rovnobézném promitani.)

. Najdéte vSechna realna x splnujici

10g0 2 + 108190 © < log g, 2°.



kategorie A 3. roénik MO (1953/1954)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Jsou-li z1, 2o komplexni ¢isla spliujici
21 = [22],  [z1 =1 =[22 = 1],
pak z1 = 25 nebo z; = Z3. Dokazte a intepretujte tvrzeni geometricky.
Méjme kvadr o rozmérech a, b, c. Dokazte, ze délka nejkratsi pricky dvou mimobéznych sté-

novych thlopricek je
1

NEET
Je dan trojuhelnik ABC. Najdéte mnoziny bodi X takové, Ze ve ¢tyfsténu ABCX jsou

(a) hrany AX, BX navzdjem kolmé,
(b) hrany AX, BX a hrany BX,CX navzijem kolmé,

kazdé dvé z hran AX, BX,CX navzajem kolmé. V tomto piipadé uréete podminky
Tesitelnosti.

—
o
~

Urcete geometricky ttvar v roviné, ktery vyplni obrazy komplexnich ¢isel z splnujici

as+b
1+s

)

kde a,b jsou dand komplexni ¢isla a s # —1 probiha vSechny komplexni jednotky.

Necht (a,,) je posloupnost nenulovych ¢éisel. Mé-li (a,,) nenulovou limitu, pak mé posloupnost
(an/an+1) také limitu, kterd je rovna jedné. Dokaite.

Najdéte vSechna prirozend Cisla, kterd jsou rovna jedenactinasobku svého ciferného souctu
v desitkové soustave.

Budiz dana rovina ABC = p a mimo ni pfimka p || p. Uvazujme ¢tyfstény ABCX, kde
vrchol X probiha primku p. Ozna¢me V vrchol rota¢niho kuzele s podstavou v roviné p, na
jehoz plaasti lezi vSechny ¢tyfi body A, B, C, X. Provedte diskuzi, kdy takovy kuzel existuje,
a vysetrete utvar, ktery vyplni vSechny vrcholy V.



kategorie A

3. roénik MO (1953/1954)

1.2 Ulohy II. kola

1. Urcete soucet

Sp = 12 _ 22 + 32 — et (_1)77,+1n27

kde n je dané prirozené ¢islo.

2. Budte dana cisla a > b > 0. Dokazte, ze

(a—b)? a+bd (a — b)?
8a < 2 Vab < 8
3. Rozhodnéte, pro kterd x méa smysl rovnice
log 23
log,, 10 + log, 100 + log,, 1000 = ————
‘ v 1+logx

a najdéte vsechna jeji feSeni.

4. Je dén kolmy ¢tyiboky hranol ABCDA’'B'C'D’ (s podstavami ABCD,A’B'C'D" a AA' ||
BB’ || CC" || DD'). Najdéte ptitku p mimobézek AC, BC' takovou, ze p || B'D, a rozhod-

néte, kdy takova pricka existuje.

Predpokladejme déle existenci pricky p. Ozna¢me X prusecik primek AC,p a Y prusecik
piimek BC’,p. Dokazte, ze X,Y jsou po fadé vnitinimi body tusecek AC, BC’, pFi¢emz

|AX| =2|CX|, |C'Y|=2|BY|, |B'D|=3XY]|.



kategorie A 3. roénik MO (1953/1954)

1.3 Ulohy III. kola

1.

V oboru realnych ¢isel feste rovnici
az® +2(a—1)r+a—-5=0

s (redlnym) parametrem a.

. Necht a,b jsou komplexni &isla. Jestlize obrazy kofenti rovnice 22 + az + b = 0 tvoii v kom-

plexni roviné spolu s obrazem ¢isla 0 pravouhly rovnoramenny trojihelnik s pravym thlem
pfi pocatku, potom plati a? = 2b # 0. Dokazte a rozhodnéte, zda lze tvrzeni obratit.

. Dokazte, ze

5
log, ™+ logy m < 3

. Je déna krychle ABCDA'B'C'D'(AA" || BB' || CC'" || DD'). Necht bod X lezi uvniti asecky

AB, prise¢ik hrany AD s rovinou B’D’X ozna¢me Y.
(a) Jaky utvar vyplni prusecik thlopticek ¢tyiihelnika B’ D’'Y X, probihé-li bod X vnitfek
strany AB?

(b) Rozhodnéte, zda existuje mezi témito ¢tyfthelniky B’D'Y X takovy, Ze se jeho thlo-
pricky navzajem déli v poméru 1 : 2.



kategorie B 3. roénik MO (1953/1954)

2

2.1

1.

10.

11.

kategorie B

Ulohy I. kola

Necht a, b, ¢ jsou nezdpornd raciondlni ¢isla a b # 0. Pokud plati

\/6+\/E:\/Ea

potom je ¢ druhou mocninou racionédlniho ¢isla. Dokazte.

. Budiz a prirozené ¢islo zapsané v desitkové soustavé a b ¢islo, které vznikne zapsanim cifer

¢isla a v opaéném poradi. Oznatme s = a + b,r = |a — b|. Dokazte, Ze je-li pocet cifer ¢isla
a sudy, je ¢islo s délitelné jedenacti a v opacném priipadé je délitelné jedenacti ¢islo 7.

. Uvnitr trojuhelniku ABC je dan bod O. Vedme bodem O rovnobézky p,q,r postupné se

stranami BC,CA, AB a ozna¢me A; = BCNgq,As = BCNr,By =CANr,By, =CAnNp,
C1 = ABnp,Cy = AB N q. Dokazte rovnost

VIA1042] + V/[B1OBs] + /[C10Cs] = /[ABC],
kde [XY Z] znaci obsah trojihelniku XY Z.

. M&jme dény ruzné kruznice kq(S1,71), k2(S2,72),71 > 2. Oznaé¢me X; libovolny bod kru-

Znice ki, X5 libovolny bod kruZnice ko a Y stfed tsecky X;Xo (pokud X; = Xo, tak
X1 =Y = X5). Co vyplui vSechny body Y, kdyz body X7, X2 méni svou polohu?

. Dokazte, ze pro libovolné prirozené ¢islo n neni ¢islo 2™ — 1 druhou mocninou celého ¢isla.

. Pro libovolné redlné x ozna¢me |x| nejvetsi celé ¢islo neptfevysujici . Dokazte, Ze pro kazdé

a > 0 a ptirozené m plati

| Wal = | %/1al|.

. Dokazte, ze kladné a, b, ¢ jsou délky trojuhelnika pravé tehdy, kdyz

a? —b® —¢?

1.
2bc <

. Sestrojte pravouhly trojihelnik o preponé AB, jsou-li dana ¢isla p > ¢ > 0 a vime-li, ze

|AB| + |AC| =p, |BA|+|BC|=gq.

Provedte diskuzi.

. Uvazujme realné ¢isla a, b, ¢ spliujici

abc >0, ab+bc+ca>0, a+b+c>0.
Dokazte, ze vSechna tfi ¢isla a, b, ¢ jsou kladn4.

Dokazte, ze cislo
24n+1 _ 22n _ 1

je délitelné deviti pro libovolné prirozené cislo n.

Dokazte spravnost tohoto postupné provadéného déleni usecky ApA; na jednu polovinu,
jednu tretinu, ..., jednu n-tinu.

Ozna¢me Ay bod tsecky AgAj, pro néjz plati |[AgAx| = %|AOA1|, kde k > 1 je prirozené
Cislo. Jestlize pro prirozené ¢islo n > 1 zndme polohu bodu A,,_; na tsecce AgA;, sestrojime
bod A,, nésledovné. Vedme body Ay, A1, A,,—1 po fadé piimky ao || a1 || an—1, rizné od
piimky AgA;, a oznaéme Py, Py, P,y pruseciky s piimkou p || AgA1,p # ApA;. Budiz X,
pruseéik pifmek PyAp, P,_1Ag. Piimka a, || ag vedend bodem X, protind tsecku ApA;
v hledaném bodé A,,.
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12.

13.

14.

15.

16.

Obdélnik, jehoz rozméry jsou prirozena ¢isla a, b, je rozdélen na ab shodnych ¢tverci. Stocme
tento obdélnik do plasté rotacniho valce tak, aby se strana obdélnika o délce a stala obvodem
podstavy tohoto valce. Vrcholy zminénych shodnych ¢tverct vytvori na plasti valce mrizové
body. Kazdé dva miizové body spojime primkou, kterou nazveme pricka.

(a) Kolik je téch pricek, které prochdzeji vnitikem vytvoreného vélce?
(b) Dostaneme vice takovych pricek, kdyz stoc¢ime vétsi, nebo kdyz sto¢ime mensi stranu
tohoto obdélnika v podstavnou kruznici rotac¢niho vélce?
Urcete soucet
5, =1-2-2-34+3-4— -4+ (=1D)""n(n+1),
kde n je dané prirozené ¢islo.

Reste soustavu

1 +a(xe+x3+a4) =0
o+ a(xs+xq+ 1) = bo,
23+ a(xg + x1 + x2) = b3,
xat+a(x)+xo+2a3)=0

S neznamymi x1, T3, 3, X4 a stanovte podminky resitelnosti vzhledem k danym ¢islam a, by,
b?v b37 b4'

Jsou dany po dvou navzajem mimobézné primky a, b, ¢. Kolik je na primce ¢ bod takovych,
jimiz nelze vést pricku primek a, b? Provedte diskuzi.

Oznac¢me M stred strany C'D daného obdélnika ABCD. Co musi platit o rozmeérech tohoto
obdélniku, plati-li BD 1 AM?



kategorie B 3. roénik MO (1953/1954)

2.2

1.

Ulohy II. kola

Druha mocnina celého ¢isla je vzdy tvaru 5n nebo 5n £ 1 pro vhodné nezaporné celé ¢islo.
Dokazte a rozhodnéte, zda lze tvrzeni obratit.

. Jsou-li uy,us,v1,vs libovolna redlna ¢isla, potom

(urv1 + U2’U2)2 < (u% + ug) (U% + v%) .

Dokazte a rozhodnéte, kdy nastava rovnost.

. Je déan trojuhelnik ABC. Uvniti strany BC zvolme dva ruzné body J,J’. Na tsecce AB

urcete body K, K’ tak, aby platilo JK || AC || J'K’, a na tse¢ce AC body L, L’ tak, aby
JL || AB || J'L’'. Dokazte, ze

|KK'|  |AB|

L] JACT

. Uvazme rovnostranny trojihelnik ABC' a jeho vnitini bod P. Dokazte, ze délka kazdé ze tii

usecek PA, PB, PC je mensi nez soucet délek zbyvajicich dvou.



kategorie C 3. roénik MO (1953/1954)

3 kategorie C

3.1 Ulohy I. kola

1. Jsou dana pfirozend ¢isla n > 1,a1,...,an,01,...,b, a zlomky
ai Gp
bl T bn

Dokazte néasledujici dvé tvrzeni.
(a) JestliZe jsou si v8echny tyto zlomky rovny, potom je jim roven i zlomek

a1+...+an
b+ +by

(b) Jestlize jsou alesponi dva z danych zlomku rizné, potom

mind @ Wl _atoctan o dn
SERERE. A b [
2. V dilné mélo n délnikd se stejnym pracovnim vykonem vykonat urcitou préci za d dni. Po

odpracovani a < d dni se délnici zavizali, Ze zvysi svij vykon o p %. Kolik délniki potom
staci na to, aby byla prace vykonand v planované dobé d dni?

3. Urcete vsSechny trojice po dvou nesoudélnych pfirozenych éisel s vlastnosti, ze soucet kte-
rychkoli dvou z nich je délitelny tretim ¢islem.

4. Bud ABCD konvexni ¢tyftihelnik a S7, 52 postupné stredy stran AB,CD.
(a) Jestlize se primky S1S52, AD, BC protinaji v jednom bodé, je ABCD lichobéznik.
(b) Jestlize je prusecik thlopticek AC, BD bodem tsecky 5152, je ABC D lichobéznik nebo
rovnobéznik.
Dokazte obé tvrzeni.
5. Uréete viechny dvojice pfirozenych é&isel x,y, pro kterd je x2 — y? tfeti mocninou prvoéisla.
6. Necht a, b, c jsou prirozend ¢isla a ¢ > 1. Dokazte, ze
a+b<abe,
a urcete, kdy nastava rovnost.

7. Je dana tisecka AA; a jeji vnitini bod V. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC tak, aby
byl bod A; patou vysky spusténé z vrcholu A na stranu BC' a aby bod V byl prusec¢ikem
vysek tohoto trojihelnika. Uvazujte oba piipady, kdy AB je, resp. neni, zdkladnou a provedte
diskuzi resitelnosti.

8. Je dan lichobé&znik ABA’B’ se zdkladnami AB, A’B’ a ddle bod M, ktery nelezi na zddné
z piimek AB, A’B’. Sestrojte pfimku ¢ jdouci bodom M tak, aby protnula polopiimky
AB, A’ B’ postupné v takovych bodech X, X', ze |AX| = |A’X’|. Provedte diskuzi s ohledem
na polohu bodu M.

9. Letadlo kona sluzbu mezi misty A, B tak, Ze 1éta z mista A do mista B a hned se vraci zpét.
Vane-li vitr od A k B urcitou rychlosti, vykond letadlo obé cesty za 4 hodiny 6 minut. Vane-li
vitr opa¢nym smérem, ale rychlosti trojndsobnou nez v prvnim pripadé, vykona letadlo obé
cesty za 5 hodin. Za jakou dobu vykona letadlo obé cesty za bezvétri?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Urcete vSechny dvojice x,y nezapornych celych cisel, které splnuji

(a) zy =z +y,
(b) zy <z +y,
(c) zy >z +y.
Je dan ¢tverec ABCD o strané délky a. Oznacme postupné Si, So, Ss, Sy stiedy jeho stran

CD, DA, AB, BC. Dokazte, ze primky ASi, BSy,CSs, DSy urcuji ¢tverec A;B1Cy D1, kde
Ay = AS, N BS;, By = BS; N CS3, a vyjadrete jeho obsah v zavislosti na a.

Jsou dény dvé ruzné soustfedné kruznice a pevny bod M na vnitini kruznici. Bodem M
vedeme jednak libovolnou tétivu M A vnitini kruznice, jednak tétivu BC L MA vnéjsi
kruznice. Co vyplni stfedy jednotlivych stran vSech trojihelniki ABC, méni-li se poloha
bodu A? Co vyplni tézisté vSech téchto trojuhelniku ABC?

Urcete vSechna realna a, b, ¢, pro ktera je vyraz

b—|—c_c—|—a_a—b
a b c

roven nule

V oboru redlnych c¢isel reste rovnici

ar’=a®>—a—2

s redlnym parametrem a.

Budiz dana kruznice k o stfedu S a polomeéru r. Zvolme na ni body A, B tak, ze AB je jejim
prumérem. Bud X libovolny bod kruznice k riuzny od A, B. Na polopiimce AX uréeme bod
Y tak, aby platilo |[AY| = |BX|. Co vyplni vSechny body Y, kdyz bod X probiha kruznici k7

Najdéte vSechny konvexni ¢tyrihelniky, které jsou svou thloprickou rozdéleny na dva po-
dobné trojuhelniky. Urcete, kdy je tato podobnost shodnosti.

10



kategorie C

3. roénik MO (1953/1954)

3.2

1.

Ulohy II. kola

Urcete vSechy trojice redlnych cisel a, b, ¢, pro které je vyraz
a(®*+c*) +b(?+a*) —cla+b)’

roven nule.

. Reste soustavu rovnic

T Yy z
—=-=-=t wT+y+z=s,
a b ¢

s neznamymi t, x,y, z a s nenulovymi parametry a, b, ¢ a libovolnym s.

. Budte dany body X,Y a piimka p, kterd je oddéluje. Najdéte na piimce p bod O splnujici

|<XOP| =|<YOP]|, kde P # O je libovolny bod p¥imky P. Stanovte podminku Fesitelnosti

pro ruzné polohy boda X,Y.

pruseciky thlopricky BD s primkami AN, M C. Dokazte, ze

. Bud dan rovnobéznik ABCD. Ozna¢me po fadé M, N stiedy stran AD, BC' a dale P,(Q

1
|BP|=|PQ|=1QD|, |PN|=|MQ|= 3|AN|.

11
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kategorie D

Ulohy I. kola

. Gumovy micek pustime volné z ruky z urcité vysky na podlahu, od niz se opét odrazi vzhiru.

Po kazdém odrazu dosahne micek vysky rovné g té vysky, z niz pravé dopadl.

(a) Jestlize jsme pustili micek z vysky 12 metrd, urcete, jaké vysky dosdhne po tretim
odrazu od podlahy?
s 1.2 s . ’y e e v “ . . T
(b) Z jaké vysky jsme micek pustili, jestlize po tfetim odrazu od podlahy dosdhl vyse £ m?

. V obchodé méli rdno urcity pocet bochnikt chleba. Z toho zavodni kuchyné odebrala %

zasoby a jesté navic i bochniku. Potom % zbytku zasoby a % bochniku navic koupilo sousedni

uzenarstvi, % zbytku a dalsi i bochniku koupila matefska Skola na svaciny zékim, nacez 3

zbytku posledni zdsoby a % bochniku odebral kupujici.

(a) Vypoctéte, kolik bochniki chleba méli pivodné v obchodé.
(b) Vysvétlete, jak je mozné, Ze pti zddném z uvedenych prodeji nemusen prodava¢ boch-
niky rozkrajovat.

. Budiz dana krychle o hrané velikosti 5 cm. Krychle je slepena z krychlicek o hrané 1 cm.

Zvolme na povrchu krychle tfi ¢tverecky @1, @2, Q3 o stranich 1 cm tak, jak je naznaceno
v obr. 26. Nad ¢tvereckem (1 ve sméru hrany OA (viz obr. 26) vyrazime sloupec sloZeny
z péti krychlicek (vynatd ¢dst je zndzornéna na obr. 27). Tim vznikne v dané krychli otvor.
Obdobnym zptisobem sestrojime otvor nad ¢tvereckem @2 ve sméru hrany OB a dale nad
¢tvereckem @3 ve sméru hrany OC. (Celkem bylo vymato 13 krychlicek.)

Nyni provrtanou krychli ponofime do barvy, aby se povrch a dutiny obarvily. Po uschnuti
krychli rozbijeme na krychlicky o hranach 1 cm. Urcete, kolik jsme dostali krychlicek, které
maji obarvenou zadnou, jednu, dvé, tii, ¢tyri, pét nebo Sest stén.

A

NN\
N N

NN

.

- ' obr 26

' ; :‘?-" Obt. »27‘." :

12
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4.

10.

11.

12.

Je dén trojihelnik ABC. Zkonstruujte stied S kruZnice opsané pouze za pomoci (je-li tieba
vice) trojihelnikovych pravitek (tj. muZete rysovat pouze rovnobézky s existujicimi pfimkami
a kolmice na né). Odivodnéte spravnost nalezené konstrukce.

7 Ciny dorazila zasilka tif druhfi ¢ajii. Viech ¢ajit bylo dohromady méné nez 4 tuny, pfitom
celkové Cisté hmotnosti vSech tfi druht byly navzajem stejné. Prvni druh byl dopraven
v 76 bednickach, druhy v 57 bednickach jiné velikosti, tfeti druh v 60 bednickich jesté jiné
velikosti. V kazdé bednicce byl celociselny pocet kilogramu c¢aje. Kolik kg kazdého ¢aje bylo
a kolik kg caje bylo v jednotlivych bednickach?

. Je dan trojihelnik ABC' a kruznice k, kterd protind strany AB, BC, C A postupné ve dvoji-

cich bodu (bud ruznych, nebo splyvajicich)
(01702)5 (AlaA2)7 (31732)'
Urcete, jak musi byt zvolen stfed a polomér kruznice k, aby platilo

|AC1[ = [BCyf, [BAL| = |CAs|, |CBi|=[AByl.

Pan Novak je predsedou JZD v obci. Obcas jezdiva z obce do okresniho mésta. Tam pro
ného odpoledne ptijizdi na motocyklu z jejich obce vzdy ve stejnou dobu jeho syn, ktery jej
hned po svém prijezdu odvazi domu, kam prijizdéji vzdy v 17:00 po pulhodinové jizdé.
Jednoho dne skoncil pan Novdk v okresnim meésté sva jednani diive a vydal se v 15:45
obvyklou cestou pésky synovi naproti. Jakmile se setkali, nasedl pan Novak na motocykl a
odjeli ihned domt, kam dojeli v 16:50. Pfedpoklddejme, Ze motocykl jede obéma sméry (t;j.
z obce do mésta a zpét) stejnou rychlosti.

(a) V kolik hodin se onoho dne oba setkali?
(b) Jakou ¢ast vzdalenosti z mésta k obci usel pan Novék pésky?

(¢) Jaky je pomér rychlosti pési chiize pana Novika a motocyklu?

. V trojihelniku ABC plati |AC| = |BC|. Na strandch AC, BC zkonstruujte body A’, B’ tak,

aby platilo
|AA'| = |A'B'| = |BB'],

a dokazte, ze A'B’ || AB.

. Rychlik délky 200 m jede rychlosti 16 m/s. Na druhé koleji trati piejizdi opaénym smérem

nakladni vlak. Strojvedouci rychliku zjistil, Ze posledni vagén nakladniho vlaku minul lo-
komotivu za 12 sekund od setkani lokomotiv. Déle zjistil, Zze od okamziku, kdy se setkaly
lokomotivy obou vlaki, az do okamziku, kdy se minuly oba posledni vagény vlakl, uplynulo
20 sekund. Jak dlouhy je nakladni vlak a jakou jel rychlosti?

Kterym nejmensim pfirozenym c¢islem musime vyndasobit ¢islo 56 010 528, abychom dostali
¢islo, které je soucasné druhou mocninou néjakého prirozeného ¢isla a které je soucasné treti
mocninou jiného prirozeného ¢isla?

Je déno ¢islo m > 0 a body A, B v roviné. Uvazme vsechny rovnobézniky ABC D takové, ze
|AD| = m. Jaky tutvar vyplni stfedy vSech téchto rovnobézniku?

Je dana kruznice k o stredu S a poloméru r. Déle je dan bod A lezici vné kruznice k.
Uvazme kruznici ¢ se stifedem S, polomérem SA a oznacme Ay druhy krajni bod jejiho
pruméru jdouciho bodem A. Déle uvazme kruznici m o poloméru 2r se stfedem Ag. Necht
Ay, Ay jsou pruseciky kruznic £, m. Dokazte, Zze jsou pfimky AA;, AAs teCnami kruznice k.
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13.

14.

15.

16.

V nddobé mame 910 cm?® solného roztoku, ktery vznikl rozpusténim 80 g soli v &isté vodé.
Odlejme 245 cm?® roztoku a doplitime odebrané mnozstvi ¢istou vodou na piivodnich 910 cm?.
Pak odlejme z nového roztoku opét 245 cm? a odebrané mnozstvi dopliime zase ¢istou vodou
na ptvodnich 910 cm?. Kolik grami soli je v 910 cm?® posledniho roztoku?

Necht 2238y znaci pétimistné piirozené Cislo N v desitkovém zépisu. Jaké musi byt cifry
x,y, aby bylo N délitelné patnacti?

Megjme pravidelny osmithelnik A; A, ... Ag a oznac¢me O jeho stred. Uvnitf toho osmithel-
nika uvazme ¢tverec A3 AoC D, jehoz stfed oznac¢ime S.

Ctvercem A; A;C'D budeme pohybovat tak, ze stéle ziistane v daném osmitihelniku. Ctverec
nejdrive otoc¢ime kolem bodu As tak, ze vrchol C splyne s bodem Ag; novou polohu bodu D
ozna¢me D’. Ctverec, ktery jsme tak dostali, opét otoéime, tentokrat kolem bodu As, a to
tak, ze bod D’ po otoceni splyne s bodem A4. Stejnym zptisobem postupné provedeme dalsi
otaceni ¢tverce kolem bodu Ay, As, ..., Ag, A1. PTi poslednim otoceni se ¢tverec dostane do
své puvodni polohy.

Vysetrete, jakou ¢aru opsal bod S pri vSech osmi otocenich.

Je déna tisecka AB a uvnitt jedné z polorovin danych pfimkou AB jsou dany body M, N
takové, ze soucet velikosti thlua <M AB, <N BA je 180°. Uhel <M AB je rozdélen polopiim-
kami AM7, AMs na t¥i thly stejné velikosti, tj.

1
|<IMAM1‘ = ‘QMlAMﬂ == |<IM2AB| == g‘QMAB‘
Stejné tak je tthel </NBA je rozdélen polopiimkami BN, BNy na tri stejné velké tuhly

tak, ze |[<NBNp| = %|<{NBA|. Ozna¢me C prusecik polopiimek AM;, BNy a U prusecik
polopiimek AMs, BNy. Co musi platit o tthlech <M AB a </NBA, aby bylo UC || AM?
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4.2

Ulohy II. kola

. 7Z konecné stanice méstskych pouli¢nich autobusovych trati vychazeji tfi okruzni autobusové

traté.

T¥i urcité vozy oznacené Cisly 1, 2, 3 vyjely v 5:00 na své traté. Vaz ¢. 1 po svém navratu na
konecnou stanici vyjizdi opét v 5:40. Viz ¢. 2 vyjizdi znovu v 6:00 a vz ¢. 3 znovu v 6:20.

;;;;;;

V kolik hodin dopoledne budou tyto tfi vozy opét vyjizdét soucasné z konecné stanice?

. Zlomek 1—13 vyjadreme jako desetinné cislo. Ktera cifra stoji v tomto rozvoji na 1000. misté

za desetinnou carkou?

. Narysujte rovnobéznik ABCD, je-li déno |AB| = 7 cm, |[<BAD| = 60° a strana C'D prochdzi

prusecikem os thla <BAD, <ABC. Dokazte, ze |AB| = 2|AD|.

Uvnitt strany AC' trojihelniku ABC zvolme bod E a vedme jim rovnobézku s piimkou
AB. Ozna¢me F jeji prusecik se stranou BC. Bodem F' vedme rovnobézku s piimkou AC
a ozna¢me G jeji prusecik se stranou AB. Jak je tieba volit bod E, aby EG || BC? Co pak
plati o bodech F,G?
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