4. rotnik MO (1954/1955)
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kategorie A 4. roénik MO (1954/1955)

1

kategorie A

1.1 Ulohy I. kola

1.

Budte dany zlomky

a c
b’ d’
kde a,b,c,d € R,b # 0 # d. Urcete x € R tak, aby platilo
a+xr c+zw
b+ax d+az
. Rovnici

je ddna funkce redlné proménné x.

(a) Urcete obor hodnot.

(b) Urcete, na kterych intervalech je dand funkce monoténni. Rozhodnéte, zda (a kde)
nabyva dana funkce nejmensi hodnoty.

. Méjme danu délku p hrany ¢tvercové podstavy jehlanu M N PQV a odchylku S ptimky V P

od roviny M N P. Ptitom kazdé dvé z rovin MNP, VMN,VQM jsou k sobé kolmé.

Do daného jehlanu je vepsian rovnobéznostén R = ABCDA'B’'C'D’ o podstavé ABCD,
pricemz AA’ | BB' || CC' || DD'. Vrcholy A = M, B,C, D lezi v roviné MNP a vrcholy
A’ B',C’ lezi po fadé uvniti hran VM,V N,V P. Déale je ddna odchylka « pfimky AC’ od
roviny M N P.

(a) Narysujte obraz obou téles v rovnobézném promitdni a provedte diskuzi Fesitelnosti
tlohy vzhledem k danym ¢éislim p, «, 5.

(b) Vypoctéte objem rovnobéznosténu R v zévislosti na p, «, 5.

. Vzdalenost paty vysky o délce v kosého kuzelu s kruhovou podstavou o poloméru r od stiedu

podstavy je d. Urcete konstrukéné ty rezy daného kuzelu vrcholovymi rovinami, které jsou
pravouhlymi trojihelniky a které obsahuji stied podstavy. Urcete podminky fesitelnosti.

. Urcete vsechny trojice prirozenych éisel x,y, z splnujici rovnici

. Urcete pocet trojuhelniki, jejichz vsechny strany maji celoc¢iselné délky a nejsou vétsi nez

dané prirozené cislo n.

V roviné g je dén pravidelny n-thelnik (n > 2) A; ... A, se stfedem S. Uvnitt jednoho z po-
loprostort vytatych rovinou g zvolme bod U tak, aby platilo SU L . Uvnitt polopiimky SU
zvolme bod V' a uvazme jehlan A; ... A, V. Bodem A; prolozme rovinu w | V Ay a oznac¢me
X jeji prisecik s piimkou V As.

(a) Dokazte, ze velikost odchylky rovin V. A; Ay, V A3 A3 je rovna jedné z hodnot

|<A1XA3|7 180° — |<IA1XA3| .

(b) Uréete mnoziny bodi X, probihd-li bod V vnitiek polopfimky SU.

(¢) Pro kterou polohu bodu V mé bod X od roviny nejvétsi vzdalenost? Urcete tuto hod-
notu vzdalenosti.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Necht ¢isla a > b > ¢ udavaji velikosti stran daného trojihelnitku ABC. Urcete ¢islo x tak,
aby tsecky o velikostech a + x,b + z, ¢ + x udéavaly strany pravothlého trojihelniku.

. Prvni tfi ¢leny geometrické posloupnosti redlnych ¢isel maji soucet s; soucet druhych mocnin

téchto tif ¢lenti je roven s? — hs, kde hs # 0. Urcéete prvni ¢len a kvocient této posloupnosti
pomoci h, s a provedte diskuzi Tesitelnosti 1ilohy.

5 _a* +a? 4 a+1 je délitelem mnohoélenu

Dokazte, ze mnohoclen a® — a
a3n o a2n+1 o a2n o a2n71 + an+1 +a+ anfl -1

pro kazdé prirozené cislo n.

Necht jsou dény ¢islo m > 0 a obdélnik ABCD o strandch |AB| = a > b = |BC|. Zvolme
postupné body X, Y uvnitt stran CD, BC' a uvazme obdélnik XCY Z.

(a) VysSetfete mnozinu vSech takto sestrojenych bodu Z, pro které navic plati
|<XAD| = |«Y AB|.
b) Sestrojte tisecku XY takovou, aby platilo
( ] y
|[<XAD|=|«YAB|, |XY|=m.
Provedte diskuzi fesitelnosti.

Jsou dény tfi po dvou mimobézné piimky p,q,x. Déle bud ddna rovina p || z, pfi¢emz
pfimka x v roviné g nelezi. Urcéete vsechny body X € x, z nichz se pfimky p, ¢ promitaji
na rovinu g jako rtznobézky. (Je-li X stfed promitdni a ¢ Z X prumétna, pak priumétem
pifmky m Z X je prusecnice rovin g a (X, m).) Provedte diskuzi FeSitelnosti tlohy vzhledem
k riznym poloham danych primek a roviny p.

Urcete viechna piirozend é&isla k takovd, aby &slo k2 zapsané v dekadické soustavé mélo na
poslednich dvou mistech stejné nenulové cifry.

Najdéte vSechna komplexni ¢isla z vyhovujici rovnici

z 4+ ai

— )

z
kde a je dané redlné cislo. Reseni geometricky interpretujte.
Reste soustavu rovnic
r+y=aqa,
i 2 in2 o — .
sin“x +sin“y =1 — cos a,
kde « je dané ¢islo.

Necht jsou dany body A, B, C, D na jednotkové kulové plose se stiedem S. Pokud lezi bod S
uvnitt ctyrsténu ABC D, potom alespon jedna ze tii hran AB, AC, AD ma délku vétsi nez
V2. Dokazte.
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1.2

1.

Ulohy II. kola

Reste rovnici
1+ m3 4+

m+ax m2+zx

S neznamou x a redlnym parametrem m.

. Dokazte, ze tvori-li obrazy komplexnich c¢isel 0, u,v vrcholy jednotkového rovnostranného

trojuhelniku, potom
uv + uv = 1.

. Bud déna krychle ABCDA'B'C'D’" (kde ABCD je sténa a AA’ | BB’ || CC'" || DD')

o hrané délky h a ¢islo m > h. Sestrojte obdélnik M N PQ, jehoz vrcholy M, N, P,Q lezi
po fadé na polopiimkach AB, AD, A’D’, A’B’ a jehoz thlopricky maji velikost m. Ozna¢me
U,V postupné stredy stran M N, PQ. Jaky tatvar vyplni usecky UV vsech takto sestrojenych
obdélnik? Udejte podminku fesitelnosti.

. Bud dan rovnoramenny trojihelnik ABC o zékladné AB. Necht bod X lezi uvniti strany

AC a bod Y # B lezi na poloptimce opac¢né k BC'. Ozna¢me P prusecik tsecek AB a XY.
Dokazte, ze |PX| = |PY | préavé tehdy, kdyz |AX| = |BY.
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1.3 Ulohy III. kola

1.

Bud dén lichobéznik ABCD takovy, ze AB || CD,|AB| > |CD|. Ozna¢me E prusecik
piimek AC, BD a F prusecik primek AD, BC. Déle ozna¢me G H piimku jdouci bodem F
a rovnobéznou se zakladnami, pricemz G lezi na primce AD a H na primce BC. Oznacme
po fadé K, L stredy zdkladen AB,CD. Dokazte, ze

(a) piimka E'F prochazi body K, L,

(b) exituje pruseéik M piimek AC, KH a prusec¢ik N pfimek BD, KG,

(¢) body F, M, N lezi na jedné piimce.

. Budte dany dvé soustredné kulové plochy K; s polomérem a a Ky s polomérem b, pritom

a < b. Ozna¢me ABCDA'B’'C'D’ kolmy hranol se ¢tvercovou podstavou ABCD (AA’ ||
BB’ || CC" || DD'), jehoz vrcholy A, B,C, D lezi na plose Ky, a rovina A’B’C’'D’ se dotyka
plochy Kj. Necht déle plati

|AB| _a

AA| ~ b

Vypoététe rozméry tohoto hranolu. Kolik takovych hranoli (az na shodnost) existuje?

. 'V roviné komplexnich ¢isel je vepsan jednotkové kruznici se stredem v pocatku pravidelny

17dhelnik s jednim vrcholem v bodé 1 + 0i. Urcete pocet jeho vrcholl, které lezi uvniti
jednotkové kruzmice se stfedem +/3/2(1 + 1).

. Jsou-li a,b, c rizné redlna cisla, potom mé rovnice

vzdy realné feSeni. Dokazte.
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2 kategorie B

2.1 Ulohy I. kola

1. Reste soustavu rovnic

—9)=1
x+1+m(y ) =1,

—-1=2
ar1 Y m,

kde x,y jsou neznamé a m je redlny parametr.
2. Necht a, b, ¢ jsou po dvou rizné kladna cisla.

(a) Dokazte, ze plati-li
(a—0b)(a—c)>0,
pak je a nejvétsim nebo nejmensim z dané trojice ¢isel. Lze tvrzeni obratit?
(b) Dokazte, ze plati-li
(a—0b)(b—c) >0,
pak je a nejvétsim nebo nejmensim z dané trojice ¢isel. Lze tvrzeni obratit?

(c) Jestlize je ¢islo a nejvétsim nebo nejmensim z ¢&isel a, b, ¢, potom plati
b(c+a) > a(c—a).
Lze tvrzeni obratit?

3. Bud ddna kruznice m a jeji dva navzdjem kolmé pruméry AA’, BB’. Uvnitf mensfho oblouku
AB zvolme bod X a ozna¢me K pruseéik piimek BX, AA’. Dale ozna¢me k kolmici vedenou
bodem K k pfimce AA’ a t tecnu kruznice m v bodé X. Uréete mnozinu pruseéiki Y piimek
k,t, probiha-li bod X vnitfek mensiho oblouku AB kruznice m.

4. Kvadr méa rozméry a, b, c. Zobrazte v rovnobézném promitani lomenou ¢aru na povrchu kva-
dru, kterd je nejkratsi spojnici dvou protéjsich vrchola tohoto kvadru. Konstrukei provedte
na zakladé predchoziho vypoctu.

5. Necht m je dané redlné cislo. Urcete vsechna realna ¢isla @ # —m splnujici vztah

4
x >0
xr+m

Provedte diskuzi vzhledem k rtznym hodnotam ¢isla m.
6. Necht je dano redlné cislo a. Provedte rozbor funkce
y =22+ |az® — 1]
vzhledem na rtzné hodnoty ¢isla a a na zakladé rozboru nacrtnéte graf funkee.

7. Mgjme kruznici k se stfedem S a jeji prumér AB. Necht je ddle C bod na kruznici k rizny
od A, B. Na polopiimce BC najdéte bod D tak, aby platilo |BD| = 2|BC]|.
(a) Dokazte, Ze se tsecky AC,SD protinaji v bodé X lezicim uvniti kazdé z nich.

(b) Uréete mnozinu vsech boda X, probihé-li bod C' vsechny body kruznice k s vyjimkou
bodu A, B.
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8. V trojihelniku o stranach a, b, ¢ oznac¢me

=0+ —a’

a « uhel proti strané a. Dokazte, ze o < 90° pravé tehdy, kdyz = > 0; o = 90° pravé tehdy,
kdyz x = 0; a a > 90° praveé tehdy, kdyz = < 0.

9. (a) Budte a,b,c kladnd raciondlni ¢éisla takova, ze

a+Vb=/c.

Dokazte, ze jsou ¢isla b, ¢ druhymi mocninami racionalnich cisel.

(b) Budte a,b,c,d kladnd racionélni ¢isla, pri¢emz b neni druhou mocninou racionalniho

¢isla. Jestlize plati
a+Vb=c+ \/ﬁ,

potom a = ¢,b = d. Dokazte.
10. Najdéte poslednich pét cifer dekadického zapisu é&isla 5555,

11. (a) Ve ¢tyfsténu A; Ay AsAy oznacme T, t6ziSté jeho stény, kterd je protéjsi k vrcholu A,
kde n = 1,2, 3,4. Dokazte, ze se tsecky A,T,,n = 1,2,3,4 protinaji v jednom bodé T'
(takovy bod nazveme tézisté ctyisténu) a plati

|AT,| = 4|TT,|.
(b) Bud déna rovina ABC a v ni bod P, dale bod @, ktery v roviné ABC nelezi. Uvazme

Co vyplni vSechny body T, probihé-li bod D vnittek polopiimky PQ?

12. Oznac¢me T stied zdkladny P@Q daného rovnoramenného trojihelniku OPQ. V poloroviné
PQO bud déna kruznice k o poloméru r dotykajici se pfimky PQ v bodé T. Sestrojte body
A, B postupné uvniti usecek OP, OQ, které maji tyto vlastnosti:

(a) AB | PQ,
(b) pifmka AB protne kruznici k ve dvou ruznych bodech M, N,
(c) plati |[MN| = 3|AB|.
Provedte diskuzi fesitelnosti vzhledem k délkdm a, v, r, kde a = %|PQ|, v =|0T)|.
13. Dokazte, ze pro kazdé redlné cislo a plati
3(1+a2+a4) > (1+a+a2)2,
a urcete, kdy nastava rovnost.

14. Oznac¢me obvyklym zpisobem a, b, ¢ strany trojihelnika a «, 3,7 jeho thly. Plati-li pro jeho
uhly 8 = 3a, pak pro jeho strany plati vztah
c? _b+ta
(b—a)?2  a

Dokazte.

15. Bud déna primka p a na ni po fadé ruzné body O, Ay, Ay, Az tak, Ze |OA | = |A1As| =
|A2As|. V jedné z polorovin vytatych pfimkou p sestrojme ¢tverce OA; BBy, A1AsBo By,
A2A3B3B2. Dokaite, ze

|<IB10A1| + |<IBQOA2‘ + |<IB30A3| = 90°.
16. Budte dany dvé rtizné rovnobézné roviny k,~y. V roviné k je dan kruh K, v roviné ~ ¢tverec

C. Bud X libovolny bod kruhu K a Y libovolny bod ¢tverce C (tj. i jeho vnitiku). Najdéte
mnozinu stfedu vsech takovych tsecek XY.
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2.2

1.

Ulohy II. kola

Necht je dano redlné ¢islo a. Provedte rozbor funkce
y = azx® +|2° — 1]

vzhledem na rtzné hodnoty ¢isla a a na zakladé rozboru nacrtnéte graf funkce.

. Dokazte, ze pro kazdé realné cislo = plati

2 +1

2
P G
3 22—x+1 "~

. Bud dédna rovina g a bod C ¢ p. Ozna¢me P patu kolmice vedené bodem C k roviné p.

V roviné p bud dale ddn bod A # P. Uvazme obdélnik ABCD, kde B € p, a jeho stred
oznacme S. VysetTete mnozinu bod@t B a mnozinu bodi D vsech takto sestrojenych obdélnikt
ABCD.

V téze poloroviné vytaté primkou p lezi trojihelniky ABC, A’ B'C’ tak, ze body A, B, A’, B’
lez{ na ptimce p. Ozna¢me ¢ = |AB|, ¢’ = |A'B’| a v, v’ velikosti vySek v téchto trojihelnicich,
které po fadé prisluseji ke strandm AB, A’B’ danych trojihelniku. Sestrojte pfimku ¢ ||
p takovou, aby protala tsecky AC, BC, A'C’, B'C’ uvnit¥ po radé v bodech M, N, M’, N’
takovych, Ze plati M N| = |M'N’|. Provedte diskuzi Tesitelnosti tlohy vzhledem k danym
rozmérum c, ¢, v, v’ za predpokladu v > v'.
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kategorie C

Ulohy I. kola

. Do nadrzky stéle pritékd rovnomérnym proudem voda. Jestlize se v urcitém okamziku ote-

viou tii stejné odtokové trubice, vyprazdni se naddrzka za 18 hodin. Kdybychom v témze
okamziku otevteli jen dvé ze tii odtokovych trubic, vyprazdnila by se nadrz za 30 hodin.
Za kolik hodin by se vypréazdnila nadrz, kdybychom ve zminéném okamziku otevieli pouze
jednu ze tii odtokovych trubic?

. Dokazte, ze pokud pro realna ¢isla a, b, c a d # 0 plati

d=a+b+c,
potom plati také
A+ A+ d*=(a—d)?+ (b—d)? + (c—d)>

Lze tvrzeni obratit?

. Jestlize primka rozdéli trojuhelnik ABC na dva rovnoramenné trojihelniky, mé trojihelnik

ABC bud dva thly v souc¢tu 90°, nebo dva thly v poméru 1 : 2, nebo dva thly v poméru
1: 3. Dokazte.

. Necht jsou ddny kruznice k se stfedem S, polomérem r a bod X, jehoz vzdalenost od bodu

S je x.
(a) Nejvétsi mozny soucet vzdédlenost! bodu X od kterychkoliv dvou bodu kruZnice & (rtiz-
nych nebo splyvajicich) je 2(r + ). Dokazte.

(b) Jaky ttvar vyplni body, jejichz soucet vzdalenosti od kterychkoli dvou bodu kruznice
k neni vétsi nez polovi¢ni délka kruznice k7

. Dokazte, ze kazda dvé prirozend ¢isla majici desitkovy zapis ve tvarech

uvUVUU, TYZTYZ,

kde u, v, z,y, z jsou nékteré z cifer 0, 1,...,9, jsou soudélné. (P¥ipoustime i moznosti u = 0
nebo x = 0.)

. Urcete, kolik tahti koném lze provést na ¢tvercové Sachovnici, kterd ma n? poli, kde n > 1 je

prirozené ¢islo. (Tj. urcete, kolik existuje ruznych usporddanych dvojic (start, cil), kde start
je vychozi pole, na které je kun umistén, a cil je pole po jednom tahu timto koném.)

Bud pfimka AB a na ni bod Z. Bodem Z sestrojme piimku p 1 AB a zvolme na ni bod
C # Z. Oznaéme T tézisté trojihelnika ABC. Jaky ttvar vyplni bod T, probiha-li bod C
primku p bez bodu Z7

. Bud déna konvexni deltoid ABCD s osou somérnosti AC. Ozna¢me S prisecik primek

AC, BD, vedme jim kolmice k primkdm AB, BC,CD,DA a jejich paty ozna¢me po radé
M,N,P,Q.
(a) Dokazte, ze MQ || NP.

(b) Vyjadrete velikosti vnitinich thlu étyfthelnika M N PQ pomoci velikost{ vnitfnich ihla
daného deltoidu.

(¢) Rozhodnéte, kdy je M N PQ lichobéznik a kdy rovnobéznik.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Necht nenulova realna cisla a, b, ¢ splnuji

IR

Urcete vSechna prirozend c¢isla n, pro kterd plati

1 1 1 1 1 1y
et )\t \ate)=0
Bud N prirozené cislo takové, ze je druhou mocninou prirozeného ¢isla, a jehoz desitkovy

zapis mé na misté jednotek cislici 6. Dokazte, ze na misté desitek v zapise tohoto ¢isla stoji
liché cifra.

Bud dan obdélnik ABCD. Na primkach AB, BC,CD, DA zvolme po fadé body X,U,Y,V
tak, aby platilo XY 1 UV. Dokazte, ze

|[UV|  |AB|

IXY| |AD|’

Bud déna kruznice k se stifedem S a polomérem r. Uvniti této kruznice je ddn bod A # S.
Sestrojte rovnobéznik ABC D, jehoz vrcholy B, C, D lezi na kruZmici k a |[AB| = r.

Urcete viechna pfirozend é&isla m takova, pro kterd je ¢islo m? — 25 nezdporné a délitelné
osmi.

Reste soustavu rovnic

x
—+ay
a

I
2

|
—

a
ar + —

s neznamymi x,y a redlnym parametrem a # 0.

Symbolem (S, SR) oznacme kruznici se stfedem S a polomérem SR. Mé&jme dany dva rtizné
body A, B. Jeden z pruseciku kruznic (A, AB), (B, BA) ozna¢me C. Ozna¢me D prusecik
kruznic (B, BA),(C,CA) rizny od A a E prise¢ik kruznic (B, BA),(D,DC) rtzny od
C. Déle oznaéme U,V pruseciky kraznic (A, AB),(E,EA) a koneéné X prisecik kruznic
(U,UA),(V,VA) rizny od A. Dokazte, ze

(a) body A, B, E lezi na jedné piimece,
(b) trojthelniky EAU,UAX jsou podobné,
(c) plati |AX| = |BX]|.

Trojihelnik ABC m4 obsah 24 cm?. Oznaéme X stfed strany AB a Y takovy bod strany
BC, ze plati | BY | = 2|CY|. Koneéné oznacme Z prisecik tsetek C X, AY. Vypoditejte obsah
¢tyruhelniku BY Z X.

10
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3.2 Ulohy II. kola

1.

Reste rovnici
x T 2z

x—m zx+4+m z+1

s neznamou x a realnym parametrem m.

. Dokazte, ze kazdou celociselnou ¢astku vétsi nez 7 Kés je mozné zaplatit pomoci trikoruno-

vych a pétikorunovych bankovek. Uréete nejmensi pocet (tii- a pétikorunovych) bankovek,
kterymi je mozné zaplatit castku 364 Kcs.

. Bud déna tsecka S1.53 a jeji vnitini bod P. Ozna¢me vy = |PS1|,va = |PS2| a predpokld-

dejme v; > we. Uvazme kruznice kq, ko postupné se stfedy Si1,Ss a poloméry rq,ry. Déle
uvazme piimku p 1 SS9 prochazejici bodem P. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby bod A
lezel na kruznici k1, bod C' na kruznici ke a aby body B, D lezely na primce p. Dokazte, ze
pokud kruznice k1, k2 nemaji spoleény bod na pfimce p a soucasné plati

|11 — o] Swp —ve <71 4T,

potom mé dané tloha Teseni.

. Bud dén trojihelnitk ABC, kruznice k tomuto trojihelniku opsana a jeji stied S. Osa thlu

BC A protne kruznici k jesté v bodé D # C. Dokazte, ze je trojuhelnik ABD rovnoramenny
a primka SD je jeho osou soumeérnosti.
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4

4.1

1.

kategorie D

Ulohy I. kola

Pét chlapct pracovalo Sest dni na chmelové brigadé. Za vykonanou praci jim méla byt vy-
placena odména timérnd jejich praci, ale s tou vyhradou, ze z této odmény jim odectou za
stravovani ¢astku 6 Kc¢s denné za kazdého chlapce. Pritom prumeérny denni vykon prvniho
chlapce byl 6, druhého 11, tretiho 12, ¢tvrtého 15 a patého 16 vakl nacesaného chmelu. Za
vykonanou préci dostali chlapci po sjednané srazce odménu v souctu 180 Kés. Vypocitejte,
jak si chlapci spravedlivé rozdéli tuto ¢astku.

. Sedm spoluzékt se na zacatku prazdnin dohodlo, ze kazdy napise tfem dalsim z nich zpravu

o svém prazdninovém pobytu. Je to mozné zaridit tak, aby kazdy z nich dostal prave tri
dopisy od téch tiech spoluzaki, kterym sdm napsal?

. Budte dany dvé tsecky o velikostech p, g. Uvazme rovnostranny trojihelnik ABC o strané

velikosti p a ozna¢me O stied kruznice jemu opsané. Na polopiimkach opac¢nych postupné
k BA,CB, AC uvazme (postupné) body X,Y, Z takové, ze

|BX| =|CY|=|AZ| =q.

Dokazte, ze XY Z je rovnostranny trojihelnik a O je stfedem kruznice jemu opsané.

. Mgjme trojuhelnik ABC. Sestrojte bod X uvnitf strany AC a bod Y uvnitf strany BC' tak,

aby platilo
|[AX| =|XY|, XY | AB.

Dokazte spravnost provedené konstrukce.

. Je dan zlomek

—x
a2 + y2 ’
kde a je pevné dané nenulové éislo. Cisla x, 3 volime libovolné. Dokazte, ze
(a) jmenovatel zadaného zlomku je kladny,

(b) znaménko vysledného podilu je opacné k znaménku éisla x, nebo se ¢islo x i dany zlomek
soucasné rovnaji nule.

. Necht a, b, ¢ jsou libovolna c¢isla. Dokazte, zZe je Cislo

z=4(®>+bv"+) - ((a+b)*+ (b+¢)* + (c+a)?)
nezaporné a najdéte vsechny trojice ¢isel a, b, ¢, pro které je ¢islo x rovno nule.

Méjme pravouhly trojihelnik ABC s pravym thlem pii vrcholu C. Na polopiimkach opac-
nych k CA, CB zvolme postupné body Bj, A1 takové, ze

|CB| = |CB|, |CAi=|CAl
Bodem C vedme kolmici p k pfimce Ay By a oznacme D jeji patu. DokazZte, Ze
(a) jsou trojuhelniky ABC a A;B;C shodné,
(b) pfimka p protne tse¢ku AB v jejim vnitinim bodé F),
(¢) bod F z pfedchoziho bodu je stied tsecky AB,
)

(d) stfed kruznice opsané pravouhlému trojihelniku puli jeho pfeponu.

12
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Rovnoramenny trojihelnik ABC' se zakladnou AB mé obvod 50 cm. Oznacme po fadé D, E
stfedy stran BC, AC. Obvod trojihelniku ABF je o 8 cm vétsi nez obvod trojuhelniku ACD.
Vypoctéte velikosti stran AB, AC.

. Vzdalenost Prahy a Brna po zZelezni¢ni trati je 255 km. Rychlik projede tuto trat za dobu

4 h 45 min. Chceme-li, aby se doba jizdy rychliku zkratila o 10 %, o kolik procent se musf
zvysit prumérnd rychlost vlaku?

Budte a, b, ¢ ¢isla, ne vSsechna nulova, spliujici
ab+bc+ ca =0.

Dokazte, ze potom ma zlomek
(a+0b+c)?
a? 4+ b2 + ¢?

tutéz hodnotu pro vsechny pripustné trojice a, b, ¢, a tuto hodnotu urcete.

Bud dén rovnobéznik ABCD a libovolny bod O. Bodem O sestrojte primku p protinajici
piimky DA, AB, BC,CD po fadé v takovych bodech M, X, N,Y Ze plati | XY| = |[MN|.
Dokazte spravnost nalezené konstrukce a rozhodnéte, kolik mé tiloha feseni.

Uvnitt trojuhelniku ABC lezi bod C,, takovy, ze
1 1
|<C,AB| = E|<IC’1AB|7 |<ABC,| = E|<{ABC'1|,

kde n > 1 je prirozené ¢islo. Vyjadrete velikost thlu <AC,, B pomoci velikosti thlu <ACB.

Oznacme L+m
Vim) = e
(a) Dokazte, Ze
% <Vim) <1
pro libovolné prirozené m.
(b) Urcete, ktery z rozdilu V' (200) — V(100), V' (300) — V(200) je vétsi.
Dokazte, ze je mnohoclen

4ty +1 — 22 (4y2 + 1)
kladny pro libovolna éisla z > 1,y > 1.

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zékladnou BC. Déle je v poloroviné BC' A déna
kruznice k dotykajici se primky BC v bodé B, jejiz prumeér je roven vzdalenosti bodu A od
piimky BC. Sestrojte se¢nu s kruznice k takovou, ze
(a) sl BC,
(b) pfimka s protind kruznici k¥ v bodech M, N a tsecky AB, AC' v bodech XY, pficemz
plati [MN| = | XY]|.
Dokazte, ze 1iloha ma jediné feseni.

Bud dén pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB, ve kterém |BC| < |AC|. Ozna¢me
P patu vysky z vrcholu C a O stied tsecky AB. Dokazte, ze body A, O, P, B lezi v tomto
poradi na piimce. Vyjadiete velikost thlu <OC'P pomoci velikosti thlu <CAB.
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4.2

1.

Ulohy II. kola

Obdélnik ABCD mé rozméry |AB| = 6,6 cm, |BC| = 4! ¢m a oznaéme F stied strany AB.

Na polopiimce BC uvazme bod X takovy, ze obsah trojihelnika AFX je roven % obsahu
obdélnika ABCD. Vypoctéte délku tsecky BX.

. Cislovani stranek uc¢ebnice matematiky pro 6. ro¢nik zac¢iné ¢islem 5 a kondi ¢islem 272. Po-

dobné v ucebnici pro 7. ro¢nik zacina ¢islovani stranek ¢islem 3 a kon¢i ¢islem 320; v ucebnici
pro 8. ro¢nik zacina ¢islem 3 a konci ¢islem 255. Kolik cifer bylo celkem natisténo pri ocislo-
vani vsech stranek vSech tii ucebnic?

. V roviné jsou dany rtzné body S, P. Sestrojte pravothly trojihelnik ABC' s pfeponou délky

¢ tak, aby bod S byl stfedem piepony AB a P stiedem odvésny AC. Dokazte, ze iloha mé
FeSeni, pokud ¢ > 2|SP|.

. Mé&jme lichobé&znik ABCD takovy, ze AB || CD,|AB| > |CD|. Dokazte, Ze sou¢et Ghlt pii

zékladné C'D je vétsi nez soucet uhlu pii zakladné AB.
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